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LỜI NHÀ XUẤT BẢN 


Bộ sách Bài tập và lời giải Vật lÿ gôm bảy cuốn: 

Cơ học 

Cơ học Lượng tử 

Quang học 

Nhiệt động lực học & Vật lý thông kê 

Điện từ học 

Vật lý Nguyên tử, Hại nhân và Các hại cơ bản 

Vật lý chất rắn, Thuyết tương đối & Các vẫn đề liên quan 


MA Sa + h>— 


Đáy là tuyên tập gồm 2350 bài tập được lựa chọn kĩ lưỡng iừ 3100 
đề thi vào đại học và (hi tuyển nghiên cứu sinh chuyên ngành vật lý của 
7 trường đại học nồi tiếng ở Mỹ (Đại học California ở Berkeley, Đại học 
Columbia, Đại học Chicago. Viện Công nghệ Massachusetts (MIT), Đại 
học Bang New York ở Bufalo, Đại học Princeton, Đại học Wiscosin). 
Trong sô này còn có các để thì trong chương trình CUSPA và các đề 
thì do nhà vật Ùÿ doạt giải Nobel người Mỹ góc, Trung Quốc C. C Tỉng 
(CCT) soạn đề tuyển chọn sinh viên Trung Quốc đi du học ở Hoa Kỳ. 
Những đề thì này được xuất bản kèm theo lời giải của hơn 70 nhà vật lý 
có wy tín của Trung Quốc và 20 nhà vật lý nồi tiếng kiêm tra, hiệu đỉnh. 
Tát cả các cuôn sách trên đã được tải bản, riêng cuốn Điện từ học đã 
được lái bản 6 lần. 


Điểm đáng lưu ý về bộ sách này là nó bao quát được mọi vấn đề 
của vật lý học, từ cổ điền đến hiện đại. Bên cạnh những bài tập đơn giản 
nhằm khắc sâu những khái niệm cơ bản của Vật lý học, không cẩn 
những công cụ toán học phức tạp cũng giải được, bộ sách còn có những 
bài tập khó và hay, đòi hỏi phải có kiến thức và tư duy vật lý sáu sắc với 
các phương pháp và kĩ thuật toản học phức tạp hơn mới giải được. Có 
thể nói đây là một tài liệu bỏ sung vó giả cho sách giáo khoa và giáo 
trình đại học ngành vật Lý, phục vụ mội phạm vi đổi tượng rát rộng, từ 
các giáo viên vật lý phô thông, giảng viên các trường đại học cho đến 
học sinh các lớp chuyên lý, sinh viên khoa vật lý và sinh viên các lớp tài 
năng của các trường đại học khoa học tự nhiên, đặc biệt là cho những di 
muốn du học ở MẸ. 


Nhà xuất bản Giáo dục Việt Nam trần trọng giới thiệu bộ sách tới 
đóc giả. 
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LỜI NÓI ĐẦU 


Làm bài tập là một việc tất yếu và quan trọng trong quá trình học 
Vật lý nhằm củng cố lý thuyết đã học và trau dẫi kĩ năng thực hành. Trong 
cuốn Cø học có 410 bài tập và lời giải: cơ học Newion (272 bài), cơ học 
giải tích (84 bài), thuyết tương đối hẹp (54 bài). Hầu hết các bài chọn 
đựa vào cuỗn sách này đều phù hợp với chương trình vật lý bậc đại học 
và sau đại học của chuyên ngành Cơ học. Ngoài ra, mội số kết quả nghiên 
cứu gần đây cũng được đưa vào cuốn sách này, nhằm giúp người học 
không chỉ nắm bắt lý thuyết cơ bản mà còn có thể vận dụng kiến thức cơ 
bản một cách sảng tạo vào việc học tập và nghiên cứu. 
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PHẦN I 


Cơ học Newton 


Cơ học Newtơon - 1 


1. ĐỘNG HỌC CHẤT ĐIỂM (1001-1108) 


1001 


Một người có trọng lượng u) đứng trên thang máy cũng có trọng lượng ø. 
Thang máy chạy lên với gia tốc ¿ và ở một thời điểm có vận tốc V. 


(a) Trọng lượng biểu kiên của người đó là bao nhiêu? 
(B) Người trèo bậc thang trên thang máy vận tốc tương đôi là ø so với 
thang máy. Hỏi tốc độ tiêu hao năng lượng (công suất)? 
(Wisconsn) 
Lời giải: 


(a) Trọng lượng biểu kiến của người là 


— : 
g LÍ 


ø là gia tốc trọng trường. 


(b) Tốc độ tiêu tốn năng lượng 


Púia = @ứ ụ + 5) (V+u). 


Mụ 
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Tìm điểm trên mặt đắt sao cho khi quan sát trạm quỹ đạo không gian luôn 

luôn ở trên đỉnh đầu? Mô tả quỹ đạo trạm quan sát hoàn hảo nhất có thể? 
(Wconsin) 
Lời giải: 

Người quan sát phải đứng ở xích đạo. Quỹ đạo trạm không gian là vòng 
tròn lớn trong mặt phẳng xích đạo có tâm ở tâm trái đất. Bản kính của quỹ 
đạo có thể tính được khi sử dụng chu kì quay là 24 giồ ! như sau: Cho bán 
kính quỹ đạo là R bán kính quả đắt là Rạ. : 


Ta có 
rau2 GÀNIm 


R— R ` 


'bỗi với tính toán chính xác hơn, ta phải lẫy chu kì quay là 23 giở 56 phút 4 giây. 
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ö đây o là tốc độ của trạm không gian, Œ là hằng số phổ biến, rn và A/ tương 
ứng là khôi lượng của trạm và trái đât, từ đó 


„_ GM 
nh 


Đ 


Vì 
= GÌ: 


ta CÓ 


Bỏi vậy 


- 2m 
Ù 
Bỏi vậy 
An?R° _ Hậu 
7m R 
và 
1 
22 3 
R= (52) = 4,2 x 10? km. 
Âm 
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Ở công viên có một trò chơi là một đĩa quay. Một em bé có thể ngồi lên nó 
ở một vị trí có bán kính nào đó (hình 1.1). Khi đĩa bắt đầu quay, em bé có thể 
ngã nêu không đủ lực ma sát. Em bẻ nặng 50 kg và hê số ma sát là 0,4. Tốc độ 
góc là 2 rađ/s. Tìm bản kính cực đại mà ở đó em bé có thể ngôi mà không bị 
nga? 

(Wisconstn) 

Lời giải: 

Điều kiện tới hạn em bé có thể ngã là 


m.RU? = tưng . 


Œơ học NewLon : - 3 


Vậy 
ụu U4x9.5 


SH = ¬ — 0.9m. 
“œ Vệ) 


/ LÊ 


Vì lực ly tâm tỉ lệ với bản kinh, nên đó là bản kính cực đại mà em bẻ không bị 
ngã. 


Hình 1.1 
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Trên một ròng rọc cỏ treo một vật ở một đâu năng 9 kg và ở đầu kia vật 

nặng 7 kẹp (hình 1.2). Xác định gia tốc và lực căng dây? 
(Wisconsin } 

Lời giải: 

Bỏ qua momen quản tính của ròng rọc, ta nhận được phương trình chuyển 
động 

TH) T — 119100 — 

và 


tua# = P` -1nạg. 
Lực căng dây và gia tộc lần lượt là 


2m1111L2 


K 
3 


77.2N 


THỊ | TILạ 


và 


(mì - ma) — 2q 
trị mạ — 1Ö 
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ũ 
L5 | 
£ 
mì tí 
+ ? 
mị9 
m2 Ụ 
Hinh 1.2 
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Một viên gach trượt với vận tóc ban đâu là 5 ft⁄s trên mặt phản nghiêng 
có góc nghiêng là 30° với phương nằm ngang. Hệ số ma sát (trượt hay tĩnh) là 
¡ = V3/12. Sau 0,5 s, hỏn gạch trượt được bao xa kể từ điểm ban đầu? Cho 
ý-: 32 fñ⁄sẺ, 

(Wtsconsun } 


Hình 1.3 


Lời giải: 
Chọn hệ tọa độ Decscartes như hình vẽ 1.3. Vĩ ¿ > 0, nên phương trình 
chuyển động của viên gạch là 


"T7 — =†ngsin ~ jựưng c0s, 


từ đỏ 
9Ø 


T = —fØ(sinØ + Jicos 8) — ` 


Ca học Newton - vn 3 


Thời gian chuyển động của viên gạch là 
TT ¬ = 5/(Bø/8) = 0.25 s 
và độ dịch chuyển của viên gạch là 


PHI h 
hạ — đọt -#=_ft. 
T1 #0]: só đi P 


Vị! >!¡, ? < 0 nên phương trình chuyển động trỏ thành 


mã -— - 1nrgsìn Ø + ưng cos 8 
hay 
*— g(smØ — cosØ) = _ : 
Độ dịch chuyển trong khoảng thời gian từ † = 0,25 s đến r¿ = 0,5 s là 
†? 1L 3g l 3 
. ẽ..ẽ. cố. 
ĐẾN 7D 00 1 0A.) 


Khoảng cách mà viên gạch địch chuyển so với điểm ban đầu tại ! = 0.5 s là 


San + Ax=5/8 — 3/8 - 0,25 ít. 
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Một người nặng 80 kg nhảy từ độ cao 1 m xuống dưới mặt đất mà quên 
gập dâu gồi. Thân người anh ta chỉ chậm dần từ khoảng cách 1 cm. Hãy tính 
lực tổng tác đụng lên chân anh ta trong quá trình chậm dẫn. 

(Wtsconsin) 

Lời giải: 

Người có cơ năng E) = mạ(h + s) ngay trước khi tiệp đất. Công anh ta 
sản ra khi chậm dân là E;— ƒs, ở đây ƒ là lực tổng tác dụng lên chân. Khi 
l1 :: F, ta có ` : 


ƒ- Tin +ng = Đm HÉC” + 80 }ø = 8080. 
8 0.01 
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Vật có khối lượng À/ trượt không ma sát trên đường trượt như hình 1.4. 
Phân đường trượt có bán kính cong là Ö. Vật bắt đầu trượt từ độ cao h. Tại 


6 Bài tập & lời giải Cơ học 
một độ cao nảo đó, vật bắt đầu trượt ra khỏi đường trượt (không tiếp xúc với 
đường trượt). Hãy chỉ ra, tại đầu trên đường trượt xảy ra hiện tượng đó và độ 
cao ñh ít nhất bằng bao nhiêu? 

(Wisconsin ) 


tĩnh 1.4 


Lời giải; 
Trước điểm uỗn của đường trượt 4, phản lực pháp tuyên tắc dụng lên vật 
X]à 
trurẺ 


DO " + rr# sin .. 


` ¬ £ + - VỆ, H 
© là vận tốc của vật. Sau điểm tôn 


Ñ 1 mi s6, 


trong đỏ si Ú đin hay /' = 30°. 


Vật rời khỏi đường trượt (không tiếp xúc với đường trượt) khi  < 0. Điều đó 
chỉ xảy ra ở phần thử hai của đường trượt khi vả chỉ khi 
„m tẽ > 3ù Ợ 
= 5 ;Hqm F 
h ga 
VI bảo toàn cơ năng 


1 
mụ|h  (N — HsinĐ)] - gia) 


Khi đó đòi hỏi 
h—- + Rsii0 > Tớ, 


k3 62 1p TT. ¬" .  . z 


hay 


RsiiØ0 
h1 =. 
h>ii ) 


Điểm sớm nhất mà vật rời khỏi đường trượt là tại điểm A ở đó 0 = 30°. Vì vậy 


độ cao h ít nhất phải là ?ƒ?, 
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Xét sự quay của một hành tỉnh nào đó. Vận tốc tại một điểm trên xích đạo 
của nó là V. Ảnh hưởng của sự quay làm cho ø ở xích đạo chỉ bằng 1⁄2 ø ở 
cực. Vậy vận tốc thoát khỏi hành tỉnh đối với một vật ở cực phải bằng bao 
nhiêu lẫn V? 

(Wisconsin} 


Lời giải: 
Đặt ø và ø' tương ứng là gia tốc trọng trường ở cực và ở xích đạo và xét vật 
có khỏi lượng z trên bề mặt hành tỉnh có khối lượng A/. Tại cực 


GAMIm 
Tng — _n—~ ` 
cho ta 
GM = gÑR”. 
Tại xích đạo, ta có 
mV* — ŒGÀ†m : 7ng — 1ng 
ti T= Tng = 1g ~ -—— = -~- 
R Rề Bị Si 0P, IÚP, PP svàU 


Vì vậy g = 2V3/R. 


Nêu ta xét thể năng trọng trường ở vô cùng tính từ bể mặt hành tỉnh thì 
vật thể sẽ có thê năng 


J GAMmn GÀfmn 
; dự =—= : 
số T h 
Lưu ý rằng dâu âm đứng trước trọng lực là tính đến sự hút của nó. Vật có năng 
lượng toàn phần ở cực là 


GÀ†m 


` = -mV? 
R 


8 ...__.. Bải tập & lời giải Cơ học 


Đôi với nó, để thoát khỏi hành tính năng lượng toàn phần của nó ít nhật phải 
bằng năng lượng cực tiểu của vật thể ở vô cùng, có nghĩa là băng 0. Vì vậy vận 
tốc thoát ø khỏi hành tỉnh phải sao cho 


Tên 3 GMm ` 

g. ñ 
hay 

2GM 
Đổ = —g - = 20N= 4Vf 
có nghĩa là 
+a>2V. 
1009 


Một vật nhỏ khôi lượng rr nằm ở rìa của một cải đĩa phẳng nằm ngang 
bản kinh #, hệ số ma sát tĩnh giữa vật và đĩa là ¿. Đĩa quay xung quanh trục 
của nỏ với vận tốc góc sao cho vật văng ra khỏi đĩa và rơi xuống đât từ độ cao 
b mét, Tìm quảng đường nằm ngang mà vật đi được khi bắt đầu văng ra khỏi 
đĩa cho tới điểm trước khí rơi xuống sản. 

(Wisconsim ) 
Lỡi giải: 

Iafc ra sát tĩnh cực đại giữa đĩa và vật là ƒ = ng. Khi vật nhỏ rời khỏi 
đĩa, vận tốc ngang ø được cho bỏi biểu thức 

rnu 


h 


¬: mg. 


Như vậy 
U= Vua : 
Thời gian cần để vật rơi từ độ cao h 


Vì vậy quang dường ngang mà vật đi được khi văng ra trước khi bắt đầu rơi 
xuống sàn l¿ bằng 


U = V32uRh : 


Cơ học Newton _ 
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Một hòn bị lãn xuống theo cầu thang theo cách là rơi từng bậc một ở cùng 
một vị trí Ở từng bậc và nẩy lên cùng một độ cao (hình 1.5). Chiểu cao của 
rừng bậc như nhau và cho biết hệ số hỏi phục là e. Hãy tim vận tốc ngang cần 
thiết và chiêu cao nấy lên (hệ sỐ hỏi phục được định nghĩa là e —= —t/ /,, Ö 
đây 0ø; và », tương ứng là vận tỐc đứng ngay trước và sau khi nấy). 

(WIsconsin ) 


Lời giải: 
Sử dụng vectơ đơn vị ì, j như chỉ ra ở hình 1.5 và vận tốc ngang của viên 
bi là +„. Vận tốc ngay trước và sau nẩy tương ứng là 


VỊ “= mì = ty} 


V.= thì 3 0/].- 


Khi các điểu kiện ở mỗi bước giữ như nhau thì „ụ, u; Và tạ là hằng số. Dịnh 
luật bảo toàn cơ năng 
ạ 


] 2 
smui = am. + mqại 


cho ta 


ư> . tƒ + 2q. 


Như đã định nghĩa c, ta có 


tự = —EUI š 
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như ỏ trên cho ta 
›__ 2gÌ 


ma. =- 
Thöi gian đòi hỏi cho mỗi bước nẩy là 


A— VỊ SN — Ủ 


ụ th 

từ đó BE 
ại gi iụtÌ =eœ 
tụ z —”—— — —— /=——. 
: tt (l~eÌw V21+e 
đó chính là vận tốc ngang cản thiết. Chiểu cao nẩy /7 được cho bởi biểu thức 
biên đổi cơ năng 

tu? 


= m"ìqH, 


Vì vậy, 


1011 
Giả thiết bể mất không ma sát và bỏ qua quản tính của con lăn và dây 
(hình 1.6). Hãy tìm lực ngang cần thiệt để ngăn Êản bắt ki chuyển động tương 
đãi nào của ;0¡, mạ và Ai. 
(Wisconstn ) 


Hình 1.6 


Lời giải: 

Lực ƒ¡, F và mự được chỉ ra ở hình 1.7. Gia tốc của mụ. mạ và A7 là như 
nhau khi chúng không chuyển động tương đổi với nhau. Phương trình chuyển 
động dọc theo trục r là 

(AI + mi † mạ)? = P`, 


mị _ h 
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Khi không có chuyển động tương đổi của ra; đọc theo trục 1 thì 
h = Tn+g. 
Kết hợp các phương trình lại với nhau, ta nhận được 


m= mạ(M + mị -+ rn2)q 


Hình 1.7 


1012 


Mặt trời cách tâm của ngân hà khoảng 25.000 năm ánh sáng và chuyển 
động gần như tròn với chu kì là 170.000.000 năm. Trái đất cách mặt trời 8 
phút ánh sáng. Từ các số liệu đó, hãy tìm khối lượng hâp dẫn gần đúng của 
ngân hà theo đøn vị khôi lượng mặt trời. Ta thừa nhận rằng trọng lực trên mặt 
trời có thể tính gần đúng bằng việc thừa nhận toàn bộ khôi lượng của ngân hà 
tập trung ở tâm của nó, 

(Wisconsin ) 


Lời giải: 


Chuyển đông của trái đất xung quanh mặt trời 


r là khoảng cách từ trái đắt dễn mặt trời, ø là vận tốc của trái đất, rn và rm, 
tương ứng là khôi lượng của trái đất và mặt trời. 
Chuyển động của mặt trời quanh tâm ngân hà là 
m;V? _ GmsM 


R 8t © 


2 8TÁL0 CƠ HỌC 
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` ki h ` * xà ^ ^ ` ` ^ H k = _- 
ñ là khoảng cách từ mặt trời đến tâm ngân hà, V là vận tốc của mặt trời và 
Ä⁄ là khôi lượng của ngân hà. 


Vậy 
2 712 
N . =š(v) TT. 


G HNG, 


Sử dụng biểu thức V = 2zR/T, ø = 2mr/i, T và † tương ứng là chu kì quay 
của mặt trời và trái đất, ta có 


RS#/t\? 
Với các số liệu đã cho ta nhận được 


AM = 1,53 x10! m,, 


1013 
Một vận động viên Olempic, khối lượng rn, nhảy cầu từ độ cao 10 m với 
vận tốc ban đầu bằng không. 


(a) Tính vận tốc Vạ khi chạm vào mặt nước và thời gian từ lúc nhảy đến 
khi chạm mặt nước. 

Giả thiết rằng lực nổi của nước cân bằng với trọng lực tác dụng lên người 
nhảy và lực nhót tác dụng lên người nhảy là buẺ. 

(b) Xác lập phương trình chuyển động thẳng dứng trong nước của người 
nhảy. Tìm vận tốc V như là hàm của độ sâu z dưới nước và đặt điểu kiện biên 
là V = tp Ö+= 0. 

(c) Nêu b/zz = 0.4 m—1, tính độ sâu ở đó V = Vọ/10. 

(d) Tìm độ sâu (chiều thẳng đứng) z(¿) của người nhảy ở dưới nước theo 
thời gian ở dưới nước. 

(Wisconsin } 
Lời giải: 
(a) 


Vọ = v/2gh = v2 x 9,8 x 10= 14 m/s. 
Thời gian từ lúc nhảy đến khi chạm mặt nước là 


Vọ 14 
=—=_>~.=Ìl,43s. 
P 98 ,43s 
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(b) Khi trọng lượng của người nhảy cân bằng với lực nổi thì phương trrình 
chuyển động của người nhảy trong nước là 


mà = —b#” 
hay, sử dụng ï — ?d#/dz, 

đ+ b 

¬—. 

1 Tn 


Tích phần, với # = Wọ tại z = 0, ta nhận được 
b 


VE=z=Vne =*Ẻ 


(e) Khi W = Vạ/10, thì 


In 10 


1 = Đ.,/Ô0Tn. 


x— M10 


(d) Khi da/# — Vậc HH, 
b 
£ m ty} nên Vạdt : 


Tích phân, với z = 0 tại / = 0, ta nhận được 


hay 


1014 


Sức cán của không khí và ma sát tác dụng lên người đi xe đạp một lực 
F ~ aV, V là vận tốc của người và ø = 4 niutơn-s/m. Với cô gắng cực đại, 
người đi xe đạp có thể sản ra một công là 600 W. Hãy tính tốc độ cực đại trên 
mặt đât không có gió. 

(Wisconsin ) 

Lời giải: : 

Khi đạt được tốc độ cực đại, lực đạp cân bằng với sức cản. Cho Ƒ là lực 
đạp, khi đó 

t=aV và #V =600W. 


14, Bài tập & lời giải Cơ học 


Khử Ƒ, ta có 
v= — - 150m?/s? 


và tốc độ cực đại trên mặt đất không gió là 


u = v50 — 12,2m/s. 
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Một con lắc cỏ khối lượng rn: và chiều dài ¡ chuyển động từ trạng thái nghỉ 
nằm ngang. Một cái định được đóng ở vị trí phía dưới chốt một khoảng cách 
đ, làm cho quả nặng z chuyển động theo đường đứt nét. Hãy tìm khoảng 
cách d theo / sao cho quả nặng sẽ chuyển động một vòng tròn như chỉ ra trên 
hình 1.8. 

(Wiscorisin ) 


Hình 1.8 
Lỡời giải: 

Xem quả nặng m như một chất điểm. Ở thời điểm con lắc chạm vướng vảo 
đỉnh, m cỏ vận tộc u — v/2øÏ. Xung lượng góc của quả năng ứng với điểm ở 
đó có đình được bảo toàn trong suốt quá trình va chạm. Sau đó vận tốc quả 
nặng vẫn là œ ở khoảng cách sau khi va chạm và chuyển động của quả nặng là 
xung quanh đinh. Dưới những điều kiện tới hạn, quả năng phải chuyển động 
một vòng hoàn chỉnh quanh đinh, trọng lực bằng lực hướng tâm khi quả nặng 
ö trên đỉnh vòng tròn. Gọi vận tốc của quả nặng ở khoảng cách đó là z¡, ta có 


MS) —Tn 
ï=N 
hay 


tƒ =(L- đìg. 
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Phương trình năng lượng se là 


tu m1? 


2 1. + 2mgi[l — đ), 
hay 
2ø! = (1 — dịg + 4(I — đìg 
Khoảng cách cực tiểu là 
äí 
d=—. 


hộ 


1016 

Quả nặng khôi lượng + chuyển động tròn trên mặt phẳng "mềm" nằm 
ngang với vận tốc »ọ với bản kính #¿. Quả nặng được gắn với một đoạn dây 
luồn qua một lỗ "nhăn" trong mặt phẳng như được chỉ ra ở hình 1.9 ("nhẫn" 
có nghĩa là không ma sắt). 

(a) Tìm lực căng dãy? 

(b) Tìm xung lượng póc của mm? 

(c) Tìm đông năng của r2? 

(d) Lực cãng, dây răng đều và cuối cùng quả nặng :n chuyển động theo 
vòng tròn bản kinh 2 '2. Tìm giá trị cuôi cùng của động năng? 

(e) Giải thích một điều quan trọng là tại sao dây bị kéo từ từ? 

(Wisconsin ) 


Hình 1.9 


Lời giải: 


(a) Lực căng đây phải đảm bảo lực hướng tâm đủ lớn để có chuyển động 
tròn, vì vậy #' = muá / hụ. 
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(b) Xung lượng góc của quả nặng rr là ,J = rnòạ lị, 

(c) Động năng của n là 7'— mu /2. 

(d) Bán kính chuyển động tròn của quả nặng rn giảm khi lực căng dây 
giảm đản. Xung lượng góc của quả năng r bảo toàn vì nó chuyển động dưới 
tác dụng của lực hướng tâm. Như vậy 


mùun lạ = mu (') : 


tì = 2uụ ‹ 


hay 


^ - $2 ` 
Đồng năng cuôi cùng là 


mu ề mm(2oo)? — 


2 P 2mmu . 


(e) Lý do làm cho đây bị kéo dần dẫn là vận tốc hướng tâm của quá nặng 
cần phải giữ đủ nhỏ sao cho vận tốc của quả nặng được xem như vận tốc tiếp 
tuyên, Vận tốc tiếp tuyên như là hàm của # có thể tính toán được từ sự bảo 
toàn xung lượng góc. 
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Một ô tô 5000 ]b đang chạy ở 60 mph (đặm/giờ) trên đường thì đột nhiên 
cân só được đưa vẻ sô 0 (xe chạy theo quán tính). Tốc độ giảm theo biểu thức 


sau 
60 


_ 1+(äj) 
là thời gian tính bằng giãy. Hãy tìm công suất cần để lái xe chạy ở 30 mph 
trên cùng dường đö. 

Sử dụng các hằng số g - 22 mph⁄s, 1 H.P (sức ngựa) — 550 f.]b/s, 60 mph = 
88 fựs. 


(Wisconsin ) 
Lời giải: 
Cho Vọ = 60 mph, khi đó 
... 
60 V 
Vì thể 
dV_ -V? 


Cø học Newton LỆ 
và lực cản tác dụng lên xe là ' = r+zV?/(60Vp), rn là khối lượng xe, Lực dẩy 
phải bằng lực cản #” ở tốc độ V“ _ 30 mph để giữ tốc độ trên cùng con đường. 
Công suất cần thiết lả 


ự# mph”.Ib 
P.=F'V'T= Do =397500 
: 60Vq S 
2 
§ ví 
- 37500 mph”.]b wt s 37500 mphilbvt 
q 5 #W 
_ 37500 88 ft.lh wt 
_ñjg B0 s 
ft] 
~ 9500 na =4.5H.P 


Lưu ý pao trọng lượng (]b wt) là đơn vị lực và 1 Ib wt = ø ft.Ib/s?. Công suất 
tỉnh bằng sức ngựa được xác định bằng 550 ft.lb wt/s. 
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Một em bé có khối lượng rr ngồi trong cái xích đu khôi lượng bỏ qua được 
treo bằng một sợi dây chiều dài !. Giả thiết kích thước em bé bỏ qua so với 
chiều đài !, Bồ em bé kéo em bé đến khi sợi dây tạo với phương thẳng đứng 
một góc 1 rađian. Sau đó đẩy với lực  = mg đọc theo cung tròn cho tới khi 
sơi dây thẳng đứng và ngừng đu. Xác định thời gian mà bố em bẻ đã đẩy cải 
đu? Giả thiết có thể viết gần đúng sin 0  Ø với 8 < 1. 

(Wisconsin } 


Hinh 1.10 
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Lời giải: 
Theo hình 1.10, phương trình chuyển động của em bẻ là 
mÌÖ = —rngq — mng sin 8, 


hay 
ổ + (1)sin0 = “ (0 >0). 


Với ? = g/l, sin 8 ~ Ø, biểu thức trên trỏ thành 
9+ 20 = —u?. 


Nghiệm của phương trình là 9 = A cos(¿) + 8 sin(w£) — 1, ở đây hằng số A và 
B được tìm từ điểu kiện ban đầu đ = 1, ổ = 0 ở ¿ = 0 là A = 2,  = 0. Vì vậy 


0 = 2cos(t) — 1. 


Khi 0 = 0, : 

cos(ofi) = 2 › 
cho 

ðh =—¿ 

3 
nghĩa là 
đi TRE se T00 
œ 3 3Ụp 


Đó là quãng thời gian mà bộ em bé dẩy cái đu. 
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Một hạt khối lượng m chịu hai lực: lực hướng tâm ít và lực ma sắt f¿, với 


Y 
II TS 
1 -/ữ), 
fạ = —Àv (A»0), 
ở đây v là vận tốc hạt. Nếu ban đầu hạt có xung lượng góc Jọ ở r = 0, hãy tìm 


xung lượng góc theo thời gian. 
(Wisconsm } 
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Lời giải: 
Viết ra phương trình chuyển động của hạt theo toạ độ cực 
m(† - r8?) = Ƒ(r) ~ À†, 
mm(2?Ô + r8) = —ÀrỔ, 


hay 
>nr>2Ö : 
1 đựnr Ô) _ _ uố, 
" di 
Đặt J = mr?6, ta viết biểu thức cuỗi cùng như sau 
dJ — —ÀJ 
dị — rn 


Tích phân và sử dụng xung lượng góc ban đầu Jo, ta nhận được 


J.= đạc t š 
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(a) Một vật thể cầu quay với vận tốc góc „. Nêu lực ngăn cản sự rã văng ly 
tâm của vật thể là trọng lực thì mật độ cực tiểu vật thể phải bằng bao nhiêu? 
Sử dụng số liệu đó đánh giá mật độ của punxa Con Cua, nó quay 30 lần trong 
một giây (đó là tàn dư của sao siêu mới năm 1054 sau công nguyên, nó đã 
được quan sát rất kĩ ở Trung Quốc!) 


(b) Nếu khối lượng của punxa cổ khôi lượng 1 mặt trời (¬- 2 x 1030 kg hay 
~ 3x 102M ra aạ, ), hãy tỉnh bán kính cực đại của punxa. 

(c) Thực tế mật độ gần với mật độ vật chất hạt nhân. Vậy bán kính punxa 
là bao nhiêu? 

(GCUSPEA ) 
Lời giải: 

(a) Xét trường hợp giới hạn punxa Con Cua gần phân rã. Khi đó lực hướng 
tâm tác dụng lên vật thử năm ỏ xích đạo của punxa Con Cua nhỏ hơn trọng 
lực 

2 
THUẾ — ›_ GmÄAƒ 
Si ST SP Sại đợc 


} 


hay 
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rm và Mí lần lượt là khói lượng vật thử và của punxa Con Cua, ?‡ là bán kính 
puna, u ơ là tốc độ vật thử, Œ là hằng số hấp dẫn. Từ đó ta tính được mật độ 
cực tiểu của punxa là 


Mĩ 3/2 - 3(2z x 30)2 
‡na — 4m 4z#x6,7x 10-1 


~ 1,3 x 10! kg/mỶ. 


0= 


(b) Vì z5» Ð min: 


1 lộ 1 
3M \* 6 x 1099 3 š 
< = =I =1 . 
R< (CeTaxiøz) ,ỗ x 10” m = 150 km 


(c) Mật độ hạt nhân được cho bởi biểu thức sau 
h Tp 
hân ®! — 17a › 
TH VÊNC đao LỔ 


my là khỏi lượng proton và gần đúng bằng khối lượng rmụạ của nguyên tử 
hyởdro, nó được tính như sau 


2x103 
2 x 6,02 x 103 


nọ 2 TnH = =1,7x 10” kg. 
Với 
Ra ~ 1,5 x 10m 


ta nhận được 
hạt nhân 2 Ì,2 X 101 kg/m „ 


2= Phạt nhân, Dunxa sẽ có bán kính là 


8 6x1030 Xã : 
“(trx 2x0) TỊ HUPNHỆC 


1021 


Hai vòng không trọng lượng trượt trên một dây tròn, nhẵn, trơn mà trục 
nằm trong mặt phẳng nằm ngang. Một đây trơn xö qua các vòng và mang các 
vật nặng ở hai đầu và ở điểm giữa các vòng. Nếu có cân bằng khi các vòng ở 
điểm 30° cách điểm cao nhật của đường tròn như được chỉ ra ở hình 1.11, hãy 
tìm quan hệ giữa ba trọng vật đó. 
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Hình 1.11 


(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 

Giả thiết dây không trọng lượng. Khi không có ma sát, lực cãng 7` tác dụng 
lên các phẳẩn dây 1C và 4F của dây là như nhau. Để vòng 4 nằm yên trong 
vòng nhắn, hợp lực tác dụng lên nó phải đọc theo 4Ó, Ó là tâm của vòng kín, 
mặt khác sẽ có thành phản tiếp tuyển với vòng. Vì thế 


⁄OAE — ZOAC = ⁄ZAOE = 30". 


Với phần #/2 và /zE cũng lý luận như thể. Do đổi xứng, điểm £, ở đó dây 
mang trọng vật thứ ba phải nằm trên bản kính O, / là điểm cao nhât của 
vòng, và lực tác dụng lên phần #/2 và BE cũng là 7. 

Xét điểm ¿;, Một trong ba lực tác dụng lên nỏ, ở trạng thái cân bằng, tạo 
góc 120” với hực bên cạnh. Vì hai lực có giả trị là 7, lực thứ ba cũng là 7', Vì 
vậy ba trọng vật mà dây mang là bằng nhau. 
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Hãy tính tỉ số mật độ của trái đất và mặt trời từ các sô liệu gần đúng sau: 
8 = đường kính góc của mặt trời khi quan sắt từ trái đất = h 
I = chiều dài của vĩ độ 1° trên bẻ mặt trải đất = 100 km. 
t = một năm = 3 x 107 s 
g= l0ms Ÿ. 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 


Dặt r là khoảng cách giữa mặt trời và trải đất, Aí„ và M, lần lượt là khối 
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lượng và ï và R¿ là bán kính của trải đất và mặt trời, Œ là hằng số hắp dẫn. 
Khi đó ta có 


S26 tê " = Meru? , 
r2 
2h. 1 2z T 
PS 2560 560 LAd , 
có nghĩa là 
— T20R, 
=—: 
Từ trên ta có 
GM, _ ¿ 
(720R,/x)3  ˆ ` 


hay 


GM, _ (720\`/_ 2m ) 
R— \ 3x107/ ˆ 


Với trọng vật m trên mặt đất 


GmM, - 
TR” ?ng, 
cho ta 
GŒM, _ g _ 9 _ — T 
hệ ". (19) 18x 109 ` 
Vi thể 


Đe gm 720\ 3/_ 2m Lˆ. 
Ø0“ 18x108Á z 3 x 107 BH... 
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Một người nhảy đù từ độ cao 3000 m. Trước khi mở đù tốc độ đạt 30 m/s. 

(a) Giả thiết lực cản của không khí tỉ lệ với tốc độ, hỏi bao lâu thì người 
đó đạt được tốc độ đó? 

(b) Quãng đường trên không là bao nhiêu để đạt được tốc độ đó? 
Sau khi mở dù, tốc độ của người đỏ giảm đến 3 m/s. Khi chạm đất người đó 
cong dâu gỗi để giảm sóc. 

(c) Mắt bao nhiêu thời gian để người đó có thể gập đầu gỗi lại nhằm làm 
giảm gia tốc xuống còn 10g? Giả thiết rằng đầu gối người đó giỗng như một 
lò xo với lực kháng tỉ lệ với độ dịch chuyển. 
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(đ) Giả thiết trở lực của không khí tỉ lệ với tốc độ có lý hay không? Chứng 
minh rằng điều đó có hay không trong trường hợp sử dụng các chứng cứ định 
tính? 

(UC, Berkeley } 
Lời giải: 

(a) Chọn hướng nhảy xuống là hướng dương theo trực z. Tích phân 

phương trình vi phân của chuyển động 


đu 
nr —g— dU, 
ỏ đây œ là hằng số, ta nhận được 
u=2(1—erh 


`. 32+ ` " * À Z. Nà . . , h H . 
Lời giải này chỉ ra rằng u gần với giá trị cực đại của nó, số hạng ø/œ, khi 
‡ — °%o. 


(b) Tích phân biểu thức trên ta có 


Như vậy z — œ khi £ ¬ œ. Điều đó có nghĩa rằng khí người nhảy dù đạt đến 
tốc độ giới hạn thì người đó đã vượt qua một khoảng cách vô hạn. 
(e) Khi tốc độ chỉ là 3 m/⁄s, thì ta có thể bỏ qua trở lực của không khí sau 
khi người đó tiếp đất với tốc độ này. Biến đổi cơ năng cho ta biểu thức sau 
k£2 mu? 
E20 4-2 ác sả. 


ở đây £ là khoảng cách của đầu gôi gập xuông và ø là tốc độ khí tiếp đất, xem 
đầu gôi như một lò xo có hằng số &. Lẫy gia tốc là —10ø như là cực đại cho 
phép, ta có 
rng — kỹ = —10mg. 
nghĩa là 
£ —11mg/k. 
Phương trình năng lượng khi đó có thể viết 
Dã 3 


¬.=. sẽ... 
SN TT TNNN Đụ lôi 
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(d) Ta thây rằng nếu trỏ lực không khí tỉ lệ với vận tốc thì thời gian đạt 
đến giá trị vận tộc tới hạn là oc và khoảng cách dịch chuyển được cũng là oo. 
Tuy nhiên, khoảng cách đã vượt qua thực tê không quả 3000 m và thời gian 
rơi là có hạn trước khi người nháy dù đạt đến tốc độ 30 m/s. Vì thê, việc thừa 
nhận trở lực không khí tỉ lệ với vận tốc là không có lý. 
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Một vệ tỉnh trên quỹ đạo tính ở một điểm phía trên xích đạo phải truyền 
nãng lượng về trạm mặt đất bằng chùm vì sóng kết hợp có bước sóng mét từ 
một cái gương 1 km. 

(a) Quỹ đạo tĩnh như thê phải ở độ cao bao nhiêu? 

(b) Thử đánh giá kích thước cần thiết của trạm tiệp nhận ỏ mặt đất? 

(Columbia } 

Lời giải: 

(a) Vận tốc góc ¡ của vệ tỉnh đồng bộ là bằng vận tốc góc tự quay của trái 
đât và cho bởi công thức 

ŒAĩm 


rn(T + hìu? Tí : (Ranh 


Từ đó độ cao của quỹ đạo tnh là 


1 
h= (S} - R—=3.59 x 10' km, 


œ 


trong đó Œ = 6,67x10~!! Nm®kg”È, A7 = 5,98x 10?! kg, R = 6,37x 10! km. 


(b) Vì có hiện tượng nhiễu xạ nên kích thước tuyến tính của trạm tiếp nhận 
là khoảng 


ÀAh ° x 10! 
=]1x Š 


= 4 
DĐ 1 ) 3.59 x 10 m 
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Một mặt phẳng nghiêng khối lượng A7 nằm trên mặt sàn nhám có hệ số 
ma sát tĩnh /:. Một vật khôi lượng mị được treo bởi một sợi dây vắt qua một 
ròng rọc nhẫn ở đầu phía trên mặt phẳng nghiêng và nói với vật khối lượng 
mn; trên mặt phẳng nghiêng, nó có thể trượt không ma sát trên mặt phẳng 
HỆ ïGHế: Mặt phẳng nghiêng tạo với mặt nằm ngang một góc 8. 
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(a) Tìm gia tốc của zm¡, m¿ và lực căng dây khi : rất lớn. 
(b) Tìm hệ sô ma sát nhỏ nhất để mặt phẳng nghiêng còn đứng yên. 
(Columhia } 


Lời giải: 
(a) Khi „ đủ lớn mặt phẳng nghiêng còn đứng yên. Phương trinh chuyển 
động của rnị và +¡¿ là (xem hình 1.12) 
1nịg@T— T = miịtt. 


T —rnagsinff — mạa. 


Ñ mật phẳng nhẫn 
Z 


mật sản nhaim 


Hình 1.12 Hình 1.13 
Ta có 
— (im — rmasm0)g 
g Trị + mạ ' 
Trry7m2(1 + sin )g 
†r T. TH l 


T= 


(b) Mặt phẳng nghiêng chịu lực thăng đứng và nằm ngang (xem hình 1.13) 
vỗi 
ƒ_— Tcos8— NininU. 
M= NicosØ + Äfg@ + T1 +sin0), 
ẨM — mạng cost). 
Để mắt phẳng nghiêng đứng yên, ta phải cỏ 
ƒ<uN. 


Hệ số ma sát nhỏ nhất để mặt phẳng nghiêng còn đứng yên lả 
Hhnnn — N 


ˆ mạ cosØ{rrị - na sin 8) 
Af(rmi + mạ) + trịtna(1 + sim 8)2 + (mị + na )1ma cos2 0 ` 
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Mật hạt khỗi lượng ;z được chuyển động trên bể mặt bên trong không ma 
sát của một cải nón có bản góc +, như hình 1.14. 
(a) Hãy tìm những rằng buộc trên các điều kiện ban đầu sao cho hạt 
chuyển động vòng tròn xung quanh trục thẳng đứng. 
(b) Hãy xác định quỹ đạo nào là bền vững? 
(Princeton } 


| 9 m 
8/ 
rị 
I mg 
! 
9 ` 0 
Hình 1.14 Hình 1,15 
Lời giải: 


(a) Trong toạ độ cầu (r,Ø, ø), phương trình chuyển động của hạt là 


m(† — rõ? - rẻ?sin?8) = F„, (1) 
. m(rf + 9? — r¿?sinØ cos0) = Fạ. 
m{rjösin Ø + 22 sìn 8 + 2rÖ¿ cos 0) — Fbt 


Khi hạt bắt buộc phải chuyển động trên mặt trong của nón, 
 = constant = œ. 
Khi2_ 0,7} — my cos it, và phương trình (1) trở thành 
trí — lộ? sìn? œ) = —mg cos œ , (2) 


ở đây ! là khoảng cách từ chóp nón Ø (xem hình 1.15). Để chuyển động tròn 
xung quanh trục thẳng đứng ¡ = Ï = Ú. Với ¡ = lạ, phương trình (2) trở thành 


lạ ° sin? œ = gc0sœ. (3) 
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Về phải của phương trình (3) là hằng số do đó ¿ — constant = ¿ụ. Hạt có vân 
tốc øọ tiếp tuyên với quỹ dạo được cho bởi uạ = loẻo sina. Phương trình (3) 
khi đó là 


LUậ — ga C05 Œ, 
đỏ là điều kiện ban đầu øọ và ía cần phải thoả mãn. 
(b) Giá thiết có nhiễu loạn nhỏ tác đung lên hạt, chẳng hạn !ạ trỏ thành 
tạ +, ấu trở thành ¿u + A2. Phương trình (2) bây giờ là 
2/1 h 
đ“Íla ti — R "`. 
¬.— ~ (lạ ~ Àl)(zo +† Aœ]“sin” œ — —gco0sa, 
hay 
Af — 3u buA2 giá — Al¿2 sin°œ — lay? sin” œ q COS ft, 
ä đây AI là viết tất đôi với d2(AI)/d/2, bỏ qua số hạng bậc cao hơn bậc một 
của đại lượng Âí và A.›. Khi về phải của biểu thức này bỏ qua khi tính phương 
trình (3) ta có 
AI - 2la2sôzsit “œ — Alj2sinŸ°n =0. (4) 
Không có lực tiếp tuyên với quỹ đạo tác dụng lên hạt, do đỏ không có momen 
xoän theo trục thăng đứng vả xung lượng góc của hạt xung quanh trục là hãng 
số 
mlasinav = mÍ°àsin°œ — €onstant — &, 
hay 


lG S=, (5) 


ĐI SỈ tế 


Khi thay ! = lạ + AI, v3 = dụ + A2 vào phương trình (5) và bỏ qua số hạng 
bậc hai hay cao hơn, ta có 


luA# + 2Abäu = U. (6) 
Khử A - khỏi các phương trình (4) và (6), ta nhận dược 
AI 1 132sinÖ)ÁAt=0. 7 


Khi thừa số trong ngoặc là thực và dương thì đó là phương trình của "đao động 
tử điều hòa đơn giản" và vi vậy quỹ đạo là bến. 
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Ba chât điểm có khối lượng mị,rm¿ và m+ tương tác với nhau thông qua 
trọng lực. 


*3BT4LG OØHỌC 


28 - .. _ Bải tập & lời giải Cu học 


` 


(a) Hãy việt phương trình chuyển động. 

(b) Hệ có thể quay trong mặt phẳng của nó với các khoảng cách bằng nhau 
và không đôi của các cặp khôi lượng. Hãy xác định tàn số góc của chuyển động 
quay khi các chất điểm cách xa nhau một khoảng cách là d. 

(e} Với m; > 1y và m;¿ 3> mị, hãy xác định điều kiện bên của chuyển 
động của m; xung quanh vị trí dừng. Chỉ xét chuyên động trong mặt phẳng 
quy đạo, 

(MIT ) 
Lời giải: 

Lẫy tâm khỏi của hệ là Œ làm góc toạ độ và đặt các vectơ vị trí của 

ìị, Tra, ra tương ứng là rị rạ,rạ như chỉ ra ở hình 1.16. Ghỉ nhận: 


Tị¡) =T¡ — Fÿ J3 = 12g) 


Hình 1.16 


(a) Chuyển động của hạt thứ ¡ được cho bởi 


~ Gmum; 
my =TƑ rŠ “nụ, 
T#t 1 
hay 
*` Gm 
h=—3) Tô ta L2/4). () 
U- 


Chú ý rằng dầu âm chỉ ra lực là lực hút. 
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(b) Với điều kiện đã cho r,; = d, biểu thức (1) được viết lại như sau 


: GsÖ^ 
F.= m 3 mj() —T;) 


J”“ 
[a3 3 
G 
— đã — 3 mự; + 3 mự, 
| Jt JZt 
G 
= | » P-Y) — THỊT, + 3> 
L7” 
G â 3 
= Ea —ri¡ Ð m;+ ` mịr, 
2=l 7=] 
GM 
_x~. 


ở đây ÄMf — mạ + my + mạ. Chú ý rằng việc chọn khôi tâm như là gốc tọa độ 
làm cho 3ˆzn,r; bị khử bỏ. Như vậy lực tác dụng lên các chất điểm hướng về 
tầm khối của hệ và là lực điều hòa. Với ¿ là hằng số, hệ 2y quanh Œ với tần 
số góc 
GM 
d3 

(€) VỚI mạ << mị Và mạ << rny, phương trình chuyển động của 7nị Và rm¿ 

có thể được viết như sau 


_ (mì + rna) 
T¡=———>—- : 


PO 
G 
`... N 
TỊa 


Với khoảng cách giữa rmạ và zn; không đổi, hệ quy quanh khối tâm với tắn số 
góc không đổi 
G(mị + Tn2) 
=“=.=“ 

Tĩ2 
Sử dụng hệ toạ độ quay với gốc là khối tâm của hệ và tần số góc là „ và đặt 
các đại lượng ?.? quy chiêu về hệ tọa độ quay đó. Xét chuyển động của hạt 
ma trong hệ phòng thí nghiệm, ta có 

5 3 Gmzzn\ Gmam : 
TẠ(T3 — ra) NT. E317 sạc T32. 2m>aœ Xa, 
Tân Ta2 
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hay 
' Gmà Gma 3 : : 
Tạ = TYäI “— T42 † 0 Ta — 2(0 X3. 
1. a2 


Nêu mạ tĩnh thì, ra - ra = 0 và biểu thức trên thành 


ŒGmy 


Œm 

=.ưi=*ạ)#* =5 ?(ra Tạ) tú ra =0, 
Trì rễ, 
31 32 


VỚI rmì, rạ 3S» na, 3” mjr;j = () cho ta mnyyi 32 —rnar› và biểu thức trên thành 


Thị Tn2 xi THỊ TnỊ : 
-g (St + 52) m +6 (mà Tị +6 rã =0, 
Ta- r T 
E1 33 M1 32 


Quan hệ này chỉ ra rằng rạ song song. với rị và như vậy vị trí tĩnh của ru năm 
trên đường nỗi zmị và rnạ. Tại vị trí này, lực hút của zn; và mm; cân bằng. 


Bây giồ ta xét sự dịch chuyển nhỏ đặt vào rnạ tại vị trí tĩnh này. Nếu sự 
dịch chuyển đọc theo đường nội mạ và znạ, ta nói nó hướng về rn\, thì sự hút 
bỏi mà được tăng cường và sự hút bởi znạ bị giảm đi. Khi đó mạ sẽ liên tục 
chuyển tới :n\ và sự cân bằng bị phá võ. Mặt khác, niêu sự dịch chuyển vuông 
góc với đường nỗi rmị và rnạ, cả hai lực hút bởi rmị và mạ sẽ có thành phần 
hướng tới vị trí tĩnh và sẽ giữ cho znạ trở về vị trí này. Như vậy hệ cân bằng. Vì 
vậy sự cân bằng là bên vững trước nhiễu loạn ngang nhưng không bản trước 
nhiễu loạn đọc. 
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Một quả cầu nhãn nằm trên mặt phẳng ngang. Một chất điểm trượt không 
ma sát từ trên quả cầu xuống bắt đầu từ đỉnh, Đặt Ƒ là bán kính cầu. Hãy mô 
tả quãng đường nó trượt tối mặt phẳng ngang (hình 1.17). 

(Chicago } 


Hình 1.17 
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Lời giải: 
Như chỉ ra trên hình 1.17 định luật bảo toàn năng lượng cho 


địA 3.2 
am = mpgR(1 ~ cos8}. 


Lực xuyên tâm tác dụng lên hạt khi trượt trên quá cầu là 


2 

Tu 

t*t= 0s — ——. 
Trig COS R 


Khi # = 0, hạt không còn tiếp xúc với quả cầu nữa và hạt rời khỏi quả cầu. 
Tại thời điểm dó ta có 


= gCOs8, 


mỊị 


ø? = 2gR(1 — cos8), 


và cho ta 
2 le) 
CoSỐỞ = 2, hay 8 = 48,22, 
2 
U = \ƒ Khê : 
3 
Hạt rời khỏi quả cầu với vận tốc  = v/2gH/3 tại góc 8 = 48, 2°. Sau khi rời 


quả câu, hạt rơi xuông theo quỹ đạo parabon cho tới khi chạm mặt phẳng nằm 
ngang. 
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Điện tích điểm trong trường đơn cực từ. 
Phương trình chuyển động của điện tích điểm.e, khối lượng m, trong 
trường đơn cực cường độ ø tại gốc là 
FXxr 
= 


TỶ = —@6 


Đơn cực có thể xem như năng vô cùng. 
(a) Chứng minh rằng động nắng 7 = ;n†2/2 là hằng số của chuyển động. 


(b) Chứng minh rằng J = L + cør/r cũng là hằng sô của chuyển động, ở 
đầy L — rnr x f. 
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(c) Sử dụng phân (b) để chứng minh rằng điện tích điểm chuyển động 
trên bề mặt hình nón tròn thẳng góc mở £ cho bởi 


COS É = ¡ : 


với J như là trục đôi xứng (xem hình 1.18) [Gợi ý: Xét r - J.] 


Hình 1.18 


Định nghĩa biến số mới R bởi 


1 „ + 1 
Jx(rxJ)= 


— gin£ si € 


lr - J(r-3)], 


ở đây J = J/|J|. R nằm trong mặt vuông góc với J, nhưng với |R| = # = |r| 
để R có thể nhận được bằng cách quay r như chỉ ra trên hình vẽ. Ta có thể sử 
dụng biểu thức rwR, x R = J. 

(d) Tìm phương trình chuyển động của R. 

(e) Giải phương trình chuyển động phần (d) bằng cách tìm thế hiệu dụng 
Wew(P), và mô tả tật cả khả nãng chuyển động có thể của R. 


(MIT) 
Lời giải: 
dT đ (1 .. T 

@) Tr “an (m2) ¬ '...ố (=>) =0. 

Vì thể 7 là hằng số của chuyển động l 
„ở ._ €T 
(b) J=ộ (mxe+ TẾ") 
= mừ xÊ + mỸ x‡+ TẾ” + ( AE : 
+ ” D 


=mrxƑƒf+ — CHẾ Vh) : ù 
T 


rTx(rxr rx(rxr 
Œxr) „ux xế) 


= -ge 
9 m = 
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Vì thế J là hằng số của chuyển động. Lưu ý rằng ở trên ta đã sử dụng 


tx(Frxr)=f(r.r)-rí{r-†). 
(c) Đặt £ là góc giữa r và .J và xét 
r+J =rl|dJ|cos€ = r- (mxt+^“) = cạt , 


Khi 
M-j 
COSỀ = rz~ — CONStAIL, 
lở| 
điện tích điểm chuyển động trên mặt phẳng hình nón tròn thẳng góc mỏ £. 


(4) Khi J và £ là hằng sô của chuyển động, ta có, khi sử đụng 


b T % rxF 
TXxF=_—, L=J-«g-. †nỲ = —g€—— ;y 
mm T T 
s Ty + ^ 
mĩằ= ——JIx(ïxởð 
gìn £ ) 


Đó là phương trình chuyển động của R. 


(e) Đặt ø là góc giữa R và trực cô định trong mặt phẳng của R và r x J. 
Phương trình trên có thể được viết như sau 


2-2 
R—- Re) =- 1 
m(TÈ= Rè ) ¬_ Œ@) 
m{(hộ + 2¿ñR) = 0, @) 


Phương trình (2) có thể viết như sau 


; d 
m(R?ð +2RRộ¿) = a(m1)2) =0. 
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Vì thể 
mR?¿ — constant. 


RxR= ñịa x (Rìn t Rội,) 
= RQia xu. 
mR?¿ = lnR x RỊ = J 


Phương trình (1) khi đó có thể được viết như sau 


_ c2g? J2? đ+ 
_ Giới Uy VY 3 
ĐI mi ` m3 dR « () @) 
với 
K .., 
v4 (8) = an maip (tt z) 
"`"... . 
_ Đm2 xế CẾ 
c2q? 
— „R2 tg”§= Tỡ : 


khi đó K = c2g?tg?£/2mn. Sử dụng ñ = RdR/dN = dR?/2dR, phương 
trình (3) có thể được tích phân để có 


1. Có: A đR 
sinR tna=E, 


ở đây E là hằng số. Khi đó ta có 


: 3 
dR _Ê_ mR? |2 (p ni) 
dạ ở J m hRˆ 


Khi tích phân ta nhận được 


E : *: : vV2mKE 
AC TT. Jn: ' (2= ga) 


= (2 — wo)sin£, 


nó cho quỹ đạo của đỉnh của R. Lưu ý rằng nếu j > cø thi chuyển động là 
không bị hạn chế với bắt kì trạng thái ban đầu nào, và nêu J < cø chuyển 
động bị hạn chế khi E < 0 và không bị hạn chế khi # > 0. 


Cơ học Newton 35 


1030 


“Pari và Luân Đôn được nổi với nhau bằng đường hầm thẳng (xem 
hinh 1.19). Một con tâu chạy giữa hai thành phổ chỉ bằng trọng lực của trải 
dât, Hãy tính tốc đô cực đại của tâu và thời gian cần thiết cho hành trình Luân 
Đôn - Pari. Khoảng cách giữa hai thành phô là 300 km và bản kính trái đất là 
6400 km. Bỏ qua ma sắt. 

(MIT ) 


Hinh 1.19 
Lời giải: 


Các đại lượng r.h,r như ở hình 1.20 và giả thiết trái đất là quả cầu tĩnh 
đồng nhất bán kính /. Nếu lẫy bể mặt trái đất như mức để so sảnh thì thể 
năng hâp dân của tâu tại r là 


Lũnh 1.20 


= Ị — —=—— ' —R), 


VĂ= ú ŒìnAi đ ŒGmAI 
# Hài & 3” 


ở đây ra. A/ tương ứng là khói lượng của tẫu và trái đất. Khi tầu khỏi hành từ 
trạng thái nghỉ trên bể mặt trái đắt, định luật bảo toàn cơ năng cho 


m2 GmAl(rT RẺ) 


EIẢ) 
9 2m 
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;a „ WURP - rẺ) 

lì : 

ỏ đây ạ = ŒA//1?2 là gia tốc trọng trường trên bẻ mặt trái đất, Khi đó 

r? = HỦ + (150— +)” = (HP - 1507)+ (150 - r)°= H?— 300r +2”, 
„ — qr(3100 — x} 
UP = —P —- 


e cực đạt khi r — 15 km 


/9.5 x 1ñ0 x lã0 x 1000 


Emax — \j 6300 — 185,6 m/s. 


Thới gian từ luân Bên tới Pari la 


T II S0) đạn Su) Fn dự 
ỘŨŨ 9 V=gI ~z) 
LN d1 lR 
- J5 _ —— =#y|© = đ9,8 pHú: , 
:.WwvVfÑ n Ýớ 
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Ba nguồn điểm có định được sắp xếp cách đều quanh chu vi đường tròn 
bán kính ø¿, tâm ở sốc tọa độ (hinh 1.21). Lực mỗi nguôn tác dung lên một 
chất điểm khỏi lượng ri là lực hút F — —-ÈH, ở đây It là vectd vẽ từ nguồn 
tới chất điểm. Chât điểm được đặt trong trường lực ở thời điểm £ = U với điều 
kiện ban đầu r= rụ,E vụ. 


(a) Xác định tọa độ thích hợp và việt biểu thức lực tác dụng lên chất điểm 
ö mỗi thơi điểm. 

(b) Sử dụng định luật Newton II và giải phương trình chuyển động với 
điều kiên ban đầu đã cho, cụ thể tìm ri) theo rạ, vụ và các thông sô của hệ. 

(e) Dưởi điểu kiện nào thì quỹ đạo là tròn? 

(MIT) 

Lới giải: 

(a) Đặt rị.r¿.ry là các vectd vị trí của ba nguồn chất điểm có định. Khi 
chủng nằm cách đêu nhau trên đường tròn ta có 


tạ tra+rạ=U. 
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Hình 1.21 


Lực tác đụng lên chất điểm 0ì là 
là kÍP -T{J = Đ[Pn T4} ÈÍr rại - -äân. 
(b) Phương trình chuyển động của chất điểm là 
rò +ikry D. 


với nghiệm tổng quát là 


/k /ầk 
rít) £Ð PA /—† |} * bẽsin / ——=t Ì + 
V Ht rủ 


a.b là vectø hằng số. 
Sử dụng điều kiện ban đẫu r(U) = rụ, #(U; = vụ, ta tìm dược 


L /m 
aq Tụ. }~ L VY 
V3. 


tứ B ( nn) h „HH su Số: j4 ì 
L] = Tụ€05 V h V qT TÔ MT NV — 
„ ÂN. m 


(c) Dễ thầy Tiêu rụ | vụ và vm/3Eno —= rụ, thì quy đạo chuyển động là một 
đường trỏn. 


Và vÌ vậy 
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- ¿ * ¬ .« ˆ £ + ˆ +; 
Mãm xoay máy hắt quay trong mặt +; với vận tộc góc không đôi + xung 
$ " = ˆ 1 P s : KT si 
quanh göc, Một vật nhỏ trượt rên mâm đĩa hát có vị trí x(f) — (+().0(f).0). 
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Ở đây z+ và y được đo trong một hệ quán tính, hệ phòng thí nghiệm. Có hai 
lực trong hệ phòng thí nghiệm: lực đàn hỏi độ lớn k|x| hướng vẻ gốc, và lực 
ma sát —c(% — v), ở đây c là hằng sô và v là vận tốc của mâm đĩa xoay tại vị 
trí của vật thể. 

(a) Nếu vật được quan sát tại một điểm ngoài tâm mâm xoay (có nghĩa là 
đứng yên so với mâm xoay), k bằng bao nhiều? 

(b) Lây k là giá trị tìm được ở phẩn (a). Giải để tìm v(#) = x(£) với điều 
kiện ban dâu chung. 

(c) Trong (b), tìm x(¿). Mô tả x(£) bằng lời và/hoặc bằng vẽ phác. 

(UC, Berkelsy ) 

Lời giải: 

(a) Vật thể có vận tốc góc œ quay quanh gộc để znu?|x| = k|x|, cho ta 
k= mư*Ẻ, 


(b) Trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm phương trình chuyển động của 
vật nhỏ là 


mm = —kx - £(% — V 


—= -m?x — c(& — œ x x). 


Đặt +,u,2,Đ, *,ÿ là các tọa độ, các thành phần vận tốc và gia tốc trong hệ quy 
chiêu quay gắn với mâm xoay. Trong hệ quy chiều phòng thí nghiêm ta có 


X = (#— yư)i + (Ø + zư)], 
% = (#— 2u — #2) + (ÿ + 2#ú — tú2)). 
—kx = -kzi ~ kh], 
—C€(X — 0X x) = -cửi — ru}. 
Lưu ý rằng trong các biểu thức trên ta đã sử dụng œ x Ì = äÏ, @ x ị = —ửi, 
Phương trình chuyển động trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm khi đó được 


viết như sau 


rn(# — 2œ — xu?) = —k+ — cả, Œ) 
m{(ÿ + 9# — yu2) = --kụ — củ. (2) 


Nhân phương trình (2) với ¡ = v/--1, thêm nó vào phương trình (1) và đặt 
z = #+ ?ụ, ta nhận được 


mã + (2mm: + c)2 = 0. 
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Tích phân một lần ta tìm được 


ả= SP  THọi 40 - (3) 

cụ thể ta có 
& — |#o cos(2u#) + go sin(2u0)]e (4 
 = [- #asin(24f) + ÿo cos(2øÐ)]e—cUm, (5) 


Bằng cách tích phân trực tiếp phương trình (4) và (5) hay bằng việc tích phân 
(3) và sau đỏ sử dụng z = z + ¡¿, ta nhận được 
(ca + 2o) 
c2 + 4mm?” 
m(c&u + 2muUo) 
c4 4m32 ˆ ĐI) 
Tn(2m¿g — củo} 
c2 + 4m2? 
m(2m.2#0 — của) 
c2 + 4m32 


È—#o + 


mn(2muz:o — cỹn) 
e2 + 4m22 


sin(2ø0) c—€/m" (6) 


Ụ— 10 


mr(c+a + 2m0) 


cos(2uJ‡ 
Hi c2 + 4m22 


sin(320) N60 có, 


Trong phản trên, zo, jo là các thành phân vận tốc của vật thể nhỏ tại ? = 0 
trong hệ quay. 


(e) Phương trình (6) và (7) đơn giản là với vật thể trên mâm xoay, ngay cả 
khi r, có thể đôi khi đầu tiên tăng do các điều kiện ban đâu xác định, thời 
gian trôi đi vận tốc của nó trong hệ quy chiếu gắn với mâm xoay sẽ giảm và 
vật thể đứng lại tại điểm cô định trên mâm xoay, với tọa độ 
((rọ + rn(e#u + 2muo))/(c? + Am ®3), (uạ — rn(2mu#a — cjo))/(c2 + 4m22). 
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Một dao động tử phi tuyến có thê cho bởi 


kz? — mAzŠ 
MP ni St ơn. 


Tìm phương trình chuyển động bậc một theo À, giả thiết z = 0 tại ¿ = 0. 
(Princeton ) 


với À nhỏ. 


Lời giải: 
Phương trình chuyển động của dao động tử phi tuyên 


md?z — —dU(z) 
d2 da 


= —kz + mÀ+z?. 
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Bỏ qua số hạng znÀz2, ta nhận được nghiệm bậc không của phương trình 
#() = Asim(‡ + ø), 
ở đây „ = v/k/zn và A là hằng số tủy ý Vì z = 0 ở ‡ =0, ¿ = 0 và ta có 
#(o = Asin(/). 


Giả sử nghiệm bậc một có dạng +(¡) = #(o) + Àz¡. Khi thay nó vào phương 
trình chuyển động và bỏ qua các số hạng bậc cao hơn À, ta có 


¡+ z= tín 
= “u — cos(2wt)]. 
Để giải phương trình này, lẫy tích phân riêng phần 
#i= 8+ Ccos(2ut). 


Thay vào ta có 


A42 
—3u?C cos(2u1) + 2B — s5 cos(2u). 
So sảnh các hệ số cho 
4? 4? 
E”.... 


Phương trình đồng nhất 
+? + œ2 = 0 
có nghiệm 
7ì = Dìisin(/) + Dạ cos(f) „ 
Vậy ta có nghiệm đầy đủ 
2 


: A2 A 
Ta = (AÁ + ÀD4)sin(2f) + À mi + D¿cos(¿) + Suẽ cos(2/¿) 


Điều kiện ban đâu z = 0 tại + — 0 cho ta 


2A2 


HO Đo TP) 
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và 
ò4? 1 
#(0y = Asin(œf) + —— la mà cos(uÉ) + § cos(2u)| ; 
ở đây A' là hằng số tuỳ ý. Để xác định A' và 4, ta phải biết thêm thông tin, thí 
dụ biên độ và vận tốc tại t = 0. 
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Một vệ tỉnh khôi lượng 950 kg được tàu vũ trụ dắt đưa vào không gian. 
Hai phi thuyền được nỗi với nhau bằng một sợi dây đều dài 50m khôi lượng 
dài là 1 kg/m. Tàu không gian tăng tốc trong một đoạn đường thẳng với gia 
tộc 5 m⁄s ?, 

(a) Lực con tàu tác đụng vào dây? 

(b) Tính sức căng của dây? 

(c) Do mệt phi hành đoàn ngủ thiếp đi, một mạch điều khiển bị chập mạch 
làm cho con tàu thay đổi gia tốc thành độ giảm tốc còn1 m/s?. Mô tả chỉ tiết 
hậu quả của rủi ro nảy. 

(SUNY, Buffalo ) 
Lời giải: 
(a) 
km (Tay + Tựa nh) ` Œ 
= (950 +50) x 5 = 5 x 103N 


(b) Chọn điểm ở đó dây gắn với vệ tinh như gốc tọa độ và trục z đọc theo 
dây tới con tàu sức căng đọc theo dây khí đó là 


tụ !) = (T¿ệ tình + maay(£ +))'đ 
= [950 + 1x (50-— z)] x5 
.=5x 10 ~ 5z N. 


+. ` ^ H "=- À ` ^ Thị Ậ 
(c) Sau rủi ro, con tàu chuyển động với vận tốc ban đầu 0ạ và độ giảm tôc 
". ˆ ra UÁ ^ } 3. .... ~ 
1 m/s2, trong khi vệ tỉnh chuyển động với tốc độ đều 0ọ. Sau rủi ro hai tàu sẽ 
` ` X.x L s - 
va vào nhau tại thời điểm ¿ cho bởi 


HIẾP: 
1C 200i nh HNĐ So E 3 


hay 
100 


L2 1 0s 
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Một quả bóng khối lượng A7 được treo trên trần bằng một lò xo không 
trọng lượng với hằng số đàn hồi # và chiều dài nghỉ bằng 0. Lò xo sẽ bị đứt 
nêu nỏ bị kéo đến chiều dài tới hạn (, ((, > Ä7g/k). Một lò xo như thể treo ở 
dưới quả bóng (hình 1.22). Nêu người ta từ từ kéo ở đầu đưới ở lò xo dưới, lò 
xo trên sẽ đứt, Nêu người ta kéo lò xo dưới quả nhanh, lò xo đưởi sẽ đứt. Vẫn 
đẻ của bài toán này là xác định lực £(; đặt vào đầu lò xo dưới, sẽ làm cho 
hai lò xo đứt đồng thời. 


Hinh 1.22 


(a) Tìm biểu thức tích phần liên quan của chiều dài r;t/) của lò xo trên 
với lực đặt vào #'(?). 


(b) Sử dụng bắt kì kĩ thuật nào, hãy tìm z;(t) và rạ(£) với ? > Ú khi ˆ) 
có dạng riêng sau 
(), 'Ix« 
FtU= 
ứơt t>U 
ở đây ø là hằng sô. 

_ (e) Sử dụng một sơ đỏ tỉ mỉ trong các nghiệm của bạn để chứng minh răng 
nêu œ là quá nhỏ thì lö xo trên sẽ đứt. Tương tự, chứng minh rằng nêu œ quá 
lớn, khi đỏ lò xo đưới sẽ đứt đầu tiên, 

(d) Chứng minh rằng cả hai lò xo cùng đứt đồng thời khi + là nghiệm của 


phương trình 
".. /kÌ _ Ms T5 
BÀ œVAf7| Pa VAÀi' 


(MIT} 
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Lời giải: 
(a) Phương trình chuyển đông của quả bóng và lò xo dưới là 
Mi, - Älg kướr | kra, 
ktr 3= tt!) _ 
Khủ +, ta có 
AT2q Ăn = PÚ}+ATg. (1) 


Để khử bỏ số hạng hằng sô, đặt r, - + ¡ A/g/&, Phương trình (1) khi đó 
trũ thành 
A#£ t E#= PỤ}. 


Đặt r = c2), ở đầy - — v/k/À/, Phương trình trên trở thành 


làng 


N, LÊ 
KG (2) 


DA"... 
Phản thuần nhất của phương trình trên 
Ụ~ 3i =U, 
có thể được giải bằng cách đắt  — Œie°t, ở đây C¡ và œ là các hằng số. Thay 


thẻ vào tả CÓ ð — — 2122, 
Nghiễm riêng của (2) nhận được bằng cách đặt ÿ = « ?'*!ƒ(7), ta có 


dƑ— PỤ) v. 
dị — AI 
hay 
Min Fín 
t4 | \ tựu 
Ụ—=(Œ là c”“"dỊ. 


Vì vậy nghiệm tổng quát của (2) là 


„=e LÍ “nh ecg : Gị : 
lạ + 


F}\ - 
1 — lN ki J ty + GÌ đf + C 
Ạ/ ] 


cho 


+BHdL G 70 HỌC 
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“(r]} ] Ầ 
—Ẵet (J: SuAT Lƒ nu + Ci| di + G] + _ h (3) 


ở đây ŒC¡.C¿ là các hằng số tích phân. Để có thể ứng dụng vào bài toán, hoặc 
là phần thực hay phản ảo của biểu thức cuối cùng được dùng như nghiệm 
tổng quát. 

(b) Phương trình chuyển động là 


Al?q ! krị =Àfg (4) 
VỚI † << Ũ, #3 : 
Al?q + kr\ — at — Àlaạ (5) 
với ¡ > 0. Trước hết ta giải (4) khi đất #(?) = 0 trong (3). Diễu đó cho ta 
Tì¡ =/Cle “+ Ca" + _a : 
ở đây Œ¡ là hằng số tích phân thay cho Œ¡. Lẫy phần thực, ta có 
A1q 


ị = €sin(#) Ð Cạcos(f) + 


"Hà, 
Nghiệm của (5) là nghiệm của (4) cộng với nghiệm riêng œ/k 
Ự l . 
lẾƒ = ÔN x1) + C¿eos(f) 1 _ L Ko : 
Tại? = 0,z¡ — Äƒ7g/È, r¿ = 0, #¡ — 0, do đồ C› = 0, C1 = —œ/kứ, VÌ vậy 
ctf Afụ Œ 


Tị(f} — E1 + ï ” sIn( 2È), 
ằœf 
TA 
rzf) E 


(c) Trong các hinh 1.23 (với œ lớn) và 1.24 (với œ nhỏ) là các đường cong 
cho z¡ và r¿. Thây rãng đường cho r;¡ được cho bởi đường thẳng z = A1u/E + 
af/k, chủng song song với đường trừ đi số hạng đao đông a sin(..f)/kă, biến 
độ của nỏ tỉ lẽ với œä, Vì vậy, nêu ¡¡ và f„ là các thời điểm rị và z; đạt tới I,, 
chiều dài tới hạn, ta có, với a lỏn, f¿ < /¡,„ nghĩa là lò xo dưới đứt đầu tiên, và 
đội với ä nhỏ, ?¡ < f¿, nghĩa là lò xo trên đứt dẫu tiền, 

(đ) Để hai lò xo đứt gẫy đòng “hỡi, tại thời điểm ! = #„, đöi hỏi 
of 


k 1 


>z(a) — ly = 


hay 
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Hình 1.23 Hình 1.24 
kÌ, 
tụ =— 
q 
và 
: H5ẾT, Œt uJkl„ 
" ¬ - b g Si62j.1„- \ — 
TiÊn) Ñ mÍ Œ ) 
hay 
l ( DU, sói ) ÄIqu 
sin = \ 
œ a 
Ở dây J — v+*jẢ. 
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Một con lắc, tạo nên bởi một quả cầu nặng A7 được treo vào chốt xoay trên 
trần bằng sợi đây chiều dải L, dao động tư do trong mặt phẳng thẳng đứng 
(xem hình 1.25). Yếu tổ nào làm cho biên độ dao động thay đổi nêu dây bị 
ngẵn lại từ từ đi một nửa? 

(Chicaga ) 


Lời giải: Phương pháp 1 


Đôi với hệ tuần hoàn với một tham số có sư thay đổi từ từ, lực tác dựng 
là bãt biên đoạn nhiệt, 
g= Ệ tịdð : 
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1linnh 1.25 


ở đây /» = A7129, nghĩa là 


ạ, 271 


J= ÿ M120 -ñdi = AfL*(0* 
."... 

= MI2.“U.— ~ mML “đậu 
— TAfg!/2pàr*/2 


Khi ta sử dụng 7 = 2z/„, với ¿ = v⁄g/1!, cho chủ kỉ, và 


31^2 
~ “8g 
-_SS 


F4 


(*) = (|—flq~+ sin(. + #oj|°}) — 


bằng cách lẫy 0 — 0ueos(f + „o). Khi đó, vì .J là bất biên đoạn nhiệt, nên 
thị xX 1 Sát * 


khi 
00/8: Úc › 1.0688a. 
nghĩa là biên độ dao động tăng lên 1,68 lần. 


Phương nhap 2 
Trong khi thảo luận trong một cuộc họp, Einstein đã sử dụng thí dụ sau để 
mình hoa bắt biên đoan nhiệt là gì. Ông chứng minh như sau 


Ýp cã Ạ \f1.20° 
Sức căng dây - Afg(cos0} | ( Km sa. ) 


(02) j 
=Jfq (: — S2) + AIL(0") 


lim 
=6 (14 =0}: 
súc 
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Giả thiết rằng sau một chu kì, chiều dài của dây gần như không thay đổi và 
góc f! nh. 

Khi / bị ngắn lại từ từ, công thực hiện ở dao động tử là —(X)A1., ở đây 
*V là là lực căng đây, — A7 là độ địch chuyển của dao động tử. Sử dụng biểu 
thức trên, ta nhận được công đã thực hiện 


—AIpAL — ANlqg- — 
Dưới tác dụng của ngoại lực, sự thay đổi năng lượng của dao động tử là 
0£ 
At—ATgL cos 8ụ) = À I- AMlqL í: ¬ 2Ì) 


=—MpAL + gAfgA( đi) 


— 


~ —ÄfgAL + „Afg03AL \ AfgL0aA0a. 


E2 


Công thực hiện và độ tăng năng lượng phải cân bằng, cho ta 


sạg2 

L0yAtf = + =Ũ 
hay 

L8RÔ In(ØpL?/?) = 0. 
ta rút ra 

0oL3/* - hằng số , 
hay 
Bạœ L3. 

Khi đó 


L 
L— Dm ñụ - 1,086 S 
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Một quả cầu phản xạ hoản toàn bản kinh r và mật độ ø = 1 bị hút bởi 
mặt trời bằng trọng lực, và bị đẩy bởi tia ảnh sáng mặt trời phản xạ trên 
bể mặt. Tính giá trị r để không có hiện tượng đó. Độ sáng của mặt trời là 
1 - 4x 10#?' ec/s và khỏi lượng của nỏ là Äf, = 2 x 10'† g. Kết quả tính ra cm 
(coi mặt trời là chất điểm). 
(ÚC, Berkeley ) 
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# 
quả cẩu 
Hình 1.26 


Lời giải: 

Đặt X„ là số photon tân số + đi qua một đơn vị điện tích bê mặt vuông 
góc với hướng truyền trong một đơn vị thời gian, 7„ là năng lượng của ánh 
sáng mặt trời tần sÖ + bức xạ bởi mặt trời trong một đơn vị thởi gian, và 7? là 
khoảng cách từ mặt trời đên quả cầu. Khi #‡ »> r, các tỉa mặt trời coi như Song 
song và ngược hướng với trục z như chỉ ra ở hình 1.26. Khi đỏ 


1 
ñy„ = j yHù; Ñ-= 
: J ý  H— arR?hu 


Các photon va chạm đàn hồi và phản xạ toàn phần trên bỀ mắt. Trong 
khoảng thời gian Ä¿, với phần tô bể mặt A5 tại góc phương vị 0, xung lượng 
của photon tần số z dọc theo trục z là 


hư — là 


Ai; = Nự lƑ+- + — cos(28) cosfA.SAI, 


Từ đó làm xuắt hiện lực có giả trị 
L^U gi 2l 
đề ni e chen N„cos) 0A. 
Ai C 
Khi đó tổng lực tác dụng lên trên quả cầu bởi ánh sáng tân số là 


K 2h Ï x2 : : tự 
FL; = Tan. ==( mê Í 2m cos” 8 ‹ sản Ø ‹- 2d — iRP 


Ä z = 


Vì vậy tổng lực đẩy bởi ánh sáng là 


l.r? 
E= [ Fadờ = Tên - 
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Lực hút mặt trời trên quả câu là 


GÀAT1mn 


F) ¬ í 


ở đây r = ð:(1/31xr3 = (4/3)xr! là khôi lượng quả câu. Khi hai lực cân bằng, 
ta CÓ 

Tụ? _ 4GAI,nr° 

d1iˆe - an 


hay 


¬--: 
ˆ— ]8reGM, 

3x4x10®8 
10 x 3.14 x 3 x 101 0,67 10 5x2 x 10% 


5.87 x I0 ”em 


1038 
Một hạt có khôi lượng rn chuyển động theo quỹ đạo cho bởi phương trình 
Á — q COS01Íý  = ta Sim ð2Ÿ. 
(a) Tìm thanh phần z và ¡ của lực. Trong điều kiện nào thì lực là lực hướng 
tâm? 
(b) Tim thê năng như hàm của z và . 
(e) Xác định động năng của hạt. Chỉ ra rằng tổng năng lượng của hạt được 
bảo toản. 
(Wbconsin } 
Lớỡi giải: 
(a) Đạo hàm theo thời gian, ta được 


# = —rgw sin(un£}). # — —zu{ cos(w#) , 


Ụ = H2 cos(u2E), Ụ = —W0Š sìn(uJaÈ) : 
Theo định luật hai Newton ta có 


E — m(7i + ÿ]) — —1a[#a<Ÿ cos(an Đi + gaä2 sin(s¿f)j] 


= —m(u?zi + 2u) - 
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Thành phần z và ¿ của lực là 


II CS. ng 
tụ = —muJ21. 
Nêu œị = œ;, E là lực hướng tâm E = —THƯỆT. 
(b) Từ 
EF= -VV. 
có nghĩa là 
8V QV 
1N. .... 
ï ô+ ÿ Ôy 


ta nhận được thế năng 
TA 0 dc c0 
V= zm(ui+ +3”) 


Lưu ý rằng ta lấy thế năng ở gốc tọa độ là 0. 
(c) Động năng của hạt là 


1 ; 1 V 
T= am(¿ +2 = 2m|ð2i sin2(a#) + áá2 cos2(a‡)]} 
Tổng năng lượng là 


E=T+V 

= 2m|xậu? sin2(¡‡) + 222 cos?(uaÐ)} 
+ 0† z2 cos?(0†) + 02 sìn2(esf) 
m(xâu1 + 643) 


= hằng số. 


Vì thế nó dược bảo toàn. 
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Một hạt khôi lượng zn chuyển n, với vận tốc u hướng về tâm tán xạ cô 
định, tâm này tạo ra lực đẩy F = (rn o‡/2)ð ứ —a})f, ở đây ? là vectd đơn vị dọc 
theo bán kính từ tâm lực, z là bán kính cô định tại đó có lực tác dụng, ø; là 
hằng số có thứ nguyên vận tốc. Thông sô va chạm là s, như chỉ ra ở hình 1.27. 
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(a) Tìm thê năng. 
(b) € hứng mình răng nêu úy < H¡, hạt không đi vào quả cầu ? = ø, mà 
sượt qua quả cầu và góc tới bằng góc phản xạ. 
(c) Vẽ căn thân quy đạo nêu bạn hi VỌNE tụ > 0i, 3 T— 0/2, 
(Wisconsin ] 


Hình 1.27 


Lời giải: 


(a) Lực F là lực xuyên tâm, được bảo toàn. Khi đỏ thể năng có thể việt 


1 1 Š =: 
V(r)=-— l EWr)-dr = mui ý ä(r” — a)dr? 
~ G r 
3 MUỆ VỚI " < da, 
|) VỚI r" >8. 
Đó là thê năng của hạt trong trường lực. 
(b) Tổng năng lương 7' ~ của hạt được bảo toàn 


21110 — 1U + ST HỤ ‹ 


có nghĩa là eÿ — KỈ: = =`,Ø Sặ ø“ là tốc độ của hạt bên trong quả câu r — a. 
Nếu hạt đi vào quả câu thì u phải là thực, có nghĩa là phải đòi hỏi »ạ > 0\. 

Nếu nụ < mị, thì hạt không thể đi vào quả cầu r = a được. Khi đó lực là lực 
xuyên tâm quả cảu, thành phần xuyên tâm của xung lượng hạt sẽ đổi ngược 
hướng nhưng giá trị không đổi, trong khi thành phần tiếp tuyên với quả cầu 
giữ không đổi. Vì vậy, góc tới và sóc phản xạ được xác định bằng tỉ số của 
giá trị thành phản tiệp tuyên và của thành phần xuyên tâm, bằng nhau. Lưu 
ý răng khi tính sư bảo toàn cơ năng, thì giả trị của xung lượng hạt sẽ không 
thay đổi khi va chạm. 

(£) VỚi tụ > e¡ và s = ¿/2, hạt sẽ tới chạm vào quả cầu r = a với góc tới 
r — ¡ với góc phản xạ Ø; — arcsin|(a/2)/a] = 30°, và đi vào quả cầu. Nếu góc 
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nó tạo với hướng bản kính là 0. Khi đó sự bảo toàn thành phân tiếp tuyên của 
xung lượng hạt đòi hỏi 


sim Ø = cụ 3h 30° — 


` ¬ tụ 

(' = aresim _ k. m8 lÌ ¿ 
2_/3 — „2 
^Ww1 ï lủ] 


Do 1 là hằng số (không có lực nào tác dụng) bên trong hình cầu, quỹ đạo 
chuyển động của hạt là đưỡng thẳng cho tới khi hạt röi khỏi hình câu. Tại vị 
trí hạt Tời khỏi hình cầu r — ø, một lần nữa quả cầu bị khúc xạ và bên ngoài 
hình câu hạt phải có vận tóc là e¡ và góc giữa vận tộc của hạt và bán kỉnh hình 
cầu là 30“, hinh 1.28. 


đo đỏ # được cho bởi 


Hình 1.28 
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Một tên lửa tầm xa phỏng đi tại một điểm trên bề mặt trái đất (bán kinh 
#) với vận tốc v = (uy. sø] (hình 1.29). Bỏ qua sức cản của không khí và 
sự quay của trải đât (nhưng có kể dến sự thay đổi của trường hấp dẫn), tìm 
phương trình xác định độ cao cực đại 7 của tên lửa. Giải tới bậc bé nhất của 
(H/Tt) và kiểm nghiệm lại kết quả quen thuộc khi tên lửa được phóng thẳng 
đứng lên trên. 
(Wisconsin ] 
Lời giải: 


Cả xung lượng góc lẫn cơ năng của tên lửa được bảo toản trong trường 
hấp dẫn của trái đât một trường lực xuyên tâm. Ta cần quan tâm tởi trạng thái 
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tĩnh 1.29 


ban dẫu và trang thái cuỗi của tên lửa là trạng thải tên lửa đạt đồ cao cực đại. 
Ta có 
tultt@ = m(T + Hìng, 
GŒGAÀIm — L „ GAIm 
— = am thọ = = 
h 2 ltì+H 
trang đỏ dấu phết liên hệ với trạng thái cuối tại đó thành phần xuyên tâm của 
tên lửa bằng không, m và A7 lần lượt là khôi lượng của tên lửa và trải đất. Kết 
hợp hai phương trình trên ta có 
l : 
sm\ tệ +12) 


1 * . 
t2u2 3 
tt + d2) — 

D) f r 


_GAFm 1 ( li I ạ  GÀIm 


R ~9"\R+H) *“ R+H' 
phương trình nảy cho thây độ cao cực đại #. Loại bỏ thành phần bậc lớn hơn 
môt của /1/7, ta có 
La cay GAfm — ] sÍ? 2I1X s GAfm 1 H 
riLUÈ — tố) — — % _! — |Uñ — ——. ——= |. 
HUY, N “sẽ R8Jj”" ñ 
và do vậy 


H ut 
TT a/GAÏ "ẤN ` 
2 UỆ 


Cho trường hợp phóng tên lửa thẳng đứng, u = U, t„ — 0, và nêu 71/7? 
nhỏ ta có thể coi ø là hằng số với giá trị g = ŒA7//?. Từ đó ta có thể rút ra 
công thức quen thuộc 

2 

U 
HH % Tự c = —- 
2(S8) 29 
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Tàu Mariner 9 được phóng tại Cape Kenedy trong chiên dịch chỉnh phục 
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sao Hỏa. Coi tàu được phóng lên một quỹ đạo hình elip quanh mặt trời có 
điểm gần mặt trời (điểm cận nhật) là trải đắt, điểm xa mặt trời nhất là sao 
Hỏa (xem hính.1.30). 

(a) Tim giả trị của À và = trong phương trình quy đạo r — À(1 + £}/(1 + 
: cús } và ve hình quy đạo đó. 

(b) Dùng định luật Kepler II để tính thời gian của chuyên bay trên quỹ 
đạo đó. 

(c) Chiểu phóng nào từ trải đất sẽ có chỉ phí nhiên liệu ít hơn. 

Khoảng cách trung bình từ mặt trời tới sao Hỏa là = 1,5 A.U (đơn vị thiên 
văn). 

Khoảng cách trung bình từ mặt trời tới trái đất là = 1 A.U. 

(Wconsin ) 


Quỹ đạo 


của tàu Mariner 9 


“IEP cÀ)` 
n. Trái Đất 


của trái đất 
Quỹ đạo của Sau Hoả 
Hinh 1.30 


Lời giải: 


(a) Gọi /?; khoảng cách từ mặt trời tới trải đất và /†; là khoảng cách từ 
mặt trời tới sao Hỏa. Ta có 


^A r) 

lì — ^q +) =—.Ñi . 
l+e 

lạ ~ = tế 


Giải hẻ phương trình trên ta có À = ị = 1 A.U.,z =0,2, 
(b) Gọi 7¡ và 7 lần lượt là chu kì của trái đât và tàu Mariner 9, Theo định 
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luật Kepler LIHI, 7°/¿z? = hằng số, 


hay 


` lì + lệ Móc ¬ 1 ĐA - -ÌXG, - 
: ( 3ửi ) K Ệ _£ Tị = 1/2571 = 1.30 năm. 


Chuyên bay tới sao Hỏa của tàu kéo dài 0,70 năm. 


(c) Để tiết kiệm nhiên liệu, tàu phải phóng theo tiếp tuyên của quỹ đạo 
ˆz £ ˆ ` bì ti. . ' LẤU £ 
trải đất và cùng chiều với chiều quay của trái đất, 


1042 


Một sao chổi chuyển động trên quỹ đạo quanh Mặt Trời với vận tốc 10 km/s 
tại điểm xa Mặt trời và 80 kms tại điểm gân Mặt Trời (hình 1.31). Nếu biết 
vận tộc của Trái Đất trên một quỹ đạo tròn là 30 km/s và bản kinh quỹ đạo lả 
I.5 ~ 1UẺ km, tìm bán kính /2„ của điểm xa Mặt Trời của sao chối. 

(Wiscansin ) 


*g 
( Ra .-- 
ca $ ) 
— 


Hình 1.31 


Lời giải: 


Got +: là vận tốc của lrái Đất, # là bản kinh quỹ đao của Trải Đất, r và mạ 
lần lượt là khỏi lương của Trải Đât và Mặt Trời. Do đó 
2 


mm (71H 


j7 R8 " 


hoặc 
Œn, — le”, 
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Do sự bảo toàn của cơ năng và xung lượng góc (hay momen động lượng) của 


sao chối ta có thể suy ra 


— GTrt,11y Tư 
lâu 2 lầy P› 


ly, = ma Thun; , 


3 
Tntny — THeU? 
+—.. 


trong đó „nà là khôi lượng của sao chối, ø„ và o„ lần lượt là vận tốc của sao 


.- -. ..~ „ LÁ TIẾP. › - ả - . 
chỗi tại điểm xa mặt trời và điểm gần mặt trời. Suy ra 


2Gm„ 21te! 


0u Ủạ Ð Đụ) Đa[Ua * Đụ] 


In 
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- =1x 1U km. 


Một hạt cổ điển có năng lượng là # và momen động lượng 7. quanh điểm 
€ tiên tới một vùng trong đỏ có một trưởng thế hâp dẫn xuyên tâm V — - C(r) 


với tâm là diểm @. Hạt đó bị tản xạ bởi thể đỏ. 


(a) Giả thiết năng lượng và momen đông lượng được bảo toàn, tìm phương 
trình vi phân cho ¿+/d+ theo Eụ, L, G(r), r (và khôi lượng hạt rr). 
(b) Tìm phương trình của khoảng cách cực tiểu giữa hạt và tâm tán xạ 


min; ĐIẾU E2, È; Œ(Pmun}; Và ?m., 


Lời giải: 
(a) 


ˆ 1 + JayJ‹ ˆ 
Hạ = am(72 + r?0”] Gr}- 


L — mr?0. 


trong đỏ 6 là góc mô tả trên hình 1.32. Do đó 


JŠ _ 2LEo 1G) - lu 


1 mịì2r^ 


Do 
trẻ dự du n rừn : È 


dt dd dt dữ _ mrẺ ` 


(WIsconsin } 
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Nên có thể viết lại phương trình trên như sau 


E3Ì _ mề? [3(Fu+@G) LẺ 


dủ b2 4 TrỊ Trì®rŠ 
dẫn đên `”... 
dị" 12tm( Eny + GỊn 
“có... ::-“. 
dụ L? 


Hình 1.32 


(h) Tại điểm sân tâm tán xa nhắt ? = rana, ? = 0. Do đó 


z I 4 ) - 
En : Ttrnnnf” — Gan} 


- L2 
2 LƯƯỚỚH “` - 2g G(Phup 
¿ „m F ng 

F? 
G_TESELINN Gtrmin]} - 
# HT tun 
hay 
L 


Phun —— 


v2m |Fu + ŒÙ'awa}] 


Kết quả cũng có thể tìm ra bằng cách đặt ¿tr /¿Ø — 0. 
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Một sao chổi di chuyển tới mặt trời với vận tốc ban đầu là ;¿. Khôi lưỡng 
mặt trời là A7 và bản kính là 7?. Tìm tiết điện toàn phần øz để xảy ra va chạm 
với mặt trời. Coi mặt trời đứng yên và bỏ qua ảnh hưởng của các hành tỉnh. 
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(WIsconsin ) 
Lời giải: 
Gọi tham số va chạm của sao chổi là ð. Tai khoảng cách ngắn nht tới mặt 


trời (r tính từ tăm mặt trời), áp dụng định luật bảo toàn cø năng và momen 
động lượng ta có : 


mỹ mm) CAIm 


3 2 r 


túÙŸy — rnrˆ , 


h h t. 3 cất xà li Ấ.. xIẾ 3 .- F 5 
trong đỏ ¿n là khói lượng của sao chối và L là vận tôc của nó tại điểm gân mắt 
trời nhật. Từ đỏ suy ra 


Nêu r < 7?, sao chổi sẽ va chạm với mật trời. Do đó tiết điện toàn phần z để 
xảy ra va cham là 


: : 2GAI 
œ =x|LRÍ'“ — ri, [Lt s=}1. 
ĐH 2, ( im) 
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Một hạt chuyển động trên một quỹ đạo tròn có bản kính r dưới tác dụng 
của lực hút xuyên tâm. Chỉ ra răng quỹ đạo ôn định nêu 


/3>-() 5: 


fÔr 


` 
trong đó ƒ(z) là độ lón của lực tại khoảng cách r so với tâm. 
(CUSPF^A ) 
LỚi giải: 
Với chuyển động của một hạt đưởi tác động của lực xuyên tâm ta có 


mrỶ0 - hằng số = /,, chẳng hạn, 


mi — --ƒ + mrổẺ. 


Cơ học Newton 509 


Xét hạt chuyển động trong một quỹ đạo tròn có bán kinh r với thăng giáng 
nhỏ của bán kính và góc ấ?, 6 


r() =r+ôr(Ð, — 0 =ut+80(), 


trong đó u là tân số góc của hạt trên quỹ đạo tròn bán kinh r cho bỏi rwu?r — 
£(r). Do 
AlL,x rnr?ôÔ + 2rmnrÔär , 
- đdƑ 22 Đà» về 
THÔT ^2 —~ hi ôr + r6 ^ôr + 2mr660, 
r 
) >¿ + âÔ : 
ta CÓ 


tủ dƒ . : 
ThỖT 2 — Thế: + mưu 2ðr + 2uu 


BÍP  ajÌt  jjg Đế, 


AL— 2mruằr 
m 


Trong công thức trên ta chỉ giữ lại thành phân bậc nhất của đại lượng nhỏ ổr, 
ä8. 

Quỹ đạo tròn sẽ ổn định chỉ khí ấr là biến thiên điều hòa đơn giản. Nói 
cách khác, điều kiện ổn định của quỹ đạo chuyển động là hệ số của ór âm 


-[#] -# «ó 


đr T 


hay 
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Một hạt khôi lượng Tn chuyển động từ xa vô cực có vận tốc ban đầu Wo, 
đường kéo đài của vectơ vận tốc có khoảng cách b so với tâm cô định của 
trường lực đẩy có độ lớn tỉ lệ nghịch với bình phương khoảng cách (độ lớn 
k/r, ö đây k là hằng số). Tìm: 

(a) Khoảng cách gần nhật của hạt so với tâm trường lực. 

(b) Góc lệch của hạt. 


5-BT8L6 GỠ HỌC . 
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(c) Đạo hàm của mặt tắn xạ dơ/d0 cho dòng hạt đồng nhất tản xạ bởi râm 
tản xa trên. 


(CUSPEA ) 
Lời giải: 
{a) Khi hạt tại vị trí gần tâm tần xạ nhất + — 0. Áp dụng định luật bảo toàn 
năng lượng 


trong đó †‡ là khoảng cách gần nhất và V (= #6) là vận tốc của hạt tại đó nó 
đạt tới điểm cận tâm hút. Từ định luật bảo toàn momen động lượng suy ra 


J = Varnb = maVR, 


hay 
„— VụÙ 
V= LP 
Do đỏ 
mi _# ,1w Việb? 
;, R 3Œ 
hay 
2k 
' II, _ `". 0, 
1t Vỹ 
Rút ra khoảng cách gân nhất là 
Lời ị 4 + x. 
[ = —~.r — : D 
: rn VỊ TW Ga) kêu 


(b) Quỹ đạo của hạt được mô tả trên hình 1.33. Xung lực của lực F tác 
dụng lên hạt là 


Š 
J Edt = ruAV , 


se) 


Trong đó AV = Vy - V, với |V¿| — (V¿| = Vọ. Chỉ quan tâm tới thành phẩn 
theo phương V; của xung lực ta có 


= mVq(cos 208 — 1). 
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Do F = ÄŠ,¡sr?ð' = J, về trải của phương trình là 


, 1-20 K 
=“ b cos 4#! — — . sin 29. 
Do đo Từựnh 
ở; - sim Øcos 8 = 2mVq sin” 0, 
hay 


ca VVạ — mWệb — 2Eb 
cọt É = TT  n U 


với E — )m¿ÿ, cho góc lệch 20, 


Hình 1.33 


(c) Tiết điện tương ứng với các tham số va chạm trong khoảng b và b + dh 
là da = 2nbdb. 


Do b — ;‡.cotg0, nên 
a Đua 
đdb — Sh csc° 0d 


dùng giá trị tuyệt đối. Suy ra 
2 "1G 
dơ — Đm (2) cac; 


Sau đỏ, do góc tản xạ là 29 nên 


dẠ) = 2m sin 284(26) = Rm cos 8 sìn 0d0, 


ch = 
d9 4\2Ej sint8 


Đây chính là công thức tản xạ Rutherford. 


và 
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Xét một hành tính có khối lượng rm quay quanh mặt trời có khối lượng AM. 
Giả sử không gian quanh mặt trời có một lượng bụi phân bố đều, mật độ ø. 


(a) Chỉ ra rằng tác động của bụi là cộng vào một lực hút xuyên tâm. 


ÄmøoG 
3 } 


FƑ'=_-mkr, trongdó ke= G = là hằng số hập dẫn. 
Bỏ qua lực cản của lớp bụi đối với hành tính. 

(b) Xét một chuyển động tròn của hành tỉnh tương ứng với momen động 
lượng U. Tìm phương trình của bán kính chuyển động ro theo 7, Œ, Mí, m và 
k (không cần giải phương trình). 

(c) Giả sử Ƒ" là nhỏ so với lực hút của mặt trời và xét quỹ đạo chỉ lệch một 
chút so với quỹ đạo ở phản (b). Bằng cách xét các tần số của chuyển động 
xuyên tâm và chuyển động quay hãy chứng mính rằng quỹ đạo là elip tuê sai 
và tỉnh tần số góc của chuyển động tuế sai u„ theO rọ, ø, Ở Và M. 

(d) Trực của elip tiền động cùng chiều hay ngược chiều với tần số góc của 
chuyển động quỹ đạo? 

(CUSPEA ) 
Lời giải: 

(a) Khối lượng của bụi trong hình cầu bán kính r tâm là tâm của mặt trời 

là 


Mụui = : 


Nếu r là khoảng cách giữa hành tinh và mặt trời, lực hấp dẫn đặt lên hành tỉnh 
gây ra bỏi lực hút của bụi (có tính đến tính tỉ lệ với nghịch đảo bình phương 
khoảng cách) như thể là tât cả lượng bụi đó đêu nằm tại tâm hình cầu. Nói 
cách khác 

— TÂhuứnG — -Amr3omG  —4npGmr 


. = = 
r2 3 r2 3 


= -mkr. 
(b) Hành tỉnh có gia tốc (# — zó?, 276 + rổ) trong hệ tọa độ cực. Phương 
trình chuyển động của hành tỉnh là 


—GM sự 
Tnw = —— — mkr + nr8ˆ : q) 


mmrổ + 2m+8 = 0. (2) 
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Nhân hai về của (2) với r ta có 


d(mr?9) 

TT ó, 

hay : 
mr”8 = L, 

Trong đó L là hằng số, Do đó momen động lượng 7 là hằng số chuyển động. 

Việt lại 


phương trình xuyên tâm trở thành 


.„  =GắMm 1? 
Tn? = ——z— — TIk† + ——. 

r? mr 
Đối với trường hợp chuyển động quỹ đạo tròn, # = 0, và ta suy ra phương 
trình cho bán kính quỹ đạo tròn rọ 


—GMrn ? 
—— —Tmkrạ + —s =Ô 
Tụ T0 


(c) Gọi „ là độ lệch của bán kính quanh rạ, ? = r — rọ, (1) trở thành 
GMm 12 


_ta+ra = Tnk(q + rạ) + 


GŒM 1? 
== 4i s — mkEro ( + 2) + 
X_ (t + 2) bì 


GM 2 , ở 
` í ) me (1+ 2) + an (1a T h 
T6 T0 Tụ TrTp To 
Do ; < rọ. Dùng kết quả của chuyển động tròn, ta có thể viết lại phương trình 
trên như sau 


m1? ——— 
mn(ro + rJ)3 


ló 


„ 1 (“ŒMfm ăn L2 
THỊ = — St Tác 3.— mkn 
Tụ rậ Tụ Tp 
12 2 GMm  L? 
= T— |rờng + mỀ + S=“ứ. ..= 
TnTọ Tp rậ mrụ 


L2 1 
=T—n le + 3km] : 
rủ 
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T2 
1ñ—=—-Ì ——+t3k : 
? bán )m 


Đây là phương trình của dao động tử điều hòa với tần số góc 


Ï g2 
=\Íl =;:†d9k. 
b m2rộ ` 


Do tân số đao động của bán kính hơi lớn hơn tần số quay (vuông góc với bán 
P L ~ : B 
kính) mã: đUỷ đạo là một elÌip tiên động. 


hay 


Với ø bậc một, tân số dao động theo phương vuông góc không bị ảnh hưởng 
bởỏi bụi 


L 
Tnr2 chàng 
0 
À HỆ L§ „1A 
Tân số tuê sai là 
tp — LJy — G0 
L2 LŨ 
2. +3k - 
Ũ 


Để có thể tìm biểu thức của /„ theo ø, G,m và rọ, sử đụng công thức của 7, 
cho k = 0 (sai số là thành phần bậc hai trong (0p) 


L=VMm?2rụ. 


Do đó 
3 4m rộ rạG 2 
HH =ct2CŒ<===U=—— =9 Mã hot : 
tp am _ ø loi TP zp ( M ) 


(d) Do dao động trong mặt phẳng bán kính nhanh hơn chuyển động xoay 
theo quỹ đạo, nên trục elip chuyển động tuế sai ngược chiều so với vận tốc 
góc theo quỹ đạo như chỉ ra trên hình 1.34. 
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Hình 1.34 


1048 

Một thiên thạch có khổi lượng 1.0 x 10! kg chuyển động quanh trái dât 
theo quỹ đạo tròn ở độ cao 4. 2 x 10% m so với mặt đất. Thiên thạch đó bất ngờ 
va chạm trực điện với một thiên thách khác có khối lượng bé hơn nhiều và bị 
mắt 2.0% động năng nhưng không bị lệch hướng chuyển động và giữ nguyên 
khôi lượng. 

(a) Nguyên lý vật lý nào áp dụng cho chuyển động của thiên thạch sau khi 
va chạm? 

(b) Mõ tả hình dạng quỹ đạo thiên thạch sau va chạm. 

(c) Tìm khoảng cách ngắn nhất của quỹ đạo thiên thạch sau va chạm so 
với trái đâu. 

(UG, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Nguyên lý bảo toàn cơ năng và momen động lượng được áp dụng cho 
thiên thạch nặng sau khi va chạm. 

(b) Để ban đầu thiên thạch chuyển động tròn thì # < 0, như vậy sau khi 
va chạm ta vẫn có E < 0. Sau khi mất 2,0% động năng, thiên thạch lớn sẽ 
chuyến động trên quy đạo elip. 

(c) Từ 

mi! — GmIAI 


_ ra 


ta có động năng của thiên thạch trước va chạm là 


2 GHẢTI — mi TÝ? 
àr ằr 
r¡ x 9,8 x 10” x 6400” 


= ——_—.-==——— - ng 
— —2[8400: 4200) 1,89 x 10”n jun, 


~nu 
2 
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Trong đó zr là khối lượng của thiên thạch theo đơn vị kg. Thế năng của thiên 
thạch trước va chạm là 


G mM 


TH ~m+ˆ? = ~3,78 x 10”m.jun. 


Trong quá trình va chạm, thế năng của thiên thạch lớn không thay đối, 
trong khi động năng đột ngột giảm xuông 
1,80 x 10m x 98% = 1,85 x 10”7n jun. 
Do đó, cơ năng tổng cộng của thiên thạch sau va chạm là 
E = (1,85 — 3,78) x 10m = —1,98 x 10m jun. 
—GmM — —m.R?g 


2a 2œ 
Ta tìm được trục chính của elip có phương trình 


E 


` 


l?qạ  — (6400x10392x 9.8 


9q — 
#” 1,93 x10? 1,93 x 107 


= 2,08 x 10m = 2,08 x 10' km. 


Do sau khi va chạm, vận tốc của thiên thạch lớn vẫn vuông góc với vectơ bán 
kỉnh từ tâm trái đât, nên thiên thạch ở điểm viễn địa của quỹ đạo elip. Khoảng 
cách giữa điểm viễn địa và tâm trái đất lúc đó là 6400 + 4200 = 10600 km và 
khoảng cách của cận điểm tới tâm của trái đắt là 


Tmịn — 20800 — 10800 = 10200 km . 


Do đó khoảng cách cực tiểu giữa thiên thạch và trái đât sau khi va chạm là 
10200 — 6400 = 3800 km. 

Từ những tính toán trên, ta thây rằng kết quả không phụ thuộc vào khối 
lượng của thiên thạch. 
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Biết rằng vệ tỉnh ở gần bể mặt trái đất có chư kì là 90 phút và gân bể mặt 
mặt trắng cũng có chu kì khoảng 90 phút. Kết luận thú vị gì có thể rút ra về 
thành phần câu tạo của mặt trăng? 
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(UỤC, Berkeley ) 
Lời giải: 
Từ phương trình mưư? — (ŒAÄƒf/r” cho vật khôi lượng ?¡ quay quanh vật 
có khối lượng Aƒ dưới tác dụng của lực hâp dẫn, ta suy ra 
P°vý” = GẤT, 


Nêu lạn có A7, A7,„ là khôi lượng vả ra, r;a la hán kính tương ứng của trái đât 
và mặt trăng. thêm vào có chu kì của vệ tỉnh trái đẫt và mặt trắng gắn như 
nhau ta cỏ 


tổ Alin 

r Mẹ ' 
hay 

À/, Ta 

W% - Tụ 


Trong đó Y2 và L„ lần lượt là thể tích của trái đất và mặt trăng. Như vậy khỏi 
lượng riêng của trái đât và mặt trăng là giỏng nhau. 
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Tương tác giữa nguyên tử và iên tại khoảng cách lớn hơn tiếp điểm được 
cho bởi công thức thê nãng sau W'(r) - -€Cr 1. (C = c?H?/2, trong đó e là 
điền tích và 7, là độ phân cực của nguyên tử). 

(a) Vẽ đường cong thê năng hiệu dụng như là hàm của r. 

(b) Nêu năng lượng tổng cộng của iön vượt quả giả trị Vụ, là giá trị lớn 
nhất của thẻ năng hiệu dụng, iôn có thể va chạm với nguyên tử. Tim 1 theo 
momen động lượng /.. 

(c) Tìm tiết điện để ion có thể va chạm với nguyên tử (xuyên tới r = U) 
theo vận tóc ban đầu ø»¿ của nó. Giả sử iôn nhe hơn nhiều so với nguyên tử, 

(ÚC, Berkeley } 
Lời giải: 
(a) Thế năng hiệu dụng phụ thuộc vào z là 
-Œ LẦU 
1ạw(r] — 
s““h Đrnr? 


“1x . ` ˆ . ... ˆ , ` h £. 
Irong đỏ ¿, là momen động lượng của iồn quanh nguyên tử và rrð+ là khỏi lượng 
của iôn. Biên thiên của thể năng theo r được mô tả trên hình 1.35, 
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Hình 1.35 


(b) Để tìm giả trị cực đại của 1„ø, 1q, ta đt 


dVp 1C LẺ đG@ ý % 1 
; = = sa ma le sa#; 
ch ph r3 r mj/ r3 
Nghiệm của phương trình trên là 
rị — ®. Tạ = rv€Œm. 
Xét 
d V„ _ —20Œ 3L? 
dr? rể Ì mmy4' 
Thế rị và r; vào phương trình trên ta có 
đ°V Ỳ V. 
„m¡j =ñ =' | sử. 
ðP® |r.. r2? |... 
' r=T¿ 


§ š s3 gÉ _ `. 4 
Do đỏ tại r — 7 vŒm, Vậq đạt giả trị cực đại Vụ = _. 


(c) Biểu diễn theo năng lượng toàn phần là 


}Ề 


E= “mu + - „ # 
tưmr2 
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ta có thể viết m# -= V2m( — V) ~ 1ÿ. Theo momen động lượng ¿ ta có thể 


việt 6 = xế: Do 


ta CÓ 


2m(E ~ V)~ ‡s 


Ta có thể tìm được dịch chuyển góc của iôn so với nguyên tử khi di chuyển từ 
vô cực về vị trí gần nhật zm¡n so với nguyên tử 


®o 
d 
øy = LÍ = ———- 
mm v2 (2m(E — V) — để 
Do 


: lóc C 
Sa. N G . Ha. 


®œ 
đ 
6. = Lị Sã : 1/2 
Bhom: yố (đ& — l3 + m€ ) 


= vVâmG [ 5 


mg 
1 tí (Lr — 2vVmCŒ 
v2 (Er +2vm e) Tmìn 


7m, khoảng cách cực tiểu từ iôn tới nguyên tử có thể nhận được nhờ cho 
dr __ 


dg = Ú, : 
2m(E — V)— Am =0 
r? n 
hay 
2mEr3 ~ L”r? + 2mƠ =0. 
Do đó 
„2 — L2+ VI — lôm?EO _ I” _ 4m 
ĐNREC 4m. 4mnP L2 ` 

hay 


2 


Tmin — T1 mí. 
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Thê rm¡n vào biểu thức của đ) ta có 
Ø8, =œ. 


h : Ậ _ À _ Sêy lo á LÀ 42 

Tại sao đị lại không hưu hạn? Nguyên nhân bởi # = Vạ = T8ẺmZ: khi # —› 0 
` n ^ ; 3 Xa SE, ; Ề Si Số 

hay r nh Tmin, thành phân vuông góc của vận tộc rØ = = — nượn” là một 

hằng số, do vậy trong snột khoảng thời gian vô hạn quỹ đạo mới tiên tới đường 

tròn bản kính mịn và không xảy ra va chạm. 


Nếu  > Vọ, r„¡„ có giá trị phức thể hiện rằng không có khoảng cách cực 
$ kì ..Ã ` A ^ là ˆ 2 Là - * .. mã x , ` 
tiểu của iôn và nguyên tử. Một cách vật lý có thể thấy rằng khi iôn tới vị trí mà 
W2#£ — Vạ, # # 0 và lôn tiếp tục tiễn tới nguyên tử. Do /. bảo toàn, vận tốc của 
_ `... ? 8 "`. ` 
iôn, (r2Ø3 + z3)1⁄2 = (sa + r2) , sẽ ngäy càng lớn khi tiễn tới gần nguyên 
tử (với điều kiện phương trình thể năng, V(r) = - § vẫn không đổi). 
Giả sử tôn tiên tới nguyên tử với thừa số va chạm b và vận tốc ban đầu uạ. 
Để xảy ra va chạm ta phải có 
4 2,4 k4 
h rn^ob 


"". 
#= cmuf > Vụ = =~ 
58 (00071715894 TR CN 16C 


hay 
ki 


số 
mrủo 


bÍ< 


Do đó tiết diện để iôn có thể va chạm với nguyên tử là 


: 2m /2Œ 
t? = L 
“ - +0 Tn 
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Xét mô hình cổ điển của một nguyên tử triti có điện tích hạt nhân +1 và 
một electron di chuyển trên một quỹ đạo tròn bán kính rạ, quanh hạt nhân. 
Hạt nhân đó đột nhiên phát xạ ra một negatron và điện tích chuyển thành +2. 
(Hạt negatron phát xạ thoát khỏi rât nhanh và không ảnh hưởng tới hệ sau 
khi đã thoát khỏi hạt nhân). Electron đang di chuyển trên quỹ đạo đột nhiên 
có trạng thái khác. 


(a) Tìm tỉ số năng lượng của electron sau khi và trước khi phát xạ negatron 
(lây gốc năng lượng là động năng bằng không tại điểm vô cùng). 
(b) Mô tả một cách định tính quỹ đạo mới. 
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(e) Tìm khoảng cách gần nhất và xa nhất của quỹ đạo mới theo rạ. 
(d) Tìm trục lớn và trục nhỏ của quỹ đạo elip mới theo rụ. 
(UCG, Berkeley ) 
Lời giải: 
(a) Khi negatron rời khỏi hạt nhân một cách tức thời, ta có thể coi quá 


trình đó không làm ảnh hưởng tới vị trí cũng như động năng của electron trên 
quỹ đạo. 


Từ mỗi liên hệ vẻ lực 


2 2 
TrDq — e (1 
— =—n: 
To 4m£opT§ 
ta có thể tìm thê năng của nó 
m1 ` e? 
2 Ñ7r£qTo 


và cơ năng tổng cộng trước khí phát xạ negatron là 


AC r SẾn gen 
2 4mr£org ro 87£g7o 
Sau quá trình phát xạ, động năng của electron không đổi reo. trong khi thê 
năng thay đổi thành 
—2e? —e? 
4megro — 27eprg_ 


Như vậy, sau khi phát xạ, năng lượng tổng cộng của electron là 


P muậ 2e2 -8e?2 
Ji = : 
2 47£070 Ñz£o7o 
từ đỏ suy ra 
E 
= =3. 
⁄h 


Nói cách khác, năng lượng tổng cộng của electron trên quỹ đạo sau phát xạ sẽ 
lớn hơn 3 lần so trước khi phát xạ. 

(b) Do E› = _ phương trình điều kiện (1) của chuyển động tròn đều 
không thỏa mãn, vì vậy quỹ đạo mới sẽ là một elip. 

(c) Bảo toàn năng lượng cho ta 


-äe* — —c?  m(??+r?62) 
8Z£oruo— 2eạr 2 ' 
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sÉ % , ` ~ , 2 z Ả HÌ ` ⁄% 
Tại vị trí mà eleetron quỹ đạo có khoảng cách gắn nhất và xa nhất so với hạt 
nhân, ta có r = 0, 


—8e? mr?82 c3 12 e 
% §meạro 2 2reor 2mr2 2neor` 
khi đó với ý 
1? = mˆ?uậr2 đê 
47co 


phương trình trở thành 


nghiệm của nó là 


Do đó khoảng cách gần nhất và xa nhất của quỹ đạo mới lần lượt là 


Tmin —= LÝ Tmax = Ì 


Đơn vị là rọ. 


(d) Đặt 2ø và 2b là trục lớn và trục nhỏ của quỹ đạo elip, 2e là khoảng cách 
giữa hai tiêu điểm. Ta có 


Áro 
2d — Tmin  Tmax = Kš ' 

27o 
2C E Tmax — Tmin = `. Ũ 


2b = 2V/a2~ c2 = ) 
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Một vệ tỉnh được phóng lên từ trái đất theo quỹ đạo xuyên tâm so với mặt 
trời để thoát khỏi hệ mặt trời với vận tốc vừa đủ. Nó được tính toán sao cho 
sẽ tới quỹ đạo của sao Mộc tại điểm có khoảng cách b đằng sau sao Mộc. Dưới 
ảnh hưởng của trường hấp dẫn của sao Mộc, vệ tỉnh sẽ bị lệch một góc 90°, so 
với phương ban đầu, có nghĩa là sau đó vệ tỉnh sẽ có vận tốc có phương tiếp 
tuyên với quỹ đạo sao Mộc (hình 1.36). Trong quá trình đó, sao Mộc nhận 
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được bao nhiêu năng lượng? Bỏ qua ảnh hưởng của mặt trời tại thời điểm 
tương tác này và giả thiết thời gian tương tác là nhỏ so với chu kì của sao Mộc. 

(ÚC, Berkelay ) 
Lời giải: 

Đặt r là khoảng cách từ sao Mộc tới mặt trời, œ; là vận tốc của vệ tỉnh so 
với mặt trời tại thồi điểm cắt quỹ đạo sao Mộc một khoảng ò sau nó mà chưa 
bị ảnh hưởng của sao Mộc và rn và AM, lần lượt là khôi lượng của vệ tỉnh và 
mặt trời. Do vệ tỉnh có năng lượng vừa đủ để thoát khỏi mặt trời nên ta có 


rnữ? _ GmM; 
2Ô 


¬ 2GM, — J2x 4,01 x 1014 x 3,33 x 105 
tTV r 7,78 x 1011 


= 1,85 x 10! m/s = 18,5 km/s, 


Suy ra 


trong đó sử dụng A⁄; = 3, 33 x 105A, (M, là khôi lượng của trái đất), ŒM; = 
g2 (R là bán kính của trái đất) = 4,01 x 1014 m3/4?, r = 7,78 x 101! m, 


Vận tôc u; của sao Mộc so với mặt trời là 


vộ —GM, 
mẻ r2 Ẻ 
nghĩa là 
GM Đi 
0= 4Í — = ~È=13,1 km4. 
J P gã 


+ Â. vớ ` ` ` £ Lẻ kì ^ ˆ £ + lệ ˆ 
Khi vệ tỉnh vừa vào trường hâp dân của sao Mộc, vận tốc của nó trong hệ 
tọa độ của sao Mộc là 


Vị = Vị — VỰ, 


hay 
ty = V'18,52 + 13, 12 = 22,67 km/s. 


Nếu b không đổi khi tương tác, sự bảo toàn momen động lượng của vệ tỉnh: 
trong hệ quy chiêu sao Mộc cho biết vận tốc của vệ tỉnh trong hệ quy chiều 
sao Mộc khi nó rời trường hâp dẫn của sao Mộc. Sau quá trình tương tác, vệ 
tinh rời khỏi trường hập dẫn của sao Mộc với vận tốc (trong hệ quy chiều mặt 
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Quỹ đạo của Sao Mộc 


MẬT TRỜI 


Hinh 1.36 
trời) có phương tiếp tuyên với quỹ đạo sao Mộc. Do đó vận tốc của vệ tỉnh so 
với mặt trời là 
UƑ —Uy +UJ= 22,67 + 13.1 = 35, 77 km/s. 


Năng lượng thu được trên một đơn vị khối lượng của vệ tỉnh trong quá 
trình tương tác này là 
35,772? — 18,57 
2 


= 468,6 x 108 J/kg. 
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Bằng những lập luận nào và sử đụng những đại lượng do được nào người 
ta có thể xác định được những đại lượng sau với độ chính xác cao? 

(a) Khối lượng của trái đất. 

(b) Khôi lượng của mặt trăng. 

(c) Khoảng cách từ trái đất tới mặt trời. 

(Columbia} 

Lời giải: 

(a) Một vật trên trái đât là nặng hay nhẹ là do lực hút hắp dẫn của trái đất 
quy định. Ta có 


Gm„rn 
TH — Rề 1 
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từ đó khôi lượng của trái đất là 


gR 
sa: 


Trl„ — 


Trong đó ¿ là gia tốc trọng trường, # là bán kính trái đất, và Œ là hằng sô hấp 
dẫn, đều là những đại lượng đo được. 

(b) Xét hệ hai vật có khôi lượng mạ, mạ, cách nhau một khoảng z, và dưới 
tác dụng của tương tác hắp dẫn. Phương trình lực là 


Tmny?rta mị?mna 2 
——>—= | ———— |Tư; 


r rmỊ +} Tr› 
hoặc 
Ar2r3 
(mì ‡ tạ) = _n_ 


Trong đó mịma/(mị + my) khôi lượng rút gọn của hệ. Áp dụng cho hệ trái 
đât - mặt trăng ta có 
: 4na® 
G(mụ, + rr„) = ..3 ' 
trong đó ¡n„, ¿ và 7` tương ứng là khối lượng, bán trục chính và chu kì của 
mặt trăng. Nêu biết z„ trong câu (a) với a và 7 xác định bằng quan sát thiên 
văn, có thể nhận được mự„. 


Mặt Trời Trải Đất Eros 
| 
In - Shin s œ b ÔN em ` 
Hnmh 1.37 


(c) Mô tả dưới đây là một phương pháp mang tính lịch sử dùng để xác 
định khoảng cách giưa mặt trời và trái đất thông qua tiểu hành tỉnh Eros. Khi 
mặt trời, trái đất và Eros nằm thẳng hàng như trên hình 1.37, hai người quan 
sát tại A và B ở vĩ độ À¡ và À; trên cùng mặt phẳng chứa Eros và mặt trời đo 
góc œ: và œ›¿ như trên hình 1.38. Do 


œ=À;—ð+ 9», ơi =Ài -ô+Ổi, 


6-BT&L 6 CƠ HỌC 
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c_—¬n 
ma Eros 


Xich đạo 
g,< ——— ——_ 


Trải Đất 
Hinh 1.38 
dẫn tới 
đ = đì = (tạ (CÈ] À2 + Àt ` 
vả 
ly ứ+—d lạ _ nị—a 
Sin/l» — siray. Sin j3) sindaI ` 
Suy ra 
. : th, . - : 
đạ — th ãsin/s si = (sin@a¿ — sH ơi), 
ty mm 
14 CÓ 


f„(sin œ¿ — gìn œ1) 
đy— dị À¿ +ÀIi 


„„—g= 


Áp dụng định luật Kepler II 

qŠ 
dị — TẾ ` 
Trong đó 7 và 7 lần lượt là chu kì quay của trải đẫt và Eros xung quanh mặt 
trơi. Hai phương trình cuôi cùng cho phép ta xác định được ¿. 

Tuy nhiên, phương pháp này không chính xác do quỹ đạo chuyển động của 
Eros và trải đât là elip, không phải là tròn (tâm sai của quỹ đạo Eros —= Ú. 228), 
và góc giữa hai mặt phẳng quỹ đạo lớn hơn 10°. Hiện tại có rất nhiều cách 
khác có thể đo được khoảng cách tới mặt trời chỉnh xác hơn nhưng không phải 
là phương pháp cơ học. 
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Hai nửa hình trụ đồng trục dài với mặt cắt ngang mô tả trên hình 1.39, 
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mang điện tích với phân bó để tạo ra điện trường xuyên tâm E = ke;/r Ở giữa 
chúng. Một hạt có khỏi lượng m, vận tốc v và mang điện tích âm —„ di vào 
trong vùng giữa hai nửa hình trụ đó từ bên trải và có phương vuông góc với 
trục của chúng và vuông góc với phương xuyên tâm (như hình vẽ). Do vận tốc 
không có thành phần hướng theo trục của hai nửa hình trụ, ta chỉ xét chuyển 
động của hạt trong mặt phẳng hình vẽ. 


Hình 1.39 


(a) Nêu hạt chuyển động theo một hình tròn khi ở bẻn trong hai nửa hình 
trụ, thì bản kính r của chuyển động phải thỏa mãn điều kiện nào? 

(b) Tiếp theo, xét quỹ đạo chuyển động của hạt tại điểm bắt đâu khi đi 
vào vùng không gian giữa hai bản tụ có cùng khoảng cách tới trục của hai nửa 
trụ và có cùng tộc độ như trên câu (a), nhưng nghiêng một góc ở nhỏ so với 
phương ban đâu. Với một góc nhỏ ¿3 bắt kì thì điểm #, tại đỏ hai quỹ đạo lại 
cắt nhau một lẳn nữa, không phụ thuộc góc ¿3. Tìm vị trí của điểm 7 đó. (Chỉ 
xét trong mặt phẳng hình vẽ). 

(c) Lỡi giải của câu (a) thay đổi thẻ nào nêu thay điện trưởng bằng một từ 
trường đều hưởng đọc theo trục của hai nửa hình trụ? 

(CGolumbia ) 


Lời giải: 
(a) Khi hạt chuyển động trên một quỹ đạo tròn, ta cỏ 


mù? qk 
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Miễn là vận tốc v của hạt thỏa mãn điềểu kiện trên, nó sẽ chuyển động theo 
một hình tròn với bán kính bằng với khoảng cách của đường thẳng ban dầu 
tại điểm bắt đầu vào miễn không gian giữa hai nửa hình trụ tới trục của hai 
nửa hình trụ đó. 

(b) Hạt chuyển động vào bền trong hai nửa trụ tại điểm có khoảng cách 
rọ và tốc độ bằng với câu (a), nhưng nghiêng một góc ổ so với phương ban 
đầu. Nguyên lý bảo toàn momen động lượng và năng lượng cho ta 


mr20 = ThTọU Œ) 
"“.... lá . 
rn(fˆ + rˆ0^) + qkIn | — ] = mu. (2) 
2 T0 2 


Khi quỳ đạo mới lệch với quỹ đạo cũ một lượng nhỏ, ta đặt 


T—=To+tiỗr, 
„4 

PE 0072 
0 =ưn +ôô, 


trong đó œọ là vectơ vận tóc góc của quỹ đạo tròn ban đâu, và ár, öổ là các đại 
lượng nhỏ. Thay vào (1) ta có 


TpU bà 1 


ô=— =e 
nôn u # 


hay 


'Ta cũng có thể viết 


3 2 2 ẳy ốr\? 
rˆ = (ro + ôr)“ — rộ nhi NG THỜ) _ : 
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Do vậy (2) cũng có thể viết lại, bỏ qua các thành phần vi phân có bậc lớn hơn 


| đâr \Ễ mu? qgkÝN .c¿ qk— mu? 
- ~ =—m—zz|(ð ———— |ðr=0 
ym( di ) 5 Ệ Tổ nÌ: Châu (° Tọ ) ú 


hay (chú ý ạk = mz°), 
1 /dâr\? ÁN? 5 
3) +() KD 


Sau đó lẫy đạo hàm theo thời gian cả hai về ta có 
d°ôr ĐÀ 
—+2 =0 
d j (š) ¿ 


ôr = Áain (vợt + ®) ñ 
lấU 


với nghiệm là 


Trong đó 4 và „ là các hằng số tích phân. Với điều kiện ban dầu là 


r(0) = 7n, r(0) = usinØ, 


hay 
d 
ôr =Ú, điển = usin8 tại ¡ =0, 
suy ra 
T0... 
=0, Á= —=sìnÓ. 
ba v2 h 

Do vậy 


š 7a . : U 
ỏr — ——sinđain v20) ị 
v2“ ( ro 


Tại điểm cắt của hai quỹ đạo, ôr = 0. Điểm cắt thử hai xảy ra tại thời gian ¿ 
sau đó được cho bởi 


V2-*“‡ =1, hoặc +‡= —>— 


To V20 ` 


và vị trí của P được cho bởi 


0 =Ôt ạt = —E= —— 


T0 V?' 


vậy vị trí P không phụ thuộc vào /. 
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(c) Nếu có một từ trường đều tác dụng vào hệ đọc theo trục hai nửa hình 
trụ thay cho điện trường thì ta có 


mmu2 
——=q0BÖ. 
# 


Bán kinh của hình tròn sẽ là 
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Quỹ đạo chuyển động của một hạt chuyển động dưới tác dụng của một lực 
xuyên tâm là rô — hắng số, Xác định phương trình thể năng theo r. 
(Golumbia) 


Lời giải: 
Xét lực xuyên tâm E = rƑ'(z) tác dụng lên hạt có khối lượng zn. Áp dụng 
định luật hai Newton ta có 
F. = m(# — r8?) , (1) 
0 = m(rỗ + 2?8) (2) 


trong hệ tọa độ cực. Phương trình hai suy ra 


`... 
rŨ + 278 = Ea 0)=0, 
hay 
r?ð = hằng số =h, chẳng hạn, 
hay 


Ö = húu2 


bằng cách đặt 
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Cơ học Newrton 
Khi đó đo 
_ đổ uxdy . sửn - đu 
TS nn lê) = hu Er! ha" 
_ a#t , ;d đu \ — ạ 2?u 
KD Hà: s( hy)= bI777:2. 


rũˆ = _Nui = h°uŠ, 
u 


phương trình (1) trở thành 


Phương trình này thường được gọi là công thức Binet, 
Trong bài toán này, coí r = 3 và viết phương trình quỹ đạo dưới dạng 
u= Cô, 
trong đó Œ là hằng số. Công thức Binet suy ra 


—mhˆ 


` =_-mh°u3 = —— 
_ 


Thẻ năng theo định nghĩa là 


Ú "nh? —nh21” —rnh? 
“h...mi _ đr=| 22 |.“ PA 


2+ Ẫ H - Sế A7 KUAI M ˆ 
với mộc thê năng tại vô cực bằng không. 
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Tàu Mariner 4 được thiết kế để du hành từ trái đât lên sao Hỏa trên một 
quỹ đạo hình elip với cận nhật của nó là trái đất và sao Hỏa là điểm viễn nhật. 
Giả thiết là quỹ dạo của trái đất và sao Hỏa là hai quỹ đạo tròn có bán kính 
lần lượt là g và Hạ. Bỏ qua ảnh hưởng với trường hấp dẫn của các hành 


tình đến tàu. 


(a) Với vận tộc nào so với trái đất tàu Mariner 4 phải rời khỏi trái đắt và 


theo phương nào? 
(b) Sau bao lâu tàu tới sao Hỏa? 
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: . 
(e) Khi tới quỹ đạo sao Hỏa tàu có vận tốc là bao nhiêu so với sao Hỏa? 
(Thời điểm Mariner 4 rời trải đất phải được chọn chính xác nêu nó phải tới 

sao Hỏa. Giả sử điều này đã được thực hiện. 
(Columbia ) 
Lời giải: 
Do tác dụng của lực hấp dẫn lên tàu Mariner 4, là một lực xuyên tâm, là 
một lực thế nên ta có 


mì? GmmMÍ  rnh 
2 r 2r32 ` 


Trong đó zn và AM tương ứng là khối lượng của Mariner 4 và mặt trời, G là 
hằng số hấp dẫn, và h = r?9 là hằng số. Tại điểm cận nhật và viễn nhật của 
quỹ đạo elip, ? = 0, r = ]ầu và r = lt¿;. Do đó 


Ò__ =ŒmM nh?” -GmM- mh? 
san li Tang = Tung 
Pu SH, Rp 2R‡ 


Suy ra 


be Th 
Rw¿+Rb ˆ 
Tại điểm cận nhật, vận tốc so với mặt trời là 


h 2GM Rị 
= Sài — 
lì. fig(Rm + R.) 


Giả sử Mariner 4 được phóng theo hướng cùng chiều chuyển động của trải đất 
quanh mặt trời. Vận tốc của Mariner 4 rời trái đất so với trái đất là 


%cy sec | 2GMRM  _ [GM 
l 4 Ý R.(im + Re) lpg ` 


, ` ^ Ầ ^ 3 ⁄+ HÀ Z ˆ H ˆ 
trong đó ø¿; là vận tốc chuyển động của trái đât. Tương tự ta có vận tốc tại 
điểm viễn nhật so với sao Hỏa là 


"ma. 2GMRg GM 
I M WRu(u+Rg) VRg” 


Áp dụng định luật Kepler 3 ta có chu kì 7' của Mariner 4 quay quanh mặt trời 
là 
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Trong đó 7 = là chu kì quay của trái đất bằng 1 năm. Do đó thời gian để 
Mariner tới sao hỏa là (đơn vị là năm) 


¬——:..., 
= 
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Hạt pion mang điện tích (x† hoặc x~) có động năng phi tương đổi tính là 
T. Một hạt nhân nặng có điện tích Ze và bán kính hiệu dụng b. Xét một cách 
cố điển, hạt pion va chạm với hạt nhân nêu khoảng cách giữa chúng là b hoặc 
nhỏ hơn ở. Bỏ qua ảnh hưởng của lớp sự giật lùi hạt nhân (và các ảnh hưởng 
của vỏ điện tử), chỉ ra rằng tiết diện va chạm của pion là 


2 —= £ 
. = X0) đối với x1, 
và ý 
AT. Bo dỗi với m7, 
T 
trong đó 
Zc 
Và Tố 
(Columbia ) 
Lời giải: 


Gọi ở là thông số va chạm của pion khi tới gần hạt nhân. Pion cỏ vận tốc 
ban đầu là ?“ và momen xung lượng là v27 7nd, trong đó zn là khối lượng 
của pion. Tại điểm gần nhật của hai hạt, vận tốc theo phương tới hạt nhân của 
pion băng không, tức là +; = 0, ò = b8. Áp dụng định luật bảo toàn momen 
xung lượng ta có 

V27? md = mb?ô 


hay 


Bảo toàn năng lượng cho 


| : 
T=V+ 2nb}8 : 
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Khi dưa thế năng vào phương trình, hay 


lộ Sa J 2C — 5), 


Tiêt điện va chạm của pion là 


_ a_ m 2(T— V) 3_ ,a(Ÿ-V 
SE RỤC môn ha Tb“ = TT So 


2 ẢÀ. TL z 
Thay V = Z£~, đôi với „1 ta có 


T_—_V 
— „H2 
đ—rTb = )à 


` &. Z =— Z „2 z 
và đỗi với z~, V = - “£ˆ ta tó 


„(T+V 
=rh| —— ]. 
„=2 (TT) 
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Ước lượng độ lớn của một tiểu hành tỉnh mà bạn có thể thoát ra được nhờ 
một cú nhảy. 

(Columbia ) 
Lời giải: 

Nói chung, trước khi nhảy, người ra luôn khuyu khớp gồi để hạ thắp trọng 
tâm khoản 50 cm và sau đó mới nhảy. Độ cao thông thường của một người có 
thể nhảy là khoảng 60 cm cao hơn chiều cao của anh ta. Trong quá trình này, 
công sinh ra là (0, 5 + 0,6)zzø, trong đó zn là khôi lượng của anh ta và ø là gia 
tốc trọng trường. 
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Có thể coi khí nhảy trên một tiểu hành tỉnh khối lượng M và bán kính R 
ta phải tôn cùng năng lượng như trên trái đất. Do đó để thoát khỏi tiểu hành 
tính bằng một cú nhảy ta cần có 

GMm, 


1, ng = —C— + 


HÀ H .Á Ạ a ` ` _ ` z- ` , 
Nêu giả thiết mật độ của tiểu hành tỉnh và trái đất là như nhau ta có 


KỆ ca 
Mẹ RỆ ` 


Trong đó Ag và R„ lần lượt là khối lượng và bán kính của trái đất. Do g = 
GMz / RỆ, ta có 
tài, 3 
n- GM — R : 
1, lg 1, 1tr 


hay 


R= V1,1Rg = V1,1 x 6400 x 103 = 2,7 x 102m. 
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Bạn biết rằng gia tốc gây ra bởi trọng lực trên bể mặt trái đất bằng 
9,8 m/s2, và chiều dài vòng tròn lớn nhất quanh trái đất là 4 x 10” m. Bạn 
được biết rằng tỉ lệ bán kính và khỏi lượng của trái đất so với mặt trăng lằn 
lượt là 

Đm Mm 


——=2 à 
DĐ, 0.27 và M, 


=0,0123 


(a) Tính vận tốc tôi thiểu để thoát khỏi trường hấp dẫn của mặt trăng từ 
bể mặt của nó. 
(b) So sánh tốc độ này với tốc độ chuyển động nhiệt của các phân tử oxy 
tại nhiệt độ của mặt trăng có thể đạt 100°CG. 
(UC, Berkeley ) 
Lồi giải: 
(a) Gọi vận tốc để thoát khỏi trường hấp dẫn của mặt trăng là ø„¡a, ta có 


mìn 


mư? _ GMmm 


2 Ă= 
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Suy ra 


. /0.01281 /GA,\ „ 
min T_——— ~~ ———— ——— 2?, 
Tin 0. 27 L3 


/0,0123\ ý 
(5) VN?” = 2,38 x 10” m/s 


có sử dụng ø = GM,/r¿, D„/D, = 0,37 và M„/M, = 0.0123. 


(b) Động năng trung bình của chuyển động nhiệt của phân tử oxy tại nhiệt 
độ 100°C là 37/2: 


đố kì 
amuỶ Sẽ skT 


Do đó 


/3k7 3x 1,38 x 10 23 x 373 
I— = IÍ Su ra = 538 m/s . 
Ym 32 x 1,67 x 10? 
Ai 262 Ä .- R Si sào nu tài rể ca, 4a 
», vận tộc chuyển động nhiệt của oxy trên mặt trăng tại nhiệt độ cao nhật của 
nó nhỏ hơn vận tốc ø„¡a, vận tốc để thoát khỏi mặt trắng. 
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Một vật có khối lượng là một đơn vị khối lượng chuyển động trong một 
trường thê có thế năng (r). Quỹ đạo của nó là z = ae”, trong đó Ø là góc 
phương vị đo trong mặt phẳng quỹ đạo. Tìm I/(z) chính xác tới một hằng số 
nhân. 


(MIT) 
Lời giải: 
Đặt 
NA. 
=— =— 
Tứ 
S3 ÁN 2 2,„b0 
` = chai = bu, 


va công thức Binet (Bài 1055) 


2 
P,.= _—mhˆ?u? lP + +) 
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đổi với 1 cho 


;*(bˆ + 1] E1} 


{ "ứ TU `. 
h h“th* : 1L” — 
b =- 


"nã 
Lấy tích phản và lây góc thế năng !/(r) tại vỏ cực r — %, ta có 
hˆ^ b2 +] 

3 _.- 


trong đỏ ' — z?2 là momen động lượng được bảo toàn của vật khi chuyển 
động quanh tâm của lực và được xác đỉnh bởi các điều kiện ban dẫu. 
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'lắn xa trên hình câu cửng: 

Chỉ ra rằng tiết diện cổ điển đổi với tản xa đản hồi của những chất điểm 
từ rmót hình cầu nặng vô cùng bản kính ?#? là đăng hướng. 

(MII) 

Lới giải: 

Với tán xa đàn hồi, góc tới bằng góc phản xạ. Khi đó góc tắn xạ ¿ — 20 
(hình 1.40). 


Hình 1.40 


Nếu È lũ tham số va cham, ta có 


h = Hainn0, 
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và 
dđb = Rcos0d0. 
Đạo hàm của tiết diện tắn xạ theo góc dặc = là 
2, dơ : 
2mbdb = 2x Rˆ sìn Ô cos 0đ6 = zoT sin ¿đụ , 
hay 
đz _ 1 R2 sin 28d0 
dQ 2 sin¿dụ¿ 
tr RẺ sìn dụ — ThÀ 


4 singda 4ˆ 


Như vậy tiết diện vi sai cổ điển độc lập với góc tán xạ. Nói cách khác, tán xạ 
là đăng hướng. 
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Tìm phân bỗ góc và tiết diện tán xạ toàn phần của những viên bí nhỏ 
khôi lượng rr, bán kính z trên một quả bóng bi-a khối lượng A⁄, bán kính R 
(m < M). Coi tắn xạ là đàn hỏi và không có lực ma sát. 

(Columbia ) 
Lời giải: 

Do z„ << A7, quả bóng bï-a nặng sẽ không bị dịch chuyển trong quá trình 
tán xạ. Do tán xạ là đàn hồi (hình 1.41), góc tán xạ © liên hệ với góc tới qua 
biểu thức 

O=r_—-2, 
trong đó 9 được cho bởi 
(+ r)sinØ =b. 
Tiết diện tán xạ vì sai là 


đơ _ |2mbdb| — 2m|sinØ cosØ - (R.+ r)?d0| 


dQ — dõ 2zd cos © 
— |‡(Œ +7)? sin ©đ@| " ‡(R+r)?dcos © 
đcos 9 = đcosa 9 


(R+r)?. 


` mm 


Cơ học Newfton a9 


Do #E là đẳng hưởng, tiết điện toàn phẩn là 


Ởt — 4n = n(l+ ?? : 


Hình 1.41 
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Một tàu vũ trụ đang bay trên một quỹ đạo tròn bán kính rạ quanh vi 
sao có khôi lượng A7. Động cø phản lực của tàu phát động để thay đổi vận 
tốc của nó (ngay lập tức) môt lượng Av. Góc phụt của động cơ phản lực 
í' là góc giữa vectơ vận tóc v và vectơ từ đuôi tới mũi của tàu vũ trụ (xem 
hỉnh 1.42). Để tiết kiệm nhiên liệu trong Ấ lần phụt, động cơ phải tôi thiểu 
hóa AW = Y3 ¡Lâv,|, AV được gọi là xung lực riêng. 


“+1 


Hinh 1.42 


(a) Giả sử ta muôn dùng đông cơ của tên lửa để thoát khỏi ngôi sao. Xung 
lực riêng tôi thiểu của tàu phải bằng bao nhiêu nêu động cơ phụt một lẳn duy 
nhất trong khoảng thời gian rât ngắn? Và phut theo hướng nào? 

(b) Giả sử ta muốn thăm một hành tinh có quỹ đạo là hình tròn bán kính 
r¡ >> #ụ. Xung lực riêng tôi thiểu của tàu là bao nhiêu để tới được quỹ đạo của 
hành tỉnh trên, và phải phụt theo phương nào nêu một lần nữa động cơ chỉ 
phụt một lần đuy nhất trong thời gian rất ngắn? 
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Giả sử ta muỗn sử dụng động cơ của tàu để làm cho nó đảm vào vì sao 
(giả thiết bán kính của vì sao có thể bỏ qua). Tỉnh xung lực riêng tôi thiểu của 
tàu trong cả hai trường hợp sau: 
(c) Phụt một lần trong một thời gian ngắn với góc Ø - I80°. 
(d) Phụt một lắn trong một thời gian ngắn với góc Ø = 0° và rồi phụt lần 
thử hai với góc Ø - 18U° sau đỏ. Thời gian lẫn phụt thứ hai và cường độ của 
- (MiT) 


mỗi lắn phụt được chọn để tối thiểu hóa xung lực riêng tổng cộng, 


Lời giải: 
(a) Gọi ¡¡„ là vận tỐc của tàu vù trụ trên quỹ đạo tròn bán kinh zụ, và t„ 


. ˆ £ . LỆ ~ . , 
la vận tốc thoát khỏi quy đạo đỏ. Do đó 
muộ — GATUm mu ŒAlm 
Là) Hi : 3 s rù 
hay 
;GÀI ị 2GAI 
Ứt \í ` tu P 
V “tụ V "ụ 


tụ + |AÃv|eos Ø = tụ + AV củsØ, 


ha 
tủa. ~- 
xung lực riêng cần thiệt để thoát khỏi vì sao là thập nhất khi 0 — (l, có nghĩa 
là vận tốc ban đầu của con tàu và xung lực cùng chiều, và dược cho bởi 


4 
i 


/GŒM 
V 


(2-1). 


AV = tự, — 0ụ 


Hình 1.43 
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(b) Sau lần phụt đầu tiên, tàu vũ trụ thoát ra khỏi quỹ đạo tròn xung 
quanh vì sao và di chuyển trên một quỹ đạo parabon. Khi tàu tiếp cận quỹ đạo 
của hành tỉnh có bán kính r = r¡ động cơ tàu một lần nữa hoạt động (xem 
hình 1.43). Để tàu đi chuyển trên quỹ đạo tròn bản kính r¡, vận tốc của nó là 


1= 1 ——. 
T1 


Đặt uị là vận tốc của tàu khi nó đến quỹ đạo của hành tỉnh và trước khi động 
cơ hoạt động. Bảo toàn momen động lượng đòi hỏi 


Đpe?qg = UieT\ COS 2 


hay 
TqUoa 
Đị, CO8 = ———— . 
li 
Bảo toàn năng lượng suy ra 
1_ ¿ _ GÀfm 
Đ Ũ 
2 lc TỊ 
hay 
2GM 
Uịg — 
8ì 


Khi đó xung lực riêng tôi thiểu cần thiết là 


AV —= |Vì = Vìa| 
hay 
(AV)? = tr + tị — 2U1cU\ (OS ÿ 
2M GM 
= + 
Trì 
_ 3M _ ".. _JðM 
TỊ 
- GM »% —2 _ ) 
T1 TỊ 
Nên 


T-BT&LG Ođ HỌC 
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(c) Với một lần phụt nhanh với góc Ø = 180°, xung lực riêng nhỏ nhất là 
xung lực làm cho vận tốc của tàu z' = uọ — AV = 0, đo đó nó sẽ rơi xuông vì 
sao. Do vậy, xung lực tôi thiểu cần thiết là 

GM 


AV=uòạọ= BE ToBễU 
0 


(d) Nếu sau lần phụt đầu tiên với góc 6 — 0°, tàu đạt được vận tốc thoát 
0ục — \/ 1, hay AVWI = v/ S!(V2 — 1), nó có thể thoát khỏi quỹ đạo, Vận 


tốc u của tầu được cho bởi 


1 ›  GÀMm ` h 
D00 vn, cẺn hãng sồ , 


Khir —¬ so, ø — 0. Lần phụt thứ hai có thể thực hiện khi + 0 theo góc 
Ø = 180° để quay đầu về phía vì sao với xung lực riêng AV; % 0; Xung lực 
tổng cộng là 
GM 
AV z AW =+|———(vV2—1). 
Tp 

Xung lực tổng cộng tôi thiểu nhận được như sau 

Giả sử lần phụt đầu tiên với góc 0 = 0° là 


AVW1 € 0a; — Đạ, 


Sau đó tàu vũ trụ di chuyển theo quỹ đạo elip. Vận tốc của nó sẽ cực tiểu tại 
điểm viễn nhật. Tại đó động cơ phụt lần thứ hai với góc bằng ô = 180° để tôi 
thiểu hóa AV¿. Giả sử rằng tại điểm viễn nhật, tàu cách vì sao khoảng rạ và 
có vận tôe ø, do đó AV: nhận được bằng phương trình năng lượng 

1 2 GMm 1 GMm 


= AW)?— 
PướC = 2 n(0 + AU) ño 


Và phương trình momen động lượng 
rnTzua = 1nrpo(og + AW) . 
Rút gọn ra; ở phương trình trên ta có 


3 2G Mua 2GM 
Uạ — + 
To(Ðo + AW) Tụ 


(uu+ AW)2=0, 


Suy ra 
GM GƠM 


—————dủ|———_ AVi : 
no. An Gian St 


Uạ —= 


Cơ học Newton 93 


trong đó dâu bên dưới tương ứng với vận tốc tại điểm cận nhật và dấu bên 
trên ứng với vận tốc Ỏ điểm viễn nhật. Tại điểm viễn nhật 
2GM 


U¿ — ro(0o + ÂU) ~ (0o + AVWI) . 


Lân phụt thứ hai Avạ phải bằng vạ về độ lớn nhưng ngược chiều để đừng tàu 
Và tàu sẽ rơi xuống vì sao, nghĩa là vạ + Ava = 0. Do đó 


2GM 
AUW = |A = Uua = AVW 
bì | va| U2 ro(o + AVWI) Đọ 1b 
hay 
AVW + AĐW¿ = l bi — Đa. 


?q(Ðo + AW}) 


Ta thấy rằng giá trị của AV; càng lớn thì xung lực riêng AV = AVI + AW 
càng nhỏ, với điều kiện 

AVI € Địa — 0ọ.. 
Do đỏ để cực tiểu hoá cm, lượng, lần phụt dầu tiên sẽ thực hiện một xung 


lực AV¡ = /GM/ra(v/2 ~ 1) và sau thời gian dài vô cùng, động cơ phụt lần 
thứ hai với xung lực vô SRb thụ là AM. 
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“Các viên đạn giữa các vì sao” được coi như là những đám mây khí đặc 
chuyển động như các hạt xung kích đi qua đám mây khí mật độ thắp hơn. Xét 
một đám mây hình cầu đồng nhất bán kính R, khối lượng M, và “viên đạn” 
bán kính < # và khối lượng zn < A7. Bỏ qua các tương tác phi hấp dẫn. 


(a) Hãy viết biểu thức lực F(r), 0 < r < œ, chịu bởi viên đạn theo khoảng 
cách r từ tâm đám mây, và với thể năng V(r), 0 < z < œ. W V(r). 

(b) Viên đạn có momen xung lượng L = rmm(GMR/32)!/2 quanh r = 0 và 
tổng năng lượng là E = -5GMm/4R. Tìm (các) điểm ngoặt của quỹ đạo. 
Viên đạn ở trong hay ngoài, hoặc lúc trong lúc ngoài đám mây? 

(c) Với và E như trong phần (b), viết biểu thức đôi với góc quỹ đạo ví 
sai đ9 theo đr, r và R. 

(d) Viết phương trình quỹ đạo r(0, R) bằng cách tích phân lời giải phần 
(c), có thể sử đụng 
8TCSIIL KH H2 c<09. 


ko 1 
lg===m- N_=: B2 ~ 4ae' 
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Tìm các điểm ngoặt r và phác hoạ quỹ đạo. 
(MIT) 


Lời giải: 


(a) Lực F' tác dụng lên viên đạn là 


M 
Tư (0< r< R) 
F =— 
GAMmn 
He (R<r< œ) 
. 


Từ định nghĩa thê năng V'(r), F = —VV(r), ta có 


h " 
Vợ) =-~ ƒ F‹dr— [ E‹dr (<r<1), 


% R 
Vự)=- | F œ (R<?+< sa). 
“/Ẵc 


Khi thay thê vào biểu thức gắn đúng với F và tích phân, ta tìm được 


ŒM : 
s TL Si g, (U<zxứñn); 
Vír)— 
GÀIm 
: xe (ÑX<t<sằœ]); 


Hình ve phác V'(r) như ỏ hình 1.44. 


V{r| 


Hinh 1.44 Hình 1.45 


(b) Như trong hình 1.44, với tổng năng lượng E ~ —5GÄfm/4H, viên đạn 
chỉ có thể chuyển đông bên trong đám mây khí trong vùng được bao bởi các 


Cơ học Newton 


điểm ngoặt. Tại các điểm ngoặt,  = 0, u = uạ. Do đó 


TTnUạ = Tn Khi. 
g— 32 › 
GMm,„ › ' Tu _ —=9GMm 
DI TP 20M UV Si? DOAREET- 


Khử 12, , ta có, với khoảng cách ngoặt r 


32 (5) I6(TZ) +1=0, 


chúng có nghiệm 


()= 2+v2 

R/ — 8 ` 

Suy ra - 
T+ạ — Tên, 


(c) Bảo toàn năng lượng và momen xung lượng cho ta 


m(?2 + r202) 


h— Vfứr) + 2 \ 
L— mr?8. 
Thay vào biểu thức trên 
n k 
— mr2 ) 


đr d0 ¿S7 TL dr 
— d0dt — dô— mr2d8 ` 


+ 


ta CÓ 
5GMm GMm, › 2.1 |1 /#\?, 1|GMR 
4ñ 2n8 Ứ 38) + ậm |A (5) Tr3| 32 
hay 
đr : 2 : T4 x2 
(5) —T |-sz() +16 (5) 1] 1 
nghĩa là 
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(d) Để lây tích phân biểu thức cuỗi cùng, đặt z = (r/R)”? và viết lại 
phương trình như sau 


dư 


2/8 = =— 
V-32~ Iũr .. z7 


Tích phần, ta nhận được 


œ — 2Ø = arcsin Ghi G, 
8v2 
hay 
z= Ñ+ 4V2sin(œ — 26) = 8 + 4V2cos(29 + đ), 
nghĩa là 


(R) = : 

tì 4l2 + V2cos(20 + ø)] ` 

ở đây ở là hằng số tích phân. Bằng việc chọn hệ tọa độ thích hợp, ta có thể 
cho Ø = 0. Tại điểm quay, r hoặc cực đại hoặc cực tiểu, nghĩa là cosØ = +1. 
Do đó các điểm quay cho bởi 


`"... .... 
h 4(2 + v2) 8 


Như vậy có tất cả 4 điểm quay như chỉ ra ở hình 1.45. 
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Một chùm hạt nhỏ có khối lượng rn chuyển động song song bay về phía 
mặt trăng với vận tốc ban đầu 1Ạ . 


(a) Va chạm giữa chùm hạt với bể mặt mặt trăng là va chạm gì? Biểu diễn 
sự va chạm ơ giữa bán kính #, vận tốc khí rời khỏi bề mặt mặt trăng 1c và 
Vì. Bỏ qua sự xuất hiện của trái đất và mặt trời. 

(b) Nếu bạn không thể suy ra từ công thức, một phản lý luận sẽ đưa ra 
một công thức tốt dựa vào sự phân tích kích thước hạt và căn cứ vào hai điều 
kiện giới hạn Vụ tiên đến 0 và Vọ tiễn đến vô cùng. 

(UC, Berkeley ) 
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Lời giải: 
(a) Hằng số va chạm lớn nhất là b„z„. Các hạt sẽ va chạm với mặt trăng 


nêu khoảng cách giữa chúng xấp xỉ b„ax hoặc nhỏ hơn. Sự biến thiên năng 
lượng và momen xung lượng được tính 


mVW‡ = „V3 GMmm 
Đó u90 R 
1nVpĐmax = ?nVR. (2) 


Œ) 


Từ phương trình (1) chúng ta có thể tính được 


" . ..: 
Về= VỆ + —T— = Mũ + Váy ¿ 


Từ phương trình (2) suy ra 


Ở dây diện tích bŠ mặt va chạm của các hạt với mặt trăng là 


; ị V2 
Ø = TÙ2„v„ = xi2 ụ + vẽ) ị 
Vụ 


(b) Đối với hai trường hợp giới hạn, chúng ta cỏ 


Ø —› đỗi với Vọ — Ö, 


ơ>ztề đỗi với Vụ — %œ. 


Các kết quả này có thể hiểu như sau. Với Vạ rât nhỏ, tắt cả các hạt sẽ va chạm 
với mặt trăng, chúng ta có thể bỏ qua tác động của trái đất và mặt trời. Đỗi 
với vận tốc lớn, những hạt tối mặt trăng sẽ chuyển động đến với sự bỏ qua thể 
năng đo sức hút của mặt trăng không đáng kể so với động năng tác dụng. 

Để áp dụng phương pháp phân tích kích thước, chúng ta đưa ra điện tích 
bể mặt sẽ là bể mặt hình học của mặt trăng với thừa số kích thước bao gồm 


Vệ và V&sc > 
“co ., 


ở đây a và b là hằng số chưa biết mà không thể xác định bằng phương pháp 
này. Hệ số a phải dương thỏa mãn hai điểu kiện giới hạn. 
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Giả sử mặt trời chuyển động quanh bởi một đám mây bụi mở rộng ra xa 
nhỏ hơn bán kính của trái đất. Mặt trời cho biểu thức thế năng quen thuộc 
V = —~GMm/r, và của đám bụi là V = kr?/2. Trái đắt chuyển động tròn theo 
elip với bán kỉnh trung bình rạ. Tác dụng của đám bụi có thể là nguyên nhân 
chuyển động gần với elip. Tìm biểu thức gần đúng (gần đúng bậc một đôi với 
k) tộc độ tiên động và chiều của nó so với chiều quay. 
Gọi ý: Xét dao động nhỏ xung quanh rọ. 

(UG, Rerkelsy ) 

Lời giải: 

Trong phương trình chuyển động theo tia của vật dưới tác dụng của các 
lực xuyên tâm thế năng hiệu dụng là 
" —GMmn kr? L2 


KEO, R9 HÀ 7G: 


Trái đất sẽ chuyển động với quỹ đạo kín bán kính rọ nếu U(rq) là giá trị vô 
cùng, nghĩa là 


() =0 () 
đr T—f7o 
hoặc 
GMm 2 
b + Tb — EEEE.lo 0 h 
Tạ Tọ 


từ đó có thể xác định được ro - 
Khai triển 1/(r) theo chuỗi Taylor 


dU 1 /d2U : 
"=7o t=ro 
L /22U 
Nói -Í — ro)? 
(ro) + 2 ( dr^2 IẠT ữ ro} , 

vì (47)y~„¿ — 0 chỉ còn lại những sô hạng chủ yêu. Phương trình năng lượng 
có thể viết được với r — rọ = z như 

1... 1/HU 5 . 

S -l =h 

smÈ +2 ( a3 ` ảng số 


Lây vì phân hai về của phương trình trên theo thời gian ta được 
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Ở đây đao động nhỏ quanh rọ với tần số góc 


` ÔÔ 
Trt 


—2GÀÍ 37? Thn 
U“(o) = ST 21071. ¿ 
Tọ ?†nrg Tn7q 


trong đó 


Sử dụng phương trình (1). Đôi với chuyển động gân tròn Ƒ, = mz2›o, và chúng 
ta tìm được 
U”{(r) = 3k + muệ , 


o là vận tốc góc của chuyển động quanh mặt trời. Tính gần đúng bậc một 
theo k, chúng ta có 


` _£ ^ ,:Á ˆ ` 
và tốc độ tiên động là 


Khi ¿; > „o, nghĩa là thời gian chu kì đao động theo tỉa nhỏ hơn so với chủ kì 
quay, hướng tiên động là ngược với hưởng quay. 
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Một hạt có khối lượng m nảy lên với thể năng bậc nhất U = kr. 


(a) Xác định năng lượng và mômen xung lượng đổi với quỹ đạo tròn bán 
kính là r? 
(b) Xác định tần số của chuyển động này? 
(c) Nếu hạt lệch khỏi chuyển động tròn ỏ mức độ không đáng kể, tần số 
của dao động nhỏ này là bao nhiêu? 
(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 


Lực tác dụng lên hạt này là 
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(a) Nêu hạt chuyển động tròn với bản kính z, chúng ta có 


Thu r = k, 


nghĩa là 


Năng lượng của hạt được xác định là 


2 2„.2 
TrU Tnuyˆr 3đkr 
h — `, xẻ “C--. 

kr + 2 kr+ 5 5 


và momen xung lượng quanh gốc tọa độ của hạt là 


E = ` 
TL. = truyr? — mTr2\j — = Vinkr3, 
mr 


(b) lần số góc của chuyển động tròn này là „ = t/-*-. 


TT 
(c) Thế hiệu dụng là 
2 
Ủg ~ kr ma Đưny2 ` 


Bán kính rạ của chuyển động tròn ổn định được xác định bởi 
2 
(5) ¿? lổ . 
đc mnrŠ 
L2 1/8 
_ (ñ) | 
42, _8F? _ 312 /mk\13— a„ (nk bã 
MP. la sạy “đt — n ` l2 s° 12 Ộ 


tân số góc của đao động theo tia nhỏ quanh rọ, nêu nó hơi lệch so với chuyển 
động tròn ốn định, là (bài tập 1066) 


1 /d2U,y — l8k /mk\'3 
7m drˆ __ m\ 12 


Jk 
Ki _ sa ÔN: 


T770 


nghĩa là 


V 


T—ro 


2 ˆ ` ,À £ z k ờ ^ ` ^ Š 
ở đây u¿ọ là tần số góc của chuyển động tròn ổn định. 
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Một hành tỉnh chuyển động tròn xung quanh một ngôi sao có khôi lượng 
ÄI. Ngôi sao bị nổ lớp vỏ, bắn ra bên ngoài với vận tốc lớn hơn nhiều so với 
vận tốc chuyển động của hành tỉnh, dẫn đến sự giảm khôi lượng ngay tức 
khắc. Phần còn lại của ngôi sao có khỗi lượng AM lớn hơn nhiều so với khối 
lượng của hành tỉnh. Xác định tâm sai của quỹ đạo của hành trình ngay sau khi 
nổ. (Bỏ qua lực thủy động lực tác dụng lên hành tỉnh bởi sự mở rộng ra của 
lớp vỏ. Tâm sai được xác định liên quan đến năng lượng E và momen xung 
lượng L bởi 

cẪẰ=1+ . 
M,K? ' 
ở đây A/„ là khôi lượng của hành tỉnh và độ lớn của lực hâp dẫn giữa ngôi sao 
và hành tỉnh là /r¿.) 
(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 
Trước khi vụ nổ xảy ra, hành tỉnh chuyển động tròn với bán kính quanh 


ngôi sao. Vì tâm sai c của quỹ đạo bằng không nên từ phương trình xác định e 
ta có 


đề ~ M1,K? 
2L2 
Vì 
M2 * 
Ð 
-° my, Lễ MụRb. 
R St 
chúng ta có 
L2 
` MK ` 


Gọi L/ và Ƒ' lần lượt là momen xung lượng và năng lượng toàn phân của hành 
tỉnh sau khi nổ. Khi đó 


G(M — M')M, 


F=E+ 
h 


Với  = GÁI My và K' = GM/Mf, chúng ta có đôi với tâm sai e của quỹ đạo 
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há 
sau vụ nỗ 
2E/12 
2 
xô = 
T91 2 
2 
2|— 55 + “ErG(M — M')Mp| r2 
=1+ M,K2 
- uê | TỰ _ ¡_ 2M 
TP VP (Mỹ M)` 
từ đó ta có 
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Một vệ tỉnh nhân tạo chuyển động quanh trải đất với quỹ đạo elip dưới tác 
dụng bỏi hai thành phần nhiễu loạn: 


(a) Một thành phần không xuyên tâm của trường hấp dẫn trái đắt do độ 
đẹt cực của trái đất. 

(b) Lực cản không khí mà đo sự giảm áp suất nhanh theo độ cao nên tập 
trung gần diểm cận địa. 

Đưa ra lý luận định tính để chỉ ra những nhiễu loạn này sẽ thay đổi hình 
đạng và hướng của quỹ đạo chuyển động Kepler. 

(UC, Berkelsy) 
Lời giải: 

(a) Do độ dẹt cực của trải đât (phần gạch gạch chéo trong hình 1.46), mặt 
đẳng thế ở khoảng không gian lân cận là một quả cầu dẹt (elipsoi đứt nét). 

Giả sử mặt phẳng quỹ đạo của vệ tỉnh tạo một góc ø vớt mặt phẳng xích 
đạo A7 của trái đât. 

Vì mặt đẳng thê lệch so với mặt cầu, lực trọng trường của trái đất tác dụng 
lên vệ tình, vốn vuông góc với mặt đẳng thế, không còn hướng thẳng về tâm 
của trái đất (như lực tác dụng lên vệ tinh tại 4 và Ø hình 1.46). Vì lực này 
là khá nhỏ, quỹ đạo của vệ tỉnh vẫn có thể xâp xỉ được coi như hình tròn. 
Hiệu ứng của thành phân lực không xuyên tâm tự triệt tiêu qua một chu kì, 
nhưng momen quay của nó dỗi với tâm của trái đắt thì lại không. Momen quay 
“tương đương” này hướng vào mặt phẳng của tờ giấy và vuông góc với momen 
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mặt đẳng thế 


Hình 1.46 


xung lương quy đạo L của vỆ tính vốn vuông góc với mặt phẳng quỹ đạo /V và 
nằm trong mặt phẳng của tờ giẫy. Nó là nguyên nhân làm vectơ momen xung 
lượng toàn phần tiền động quanh l,. 

(b) Bởi vì lực cản của không khí là tập trung gắn điểm cận địa, nỏ làm cho 
vệ tinh chuyển động chậm dẫn về điểm cận địa và làm giảm năng lượng và 
momen xung lượng của vệ tỉnh ở mọi lúc nó đi qua điểm cận địa. Điều này sẽ 
làm cho điểm viễn địa của quỹ đạo vệ tỉnh trở nên gắn hơn với trái đât và cuỗi 
cùng quỹ đạo trỏ thành đường tròn với bán kính bằng với khoảng cách giữa 
điểm cận địa với tâm của trái đắt. Tác dụng tiếp của lực cản sẽ làm giảm di 
hơn nữa khoảng cách của nó với trải đất cho đến khi nó rơi xuống trái đất. 
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Một hạt có khối lượng +z chuyển động dưới tác dụng của lực hấp dẫn 
xuyên tâm ƒ(r). 


(a) Hãy lựa chọn điều kiện ban đầu để có thể quỹ đạo chuyển động là 
đưỡng tròn. 

Quỹ đao chuyển động tròn là với giả thiết nhiễu loạn xuyên tâm nhỏ. 

(b) Xác định mỗi liên hệ giữa các đại lượng ƒ(r), r và ðƒ/ðr để quỹ đạo 
chuyển động này Ổn định. 

Cho biểu thức của f(r) có dạng ƒ(r) = —K/r". 

(c) Xác định giá trị lớn nhất của +: để quỹ đạo chuyển động tròn ổn định. 

(Princeton } 
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Löi giải: 
{(a) Thê hiệu dụng của hạt là 


J2 


V 
2mr2 Bụ ) l 
trong đỏ 7 là hằng số và V liên hệ với ƒ bởi ƒ = ~#“, khi đỏ năng lượng tổng 
cộng sẽ là 

x2 
mử 
Eb=——+YV'". 
5 Rưz 

Chuyển động có thể coi như là một chiều và dọc theo hướng bán kinh. Chuyển 
động tròn của hạt trong trường V tương tự như hạt chuyển động quanh vị trí 
cân bằng trong trường V*, 

Ö vị trí cân bằng r = rọ, 


8V} 
Ea 
hoặc 
8V J 
ổn — mi: vs 


Nếu điểu kiện ban đầu thỏa mãn đẳng thức trên và E = V*(rạ), thì quỹ đạo 
chuyền động là quy đạo tròn. 


(b) Để quỹ đạo tròn bền, V* phải nhỏ nhất tại z = rọ. Điều này đòi hỏi 
ð2Vv* 
K ) >Ô, 
T=r0 


3J2 82V 3J) Øƒ 
“ni hay ———=->Ô, 


tức là 


tại 7 =0. : 
(c) Nêu ƒ = —K/z", thì Øƒ /ðr = nK/r?+! và (1) cho ta được 


jJ?= mK/rp° ) 
Điều kiện ở đây là 
32 _ ð/ vo 
mr4  ðr l 
nghĩa là 
E79 nk 
—— >0, 
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đòi hỏi rằng n < 3 để quỹ đạo chuyển động là bên. 
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Xét hành tính khối lượng z chuyển động trong quỹ đạo gần tròn bán kính 
R xung quanh ngôi sao khối lượng A⁄Z. Ngoài lực hập dẫn có lực đẩy lên hành 
tỉnh tỉ lệ với khoảng cách r từ ngôi sao, F = 4r, Tính vận tốc góc của quá 
trình tiền động của điểm cận tính (điểm gần nhất với ngôi sao). 
(Princeton ) 
Löi giải: 


Lực tác dụng lên hành rinh là 


Với  = È, công thức Binet (bài 1055) cho phương trình quỹ đạo 
dầu A 
2,2 Ci 2 
—rnh HÀ (+) = —GŒ Mmau + Rợ š 


với quỹ đạo gần tròn ta đặt  = uọ + ổu, ở đây ổu là đại lượng nhỏ. Phương 
trình trên khí đó cho ta, chỉ giữ lại đại lượng bậc thấp nhất 


yạ | (âu) 
mhệ | ap5 


A 
aw.wv 
tuộ ('-#) 


~GMm (§) ụ —) | () 
tứp 0 


Nếu quỹ đạo đúng tròn, ¡ = uọ, ôu = 0, biểu thức trên trở thành 


mmh?uạ = GMm — = Ề ï (2) 
ta 


up + đu) —= ŒMm — 


Sử dụng phương trình vào (1) ta nhận được 


» [đ?(8u) 3A 
h2 ôu| = =-ð 
H5 E7 + Ì mm U) 


hay 


2 
“âm +Í Si )#r=0, (3) 
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Chọn tọa độ thích hợp ta có thể viết lời giải như sau 


ôu = Bain(a®) , 


"“.ằã.ẽ.. 3AR3 
so mh2uẬ GMm — AR3 


khí huo = GM — A/mauậ, uạ = 1/R. Khi đó nêu 6y và 6; là góc của hai điểm 
cận tỉnh kế tiệp, ta có 


ở đây 


aÔa — đỔy = 2n. 


hay 


Khi ø < 1, góc tiến động là 


2m(1 — a) 


ứ 


A0; = A0 - 2m 7= 


Thời gian đòi hỏi để đường nỗi điểm cận tỉnh và sao bắt đầu quay một góc 
A9, là 
Ai 
8 a8 
Do đỏ vận tốc góc tiên động là 
— A, 


„p = TT =(1—a)Ê. 


Vì vận tộc góc quay của hành tỉnh được xác định bởi h 


ta có 
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(a) Một hành tỉnh khối lượng zn quay quanh ngôi sao khối lượng M. Hành 
tỉnh chịu một lực kéo nhẹ F = —œv gây ra do chuyển động qua khí quyển đậm 
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đặc của ngôi sao. Thừa nhận quy dạo là ưròn với bản kính # = rụ tại f = Ú, 
tình quan hệ phụ thuộc thời gian của bản kính. 
(b) Bây giờ bỏ qua lực kéo. Thừa nhận rằng có thêm thê hắp dẫn Newton, 
hành tỉnh chịu thế nhỏ để thẻ năng thực là 
ŒAÍm 


Vír— 


¬ 
„2 


ở dây : là hằng số nhỏ. 
Tỉnh tốc độ tiên động của điểm cận nhật của hành tỉnh, để bậc ¿ nhỏ nhất. 
Ta có thể công nhân rằng quỹ đạo gản như tròn. Nói cách khác, ta phải tính 
góc „z được phác hoa trong hình 1.47. 
(Princeton ) 


Hinh 1.47 


Lời giải: 

(a) Khi lực kéo EF nhỏ, nó có thể được xem như một nhiễu loạn nhỏ cho 
chuyên động của hành tỉnh dưới trọng lực của ngôi sao. Phương trình năng 
luợng không bị nhiêu loạn là 
GAIm 


T 


m{(?? + r?0?) 
Nều quỹ đạo tròn với bán kinh r, ta có 


', rụ? mù?  GAfm 
=Ô. mì c=— “4 
= mã 


và như vậy 


GÀ 
Đr ` 


E— 


Lực kéo gây nên tổn hao năng lượng với tốc độ 
aGÀJI 


" 


, 
-ƑF':v_—(qV'V -tqr`— 


$8T4LG CƠ HQC 
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Nó cần phải bằng 


dE — GMm# 
dt, — 2r2 ` 
làm xuất hiện 
2œ 
T?=T——r 
m 
tích phân nó cho ta 
sat 
T—rọc m„, 


ỏ đầy ta đã sử dụng r — rọ tại £ — Ú. 
(b) Hành tinh bây giờ chuyển động trong thê xuyên tâm W(z) = “na + 
¿ và năng lượng tổng của nó là 


* 


In 
E= -m??+ 


2 2mr2 bà La 


ỏ đây J là momen xung lượng dược bảo roàn, J = mr2¿. 


Vì 
"_.. 
T” đo đt “TH 
ta có 
J 2 2 
đr = V?m(~V)— (5)4». 
hay 


Jdr 


2= s + const. 


_. | J 
r?\/2m(E ~ V) ~ Ty 
Trong trường không bị nhiễu loạn Wạ = —Œƒmm/r, quỹ đạo nói chung là elip. 
Tuy nhiên, trong trường bị nhiễu loạn V, quỹ đạo không khép kín. Trong suốt 
thời gian trong đó r thay đổi từ rwạn tối rmạ„ Và lại thay đổi đến rmịn, vectở 
bán kính quay đi một góc A¿ được cho bỏi 


Tmax Jỉ 
Âjsg| cốt Ta ca 
Y min rì V3m( Xu V} = 5 
ô Tmax J2 
='=2—- 2y, _ — 
21 m(E — V} = dr 


min 
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Khi viết V = =ŒA#“ + £ -- V„ + äW, ta khai triển theo chuỗi Taylor theo mũ 
của äV 
1 (0ƒ | X2) : 
V)ì=ƒfŒV = la ¿V+— |— ðV ¬ 
f(V) = ƒW) + ¡ j + la ¬.. 


Số hạng bậc không cho ta 2z ứng với quỹ đạo là elip. Số hạng bậc một cho ta 


E 8 £ ma 2môVdr 
Voi gJ Tưng ' J2 ` 
2m(E = V§) c= T. 


góc được chỉ ra ỏ hình 1.47. 
Biến phải lây tích phân theo có thể thay đổi theo cách sau. Ta có 


: dr j dr 
7= ——— 3$ 
#1ụ mr? dụ 
nghĩa là : 
J2 J dư 
= 1N. E CN Ũ 


Do đó tích phân sau cùng có thể được viết như sau 


8 [2m *ˆ sổ 
ÔN 
#0 0D HƠI 


Với ðV = z/z? ta nhận được 
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(a) Tìm lực xuyên tâm đưa đến quỹ đạo sau đây của một hạt 
r—u(l + cos0). 


(b) Hạt khôi lượng rn bị tác đụng bởi lực hút mà thế của nó là U r3. 
Tìm tiết diện bắt tổng đối với hạt đến từ vô cùng với vận tốc ban đầu V„.. 
Lưu ý: Phân (a) và (b) có thể đựa vào các lực khác nhau. 

(Princeton } 
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Lời giải: 
(a) Irong trường lực xuyên tâm, phương trình chuyển động của hạt là 
m{T - r2) — F(r). (1) 
r”ủ - hằng sẽ _ h. chẳng hạn. 


: h > ( (/ h —2h#? 
8==. =—|—=)]Ì=—.. 
rẻ dt (5) r3 


VỚi r - ø(1 + cos 0), ta cũng có 


Khi đó 


— sinÐ. 


: Ẳ R uh* ý 2sìn?8 
# = =ø(sin 8 + Ø? cos Ø) = — 2. 0 CS. | của 0) 
lI+cos# 


—nh† 8 =>. 
_.. {2 - cosØ) — hF 3") : 
= r4 


Sử dụng biểu thức trên ta cỏ thể viết (1) như sau 


_=. l*(r 3a) 1L? 3mhều 
, [r}) =m ——i _—T 5 =_— 1 s 
r T r 


nó là lực hướng tâm đồi hỏi. 


Ôett 


0g 


Hình 1.48 
(b) ViU =-8, thê hiệu dụng lả 


ta ê 
aïr — => uy: 
sư 2rmr2 Lưu 
ỏ đây / —- mhV+. là momen xung lượng, nó được bảo toàn trong trường lực 
xuyên tâm, b là thông số va chạm. Để tìm cực đại của Ù/¿q, xét 
đt -t*Ẻ 4a 
—— = nt =. 
dư mr3 — r* 


Cơ hoc Newton 


nỗ cho 
rụ = V 2 


Lì 


như khoảng cách ở đó (24; là cực đại. Khi đó 
=Un= —— - 
!— 18m2œ 


(Eụf ]imax 


lạng của „4 được chỉ ra ở hình 1.48. Thấy rằng chỉ các hạt với nãng lượng 
tổng # > Lí¿ sẽ rơi vào tâm lực. Như vậy thông số va chạm cực đại để bất 


Líu, hay 


được cho bởi ?! 
HP VS = 2 ng 
18m3 DI hụt, 
cho ta 
&œ Mộ 
Đạna, = V2 
mVs, 
Vì vậy tiết diện bắt tổng là 
la 


} 
c F2 — 
0 = 1Ð „„ = 2n Ì mU2 
/ œ 


1074 


(a) Một hạt khỏi lương mm chuyển đông trong thế V(r) — k/rẺ, k > 0. Xét 


chuyển động trong mặt .X-Y”, khi cho z và ø là toạ độ cực trong mặt phẳng, 
và cho lỏi giải với r như hàm của ó, momen xung lượng ¡ và năng lượng £ 


(hinh 1.49). 


Hinh 1.49 
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(b) Sử dụng kết quả của phần (a) để thảo luận tán xạ (cổ điển) trong thế 
đó. Đặt đ là góc tán xạ. Liên hệ thông số va chạm với Ø và năng lượng E và từ 
đó tính tiết điện vị sai như hàm của 0 và Ƒ. 

(Princeton ) 
Lời giải: 


(a) Lực tác dụng lên hạt là 


842 
hay 
Ø?u 2k 
ôø Ệ + HT) tu › 


ở đây h = ró, u = 1/r. Nghiệm của nó là 
tu = Asin(uø + Ú) , 


ỏ đây «" = 1+ 2E/mh?, và A và 0 là các hằng số của tích phân được xác định 
từ điều kiện ban đầu. 

Có thể thầy từ hình 1.49 rằng đỗi với r — oo, có nghĩa là  — 0, ở — 0. 
Vì vậy  = 0. Cũng với r — œo, ? — 7¿¿ được cho bởi E = $mZ‡., có nghĩa là 


#+„ = —/?E, ở đây dẫu âm được chọn vì tia tới r giảm với sự tăng ¿, Khi đó 
,_ đề. drh đu 
#= TƯ nh n5 no SẾ = — Áhu cos(u2) , 
ta CÓ, VỚi Í = hơn, 
1 mo 
—V2mE 
œ 
và vÌ _ 
1 Vv2mb 
_ sin(œở) 
T lư) 


ỏ đây ă› được cho bởi 
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(b) Từ kết quả trên cỏ thể thấy rằng r là cực tiểu khi ¿ = 5, nghĩa là ở 
ở = đa = 7. Đó là khoảng cách của tiếp cận gần nhất OŒ được chỉ ra trên 
hình 1.49. Do tính đổi xứng của tán xạ, góc tán xạ là 


ð=r~ Bổn = mẦt~ CÌ . 
œ@ 


Khi đó vì 2 = m2b3?2_ = 2b2nE, ta có 


l 1 
0 2mkN_2 k ? 
la (+ PB) =(rg) | 


có nghĩa là 
0? 29 k 
T2 mm b2E+E 
cho : 
}Ề *k (m tài 8) 
E 0x — 0)8 


như là quan hệ giữa 9 và b. 

Các hạt với các thông số va chạm giữa b và b + đb sẽ bị tán xạ trong góc 
giữa Ø và 6 + d6, có nghĩa là trong góc đặc dQ = 2z sin 0d. Do đó tiết diện ví 
saí tại góc tán xạ 0 trên một đơn vị góc đặc là 


dđ _ | 2mbdb b db 
dOÖ— |2msn0d0|— |lsin9đØ 
k— rm?'(m—0) 


` Esin8 (2x _ 8)282 ' 


1075 

Đưa ra công thức và tính toán các giả trị của (a} gia tốc trọng trường tại 

bề mặt mặt trăng, và (b) tốc độ thoát từ mặt trăng. 
(SUNY, Bufalo} 

Lời giải: 

(a) Đặt A⁄/ và ñ lần lượt là khỏi lượng và bán kính của mặt trăng. Từ địn], 
luật hấp dẫn vũ trụ và định nghĩa gia tốc hấp dẫn tại bể mặt mặt trăng, ta có 
GMm. 


R2 =1n9 ; 
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ỏ đây m là khôi lượng của một vật thể trên mặt trăng. Quan hệ đó cho gia tốc 
hấp dẫn tại bể mặt mặt trăng như sau 


— GM _ 6,67 x 107!!) x7,35 x 10? 


= 1,62 m/$”, 
Rề (1.74 x1108)3 HIÃ 


(b) Thế năng của tên lửa khỗi lượng tại khoảng cách vô cùng từ mặt 
trắng ø — œ là 
GmMM — mạh? 
p p 


>0. 


Động năng của nó, một đại lượng dương, ít nhất là bằng zero. Bởi vì để tên 
lửa có thể tới vô cùng từ mặt trăng, tổng cơ năng của nó ít nhất phải bằng 
zero, bởi định luật bảo toàn năng lượng. 

Tại bể mặt mặt trăng, tên lửa có tổng năng lượng 


1. 
E= 2 muộ — mgÏì . 


Nếu òạ là tốc độ thoát, ta đòi hỏi £ = 0, hay 


0o = V⁄2gR = v2 x 1,62 x 1,74 x 108 = 2,37 x 10” m/s. 


1076 
Xét chuyển động của hạt khôi lượng m dưới ảnh hưởng của lực F = ~ Kr, 
K là hằng số dương và r là vectd vị trí của hạt. 
(a) Chứng minh rằng chuyển động của hạt nằm trong một mặt phẳng. 


(b) Hãy tìm vị trí của hạt như là hàm của thời gian, thừa nhận rằng tại 
‡=t)z=a,=0, Vy =0, Vy = V. 

(c) Hãy chứng minh rằng quỹ đạo là elip. 

(đ) Hãy tìm chu ki. 


(e) Chuyển động của hạt có tuân theo định luật Kepler về chuyển động 
của hành tính? 


(SUNY, Bufaio) 
Lời giải: 
(a) Đỗi vỏi lực hướng tâm F = — Kr, 


vxF=Krxr=(Q0, 
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Khi EF_. mđ7V /Jt ta có 


ï 

: coi SH 

dì 
hay 
l TT VN Ýeø” lo 
đảI dlị 

Tích phần ta nhận được 

+ VỀ =<h. 


một vectơ không đổi 
Từ đỏ suy ra 


EUI 4+Ÿ5©t KV xi Ý:W =Ua¿ 


ˆ.. ` lì > hi , “+ h ` + ` bì 
điều này cho thầy răng r vuông góc với vectd không đổi h, tức là r nắm trong 
mặt phẳng vuõng góc với h, Điều đỏ chứng tỏ chuyển động của hạt bị giam 
trong một mặt phẳng. Ta chọn mặt phẳng là mặt phẳng z„ với gốc tọa độ ở 
tảm lưc. 


(b) Phương trình chuyển động của hạt là 
mĩ hNr. 


hay trong hệ tọa độ Descartes 


.. } 
# ~+uJ“? = Ù. 


ụ ! cu =(Ủ).j 
trong đó /* = R /m. Nghiệm tổng quát của hệ phương trình trên là 


T — 2lisIn( bởi), 
ụ = 21;sin( + dạ). 


Với điều kiện ban đầu đã cho, tức là 


£ = zlinindg =ớứ, 


 — Assgmd¿ — 0, 


&. 


= Aiueosớa = Ú, 


Ụ — ZÌguCOSd¿ — Vụ, 
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ta tìm được $‡ị = T/2, dạ =0, Ái =ứ, la— Vp/u = ⁄m/KUW. Từ đỏ 


K T 
+ — g8] = m 
# nản (Và 4) ; 
ị LK 
1 — gan | x') . 


(c) Hệ phương trình cuối mô tả một elip khử tham số ¿ ta thu được phương 


trình chuẩn cho một elip 
2 2 
% ) 
— +, ẻẶ =1 ` 
ad? b 


Tn 
= t/ ồềÙ0. 
ò VWxw 


(đ) (z, g) trỏ về cùng các giá trị khi £ tăng lượng 7' sao cho 


V1 =2n. 
m 


với 


Từ đó chu kì là 


(e) Định luật Kepler thứ ba nói rằng tỉ số bình phương chu kì quay của một 
hành tính trên lập phương chiều dài bán trục lớn của quỹ đạo của nó là một 
hằng số. Do đỏ ta có 


4n m £ b 
(chủ kì)? _ ] Ka3 So Áo 
(chiều đài bán trụclớn)® | 4m? /K ñ 
v'Vm nêu ø < b. 
0 


Vì tỉ số này phụ thuộc vào rn và ø hoặc rn và Vạ nên định luật Kepler thứ ba 
không được tuân thủ. 


1077 
(a) Một hạt có khôi lượng zn. chuyển động trong một trường xuyên tâm với 
thê năng là 7(r). Phương trình quỹ đạo thu được là không thay đổi. Biểu điễn 
góc cực ¿ vào tham số 7. 
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(b) Nếu hạt chuyển động từ vô cực ra xa với vận tốc ban đầu l4 hằng số 
va chạm b, và tán xạ theo phương riêng 6, xác định vi phân tiết diện ví sai theo 
thông số b. 


(c) Tính tiết điện vi sai và toàn phân đối với tán xạ từ một quả cầu cứng. 
(SUNY, Bufalo ) 
Lời giải: 
(a) Nếu một hạt có khối lượng m. chuyển động trong trường lực xuyên tâm 


với thê năng U/(r), cơ năng E và momen xung lượng đối với tâm lực nh của 
nó là những đại lượng bảo toàn. Như vậy 


sm(†? + r?¿”) + Ur) =E, 
r?hè=h, hay = T5. 
Vì chúng ta cũng có 


dr _ đndạ¿ — dư h dr 
“dt dọd — “dụ rôdg ' 


nên phương trình năng lượng trỏ thành 
Ì. (W2 #dEN” .vÐ? 
nIETL) Hộ hông, +U()=E, 


dò = hd 


2r2 
r/?t8 — U(r)} — h2 


hoặc 


& LN ra U(Œ = 


biểu diễn góc ø theo tham số r. 

(b) Quỹ đạo của hạt trong trường lực xuyên tâm là đối xứng đôi với đường 
thẳng nỗi tâm điểm đặt của lực với điểm tiếp cận gần nhất (ÓA trong hình 
1.50). Góc tán xạ của hạt là 

Ô=n— 2ựa 
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với va xac định bởi 


ở đây r„„„ là khir - 0 rong phương trình năng lương hoặc £ = t/(r) + HN, 
Theo dịnh luật bảo toàn 


; = ———, mịh = mbVq 


khi đỏ 


^À 
ng: thản, bảo 
`..." .ô 
õ 
Lũnh 1.50 


Gọi # là số hạt tán xạ trong 1 đơn vị thời gian trên một góc khối tương 
ứng với góc tán xạ Ø và (1 đØ, và » là só hạt xuyên qua trong một đơn vị diện 
tích thiết điện ngang của chùm trong 1 đơn vị thời gian. Tiết diện vi sai được 
định nghĩa như sau 
qLV 


rị 


tữ — 
Với góc tán xạ # có liền quan với hằng số va chạm duy nhất b, chúng ta có 
dN = 2nrtbdb , 


tức lã 


tr = 2rmbudlb. 
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Chúng ta có thể viết lại biểu thức trên 


dù 


(đề: 
d0 


da _— 2mb 


tù ù 
| 46 E am 


ở dây ¿Ở là góc khỏi giữa 2 hình nón tròn thẳng với các góc mỏ Ø và f - z0 
tÉ} = 24 siu ()dJf), 


Chú ý ñ2 ở đây chính là thiết diện vi sai trên đơn vị góc khôi. 


(c) Một hạt chuyển động tự do trước khi va chạm vào quả cầu cứng. l2 
chúng không thể xuyên vào phía: hên trong của quả câu, sự bảo toàn động 
lượng đỏi hỏi góc tới và góc phản xạ được biểu diễn như hình 1.51. 


Hình 1.51 


Khi đó 


: : z — Ú lD 
b — uSÌn vu = 0s TINE Ôn fL (O8 1. 


dư bạn F Ụ liêu 
xHILÍ - | = —- 
dđ§) — 2> 3 4 


Vì đại IƯỢNG này không phu thuộc vào góc tản xạ, tổng thiết điện tan xạ là 
gœ_— #u7 Ñị — T8; Vũ bằng với thiết điện hình học của quả cầu cửng. 


Từ đỏ 


1078 
Một vật có khôi lượng 2 kg như hình 1.52 khi dịch chuyển và thả ra ta sẽ 
dao động không ma sát trên mặt phẳng nằm ngang với chu kì z/6 giây. 
(a) Xác định lực tác dụng để vật dịch chuyển được 2 cm khỏi vị trí cân 
bằng? 
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(b) Nếu có một vật nhỏ đặt trên vật 2 kg, và hệ số ma sát giữa 2 vật là 0,1, 
biên độ đao động cực đại là bao nhiêu để cho vật nhỏ không trượt ra? 
(Với giả thiết chu kì không bị ảnh hưởng khi thêm vật nhỏ lên trên). 
(Wisconsin} 


"1 


Hình 1.52 
Lời giải: 
Gọi k là hằng sô của lò xo. Phương trình chuyển động của vật là 
2# + kzx =0, 


hay 


#+?®z=0, 


ở đây z là độ dịch chuyển của vật ra khỏi vị trí cân bằng, và „2 = ễ. Nghiệm 
tổng quát của phương trình là 


#= Ácos(ư‡ + ở). 


27 2 T 
1? =— =2? m—= 
œ XE: 6 


từ đó cho œ = 12 s~Ì, k = 288 Nm-}, Nếu z = zgở£ = 0, thì =0, A = zọ 
và nghiệm là z = za cos(12/). 


Chu kì của dao động là 


(a) Lực tác dụng cần thiết là 
Ƒ = kz = 988 x 2x10? =5,76N. 
(b) Nếu vật nhỏ địch chuyển cùng với vật 2 kg, nó sẽ có cùng gia tốc như 
vật 2 kg, tức là # = —144zo cos(12¿). Gọi khối luợng của nó là zn. Khi nó bắt 


dâu trượt, lực nằm ngang lón nhất tác dụng lên nó vượt quá lực ma sát tĩnh 


0,1 x?ng = 144m+zo, 
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†a có Núa 
== — =6,8x10 3m. 
BS Me 2 


Nếu zọ vượt quá giá trị trên thì m sẽ trượt. Do đó là biên độ lớn nhất để cho 
nó không trượt. 


1079 
Hai âm thoa đồng bộ cùng tân số và âm lượng tạo ra cường độ bằng không 
tại một điểm 4 nào đó. Tuy nhiên, nêu chỉ có một trong hai nguồn, âm lượng ? 
tới điểm nghe được ở 4A. Giải thích tại sao theo định luật bảo toàn năng lượng. 
(Wisconsirn ) 
Lời giải: 
Gọi sạ và s¿ là khoảng cách từ 1 điểm trong không gian tối 2 nguồn âm 
thoa. Mỗi một nguồn âm thoa cho điểm này một phương trình đao động 


: 3 
=] (:- ¬)| l 
tì 18m |@ P 


; = lasin [+ (: - ¬)| ỷ 


và 


c là tốc độ âm thanh. 


Nếu ø¡ và s; cùng lớn hơn nhiều so với khoảng cách giữa 2 nguồn, chúng 
ta có thể coi J\ và 7; xắp xỉ nhau, tức là ïị  ï¿ = 7o. Dao động tổng hợp là 


max in] 
=9ïgsin -( ` mai co8 L- | 


Ỏ đây y = 0 nêu 


O(3g — ðI) — 


5 (ðn + 1), n= 0,1,2... 
C 


Kết quả của đao động tổng hợp là 0 nêu tại điểm mà s; — s¡ là số lẻ lần nửa 
bước sóng À/2. Điều này không ví phạm định luật bảo toàn năng lượng và 
là hiển nhiên khi chúng ta tính toán đến năng lượng được bảo quản ở trong 
trường chứa sóng. Mặc dù biên độ và năng lượng của dao động là bằng không 
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ở nút, còn ở bụng sóng biên độ của đao động là gâp đôi và năng lượng sẽ lớn 
gập 4 lần giá trị riêng lẻ. Tính toán cụ thể sẽ thấy năng lượng của đao động 
tổng hợp bằng tổng năng lượng của các dao động riêng lẻ. 


1080 


Một vật có khối lượng ?» ở trong một mặt phẳng chuyển động tròn đều với 
tần số góc „e. Lực hướng tâm được sinh ra bởi một lò xo mà hằng số lực là K 
(bỏ qua trọng lực). Một xung lực rât nhỏ tác dụng vào vật. Tìm tần số của đao 
động xuyên tâm, 

(Wisconsm ) 
LỠI giải: 


Trong hệ tọa độ cực, hệ phương trình chuyển động của vật là 
m(È — rô?) = —K(r- Ta), 
m(rổ + 2#0) = 0. 
Từ phương trình (2) ta có 
r?0 = const, 
Gọi R là bán kính của chuyển động tròn đều của vật. Chúng ta cỏ 


rmitu) > K(]ì — rọ), r?8 = Rˆu. 


Gọi r? — r - là độ lệch so với chuyển động tròn đều. Ta có thể viết phương 
trình theo tia như sau 


„r8? kj n1+? K„„, 
loi By 


Nếu xung lực xuyên tâm nhỏ, r < 7 và phương trình trên trẻ thành 


£— Ra? ụ : ") _- TU _ K(N- no) 


l m n 


hoặc 
+ (s2 + m) WSelŸ„ 
43 


An. H 3 ^ š ˆ ^ ` sào #  K 
Do đỏ tân số của đao động xuyên tâm là u/ = vo? +. 
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Một hạt có khôi lượng m chuyển động dưới tác dụng của lực hồi phục 
—z và lực cản - Hu, trong đó z là độ lệch khỏi vị trí cân bằng và ø là vận 
tốc của hạt. Khi K có định và điểu kiện ban đầu tùy ý, tìm giá trị ? — J, cho 
chuyển động nhanh nhất ở xung quanh vị trí cân bằng. Có thể xác định điều 
kiện ban dầu (ngoài z = ø — 0) sao cho chuyển động là nhanh hơn đối với 
†.ò R.và l < R„? Giải thích. 

(Wisconsin } 
Lời giải: 

Phương trình chuyển động là m# + R‡ + Kz = 0. Với giả thiết z = Ae®t, 

chúng ta thu được phương trình ma2 + Ra + K = 0, với 


-R+VH2_ 4Km 
œ@W — ` 
2m 


Nhìn chung, nêu R = „ = 2Vm (tắt đần tới hạn), vật tiền tới vị trí cần 
bằng nhanh nhất. Tuy nhiên, nêu # > R., vật có thể tiếp cận vị trí cân bằng 
thậm chí nhanh hơn dưới điều kiện đặc biệt nào đó. Do đó, nghiệm tổng quát 
của phương trình có dạng 


- + WR?—-4Km —=R— vF2— AKm 
#—= Ácxp | + ¿+ Bexp | ———— |tf 


2m 2m 


Chúng ta có thể chọn điều kiện ban dầu sao cho A = 0. Số hạng còn lại có hệ 
số tắt dẫn là 


V_ R+ VRE=4Rm _ H+ VIỀ~ Rệ _ ñ. 


21m 2n 2m ` 


do đó sự tiên tới cân bằng thậm chỉ còn nhanh hơn đối với tắt dần tới hạn. 
Nếu /? < H., chúng ta có 


_-=Rd4ivRệ- R2 


œ" 5 ` 


2m 


do đó nghiệm tổng quát là 
† +VV R2 — Rˆt 
210i [Si loan [DA Thecc dư 
2m. 2m 
từ —1+VW R2 — Rˆi 
+ Bexp| — chả exp ` lo 
2m 2m 
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Khi đó sự tiễn tới trạng thái cân bằng là một đao động với hệ số tắt dẫn 
h1 


DĐ Đàn “ 
2 3m 


Chuyển động tiên tời cân bằng là luôn luôn chậm hơn so với tắt dẫn tới hạn. 
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Một động cơ chạy tự do trên một đệm cao su dày để cho bót dao động 
(hình1.53). Động cơ lún xuống đệm cao su 10 em. Uớc tính tốc độ quay (vòng 
trên phút) khi mà động cø sẽ đao động thẳng đứng lớn nhất. 


(UC, Berkeley ) 


T7 —_— 1ũcm 
“; 


Hinh 1.53 
Lời giải: 


Gọi hệ số đàn hồi của đệm cao su là k. Khi đó kz = rnụ, trong đó rn là khỏi 
lượng của động cơ. Với z — 0,1 m, # = 


= $ =18s ”. Khi đó tần số đao động 
tự do của hệ vật là 
Òk 
LJ=< ý : =9,9s-}, 
ưm 
Ở đây, khi động cơ quay với tốc độ 


ứ) 60 x 9,9 
= 'Ẻ =94,5 vg/ph, 
3m 3. là g2 


cộng hưởng với đệm cao su sẽ xảy ra và động cơ sẽ biểu thị đao động thẳng 
đứng lớn nhất. 
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Một ô tô chuyển động theo hướng z và với vận tốc nằm ngang không 
đổi u. Xe ô tô chuyển động ở nơi doạn đường nhô lên có dạng mô tả bởi 
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u = [l — cos(mz/Ù)) với Ù < # < 21; ý — 0 (hình 1.54). Xác định chuyển 
dộng của tâm khối của xe trong khi đi qua quãng đường nhê lên đó. Hãy coi 
xe như một vật nặng rn vào một lò xo không khỗi lượng có chiều đài hồi phục 
lạ và hệ số đàn Hồi k. Bỏ qua lực ma sát và cho rằng lò xo luôn thẳng đứng 
trong suốt quả trình. 

(MIT) 


Hình 1.54 


Lời giải: 

Gọi tọa độ của vật phụ thuộc vào thời gian ¿ là (+, ). Chọn gốc tọa độ sao 
cho z(0) = 0. Khi đó z(£) — u¿. Khi đó phương trình chuyển động của vật theo 
trục là 


rmỤ — —k[U — tụ — Eụ) — 1ng 
= = ke La. 1 PC Nhà 
ˆ kíu A-ls+= ) kÃ cos( ) 
Đặt Y — ý - A4 — lạ +ng/k, chúng ta có thể viết lại phương trình dưới đạng 
mŸ + kŸ = —kÁcos 7) 


Dây là phương trình miêu tả chuyển động của một dao động điều hòa. Thử 
một nghiệm riêng của phương trình có dạng Y = Ø cos(“‡#), chúng ta có 


Tr†? 


—rmnB ( Ị 


1 
) + = —ÈA, 
tức là 
_— k?A 
_ Tnmw2u2 — kị2 ` 
Ö đây, nghiệm tổng quát của phương trình chuyển động của vật nặng là 
TUt 


Ụ = CÌ cus(0£) + Cà sìn(t) + Bcos (7) +A+in- = : 
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Diễu kiện ban đầu (0) - lạ  rnøg/k, (0) = 0, cho Cạ — 0, Œị = -(Ở+ 
2) = trn®t?A/(wP — m+°u?), Do đó, chuyển động của khối tâm của xe õ tô 
được miêu tả bởi 


- u† 
v(†) - Cqcosi.f} I Beœ ( ) L411 “ 
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Một cải vòng nhỏ có khối lượng Af và bản kính r trên một eái bàn không 
ma sắt. Chiếc vòng được nén bởi 2 cái lò xo giãn giỗng nhau với chiều dài hỏi 
phuc lạ (lụ 3> r) và hệ số đàn hồi k như trên hình 1.55. 
(a) Mô tả các kiểu chuẩn của đao động nhỏ và tắn số của hệ. 
(b) Các đại lượng của hệ thay đổi như thê nào nêu chiều đài của lò xo là 
2lụ? 


(MIT) 


& k 


—?q—+- ?lạ-- 


Hình 1.55 
Lời giải: 

(a) VỚI lạ 3> r, sự xoay bắt kì của chiếc vòng là nguyên nhân gây ra sự thay 
đổi không đáng kể chiều dài của lò xo nên lực đàn hồi xuất hiện cũng không 
đảng kể. Theo định luật 2 Newton ta có 

¬ TƯ ST. m=- 2l)+x~ 
A?7 = —ÈF[v(2lạ + +#)ˆ + 9w? - lạì|—— 
Lv k - ⁄ “ (2l +ử]? +ựˆ 
3l z 


+ k|W(fa - +z)* + w2 - lọ]—————==—— - 
bi» Ôn Đ /Blp zÌi cụ? 


Ụ 
VU + z)2 + y2 


Afÿ = —k|V(Đla + +)? + 2 ~ io| 
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— k[V(3 ~ z)° + y2 — lạ] " 


(Đip — z)? + y2 ` 


2 —.. T.Íˆ k . ` 71 SẺ Q2 Ự Á ` › H 
trong đó z, ¡ mô tả vị trí tâm của chiếc vòng so với vị trí cân băng. Bỏ qua số 
hạng bậc cao hơn bậc nhất đôi với đại lượng nhỏ z, , chúng ta có 


V(3la +z)? +? v 4lỗ + 4loz  2lo ('+#)  2lụ ++. 
0 


Phương trình trỏ thành 


với nghiệm 


z = Ảzcos(0z‡ + @„} , 
Ụ = Ấy cos(uyt + Wv) ¿ 


trong đó ăö„ = v/2#, ăy = v/3ÿ, và hằng số 4;, Áy, øz, @y được xác định từ 
các điều kiện ban đầu. Đó là hai kiểu chuẩn của các đao động nhỏ. 

(b) Với chiều đài của lò xo tăng lên thành 2i, trong suốt quá trình đao 
động, một lò xo được giãn ra trong khi đó lò xo còn lại sẽ bị nén lại. Lò xo bị 
nén sẽ tác dụng một lực đàn hồi vào chiếc vòng ngược với lực khi giãn ra. Do 
đó hệ số lò xo là giống nhau khi giãn cũng như khi nén, phuơng trình chuyển 
động sẽ là 


Mš = —k|V( + sờ +ựi — 2| Š 


V1o + z) + 2 
— k[W(21a — #)2 + 2 — 2l) Ea SEic7 


(2io = z)? + _ 


z —2kz, 


Mỹ = —k(V(9lo + #)}Ê + w2 — 2la]: E 
0U: vn PS 


vo “ 


+ k[VW(1 ~ z)? + yỀ— 2lo] 
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chỉ giữ lại những số hạng bậc thấp nhất của đại lượng nhỏ z, . Có thể thấy 
rằng chuyển động của chiếc vòng theo trục z tương tự như ở phần (a) trong 
khi đó chuyển động trong theo phương z, mặc dù là khá phức tạp song với 
bậc cao hơn. 
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Hai hạt được nỗi với nhau bởi một lò xo có hằng số đàn hồi K và ở vị trí 
cân băng. Môi hạt có khôi lượng rn và tích điện đương ạ. Một điện trường nắm 
ngang không đổi E = Eại tác dụng. Chỉ có lực Culông tác dụng, bỏ qua các 
hiệu ứng từ, bức xa, ....Các hạt không va chạm nhau. 

(a) Nếu các hạt chuyển động không ma sát doe theo trục z trên một thanh, 
khoảng cách giữa chúng là ở không đổi, xác định 4d. 

(b) Tìm gia tốc của khỏi tâm của hệ trong trường hợp (a). 

(c) Trong trưởng hợp (a), cho khoảng cách (2) chịu tác dụng bởi đao động 
nhỏ quanh vị trí cân bằng. Xác định tần số đao động của hệ? 

(d) Cho hạt chuyển động dọc không ma sát trên một bàn nằm ngang thay 
vì trên một thanh. Tìm nghiệm tổng quát của phương trình chuyển động. Bạn 
có thể để nghiệm dưới đạng tích phân. 

(MIT) 
Lời giải: 

(a) Xét lực tác dụng vào hai hạt như hình 1.56, chúng ta thu được phương 

trình chuyển động 
gE + k(1› ~ #Ị) — Ea = mất q) 
gE + k(mì — Tạ) + Fo = mãa ) (2) 


Trong đó Ƒ¿ là lực tương tác Culông giữa 2 hạt 
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[lĩnh 1.56 Hình 1.57 


hoặc 


(b) Cộng (1) với (2) chúng ta có 
2g12) — mi(T\ | Tạ), 
hoặc 


_ qE 


1}, 


ở đây zọ = }(~¡ + +2) là khôi tâm của hệ vật. 


(c) Lây (2) trừ (1) ta thu được 
q? 


m(#¿ - #\) + 2k[7š - #\) — g—= ma 
2m£g(+a mỊ? 


Đặt r¿ — rị = đ+ Ôd, ở đây Ad < d, phương trình trên sẽ trở thành 


.- 3 
m(Ad) + 2k(d 4 Ad) — #Š + Ad?' 


ˆ 5 x C2, , _ 2 Š 5 £ l- vỆ % 
ỏ dây Ad = cH, Với d3 = ;— Í- và Ad < d, chủng có thể viết lại như sau 


môd | 6ÈAd = 0 
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- .Ậ z ^ _Ã ˆ ^ In: Z ^ Lật Bì 
chỉ giữ lại số hạng có hệ số bậc một ^#. Do đó tân số góc của đao động nhỏ là 


6k 


m 


(d) Với rạ, r; và 9 như hình 1.57, chúng ta có thể viết phương trình chuyển 
động 2 chiều của hệ 


mĩ) = qEï + k(ra — rì) — E<, (3) 
mạ = qEI + k(vì — ra) +E., (4) 
với 
¿ q4” (ry— mì 
47£o |ta — mi ` 


cẦ 


Cộng (3) với (4) chúng ta thu được 


ø : 2gE\. 
TỊị +Ta= === 1, 


tương đương với hai phương trình vô hưởng 


ý : 2qgE 
+ tử2 = —— y 
Tr: 
jï› +a =0. 
Lấy tích phân ta được 
gạt? 

Định Vệ BỊ 0 N CHỊEE ni (5) 
tì tua= Dịt+ Dạ, (6) 


ở đây C\, Ca, Dị, Dạ là các hằng số tích phân. Lây (4) trừ (3) chúng ta thU 
được 
rmn(f¿ — P\) = 2f¿T— 2k(r¿ Trì). 


Đặt r¿ -- rị = r và viết lại phương trình như sau 


l /ˆ 
fF=—|=—a—*kÈ ` 
Tm lên ) 4 


Trong hệ tọa độ cực ta có 


# = (— r6?)ey + (rổ + 26)ea , 
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nên T 
`... . 
r8 + 2r0 nh ø)=0, 
cho ta l 
r?ô = hằng số = H, chẳng hạn. 
Chúng ta cũng có 
# — rõ? 1 hi 
2mcgmr2 1m ` 
Với : 
ˆ đề đo 1đ s . 
PS ng Nông nu n: that rổ mg 
nó có thể được viết lại như 
đa g” 2H} 4kr 
“ q2)¿= l hi c- LÊN beLi 
dr Z£gmrˆ2 r3 mm 
Lẫy tích phân chúng ta thu được 
2 2 9 
3z q _2kz xÃ 
7£qmnr m, T 
trong đó Ƒ là hằng số. Lại lấy tích phân, chúng ta thu được 
r 
ở 
T- -= —._.a.“ (2 
M 2kr 
W TT Tự — rr 
trong đó W là hằng số. Cũng thé, khi 
r = V(za — #\)? + (a ~ 1u)? 
chúng ta thu được 
GÀ : ả W2 — 1ì | 
HH = rỀ68 = [(x; — #\)? ra |3 
r [(>z¿ #1) + (2 t) lon aret Ỷ Ỉ 
hoặc 
H:i+V= lứa —#i)” + (0 - ì)?]d cneg (8=#) : (8) 
lạ — | 


trong đó V là hằng số. 
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Từ bổn phương trình từ 5, 6, 7, 8 chủng ta tìm được r. z›.1¡ và ¿ là hằm 
theo !. Chủ ý rằng các hằng số tích phân €':,Œ¿. 2, l2›. 17.V, £ và được 
* : ` , ái . ˆ 
xác định tử các điều kiện ban đấu. 
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Một bộ điều khiển ở cơ câu định thời sử đụng một vặt nặng dao động ỏ 
phia cuỗi của một trục năm ngang kích bởi mội bánh đà quay đều như hình 
1.58. Một lò xo lá có hệ số đàn hồi Ñ và có thể không xoắn mà củng không 
uốn cong ngoại trừ một phương vuông góc với phía phẳng (hỏi phục) của nỏ, 
Vận tốc góc của trục quay là «+ dẫn đông từ bên ngoài, dẫn dẫn tăng cho đến 
khi cộng hưởng xuất hiện (công hưởng ở đây tức là vật nặng chuyển động 
theo quỹ đao trỏn). Lực cản không khí (tỉ lệ với vân tốc của vật nặng) triệt 
tiêu năng lượng đưa vào và điều đỏ giới hạn cộng hưởng với biên độ hữu hạn. 
Bạn có thể cho rằng biên độ đao động của lò xo nhỏ và lò xo luôn luôn ở chế 
độ thẳng. Đôi với vẫn đề này, bạn dứt khoát không cần tính đến lực cản của 
không khi. 


(a) Hãy chỉ ra cho biêt có hai tằn số góc khác nhau khi xuất hiện ở một 
công hưởng. Tân số đó là gi? 

(b) Mõö tả quỹ đạo chuyển động của vật năng đối với một trong hai tân số 
cộng hưởng (chẳng hạn như vẽ một bức tranh của vân đẻ này). 

(e) Ö tắn số cộng hưởng thập, viễt một phương trình momen đồi với trục 
quay ổn định như là một hàm của z¿ và thời gian. 

(d) Chỉ ra rằng có một giới hạn trên đôi với momen của trục quay tại cộng 
hưởng dưới. Điệu gì xảy ra nêu lò xo dẫn động dông hỗ sinh ra momen quay 
lớn hơn giới hạn trên này? 


lò xo lá 
sí __ Ì —= | 


trọng lực 


(ÚC, Berkeley ) 


Hình 1.58 
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Lữi giải: 

(a) Khi bảnh đã quay với vận tốc góc ~., vật m¡ phải chuyển động dưới ba 
chiều, Tuy nhiên, dao động dọc của lò xo là nhỏ, chúng ta có thể coi như vật 
không chuyển động theo chiêu của trục. Lò xo chỉ có thể uốn cong theo một 
hưởng, gọi + là ly độ của vật m theo chiều đó như hình 1.59. Vận tóc góc là 


không đổi khi công hưởng xảy ra và chúng ta có thể coi như đó là phương 
trình chuyển động vào lúc cộng hưởng. 


Hinh 1.59 


Lực đàn hỏi là - wz và thành phần của trọng lực tác dụng theo hướng z 
là ru cos(2), chúng ta có thể bỏ qua lực cản của không khi, khi đó phương 
trình dao động của vật nặng là 


mỹ cos(vl)— Nr— mẮT rà), 
tức là 
# + A?r = gcos(wl). 
trong đó 
N= % —u/P. 


mm 


Nghiệm riêng của phương trình có dạng r — 1cos(«?), chúng ta tìm A = 
›a#_x. Phương trình thuần nhất ? ¡ A?r — 0 có nghiệm tổng quát là 


r= Bcos(Àf] + Csin(At), 


Khi đỏ giả sử điểu kiện ban đầu r{0) = a, (U) = 0, ta thu được nghiệm tổng 
quát 
ù 
r— aco(Àf) + š sin(À) + — —azleos(AI) — cos(œt)|. q) 
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Một chuyển động tròn có bản kính ?# có thể được mô tả bởi phương trình trong 
hệ tọa độ cực là 

r= 2ï cos0, 
Phương trình (1) có thể được viết dưới dạng này với điều kiện riêng biệt như 
sau. Nếu chúng ta thay A trong (1) bằng 0, ta thu được 


r—=u+b‡f+ sú — COS UÉ} 


Nếu chúng ta đặt 


ø+bE+ S =0, 
kU 


Chúng ta thu được phương trình quỹ đạo chuyển động tròn 


T—— s cos(ø1) . 
LJ 
Nghiệm của phương trình này với điểu kiện ban đầu a = —*»,b = Ủ, Và với 


^ 4 z kì ~ = 
vận tốc góc œ thỏa mãn À — 0, hoặc 


Jj ¬= UJỊ — = 
Tn. 
đó là một trong các tần số cộng hưởng. 
Một cộng hưởng khác thu được nêu chúng ta đặt À — ø vào (1), sẽ trổ 
thành 


b. gL., 
= dCOS(Í) + —S l¿ — Sin(œ‡). 
r = acoS(0£) — sim bền TP sin(œ#) 


Số hạng cuối cùng ở về bên phải của phương trình có biên độ phần kì theo 
thời gian. Tuy nhiên, lực cản của không khí sẽ làm mắt đi năng lượng đưa vào 
và giới hạn cộng hưởng tới một biên độ hữu hạn. Số hạng này có thể tiền đến 
0 (có thể coi như bởi một hệ số tắt đần —/# trong phương trình). Bỏ qua số 
hạng cuỗi cùng chúng ta thu được 


b 
r = aC0S(U#) + — sin(u‡) = Acos(u — &), 
œ 


đó chính là phương trình mô tả chuyển động quỹ đạo tròn. Tần số cộng hưởng 
tương ứng thu được là À = +2, hoặc 
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x 
. /Œ 
tUỊ £ bì b2 2m 


Hình 1.60 


(b) Quy dao tương ửng khi cộng hưởng như hình 1.60. Với cộng hưởng ỏ 
œ¡, điểu kiện ban đầu phải được chọn hợp lý. Mät khác, cộng hưởng tại 4; có 
thể xuất hiện dưởi bắt ki điều kiên ban đầu nào để xác định biên độ ¿1 và góc 
¡. Do đó +:; là tần số cộng hưởng thực tế. 

(c) Phương trình chuyển động ngang của vật nặng là 

ÉP — trruysin(2F] = THÍ + 2uar), 
Với cộng hưởng thấp, z - z1cos(¿f — ð), chúng ta có ¿ — 0,7 — ăAsin(~.f 
c:), nên 
ƒ' — mỊ 32 sinef = ứ) + gsin(e)| 


và momen quay lä 
= tr = HÂcostt — c]| 2/12 sin[2f - ñ} ~ gsin(¿t),. 
(đ) Không mắt tỉnh tổng quát khi chúng ta đặt œ — 0. Khi đó 
~ = ụ sa mí ' 
z=1na ( R A,ˆ ?)sin(22Ù . 


ó đây r < mA($ — A22) đôi với cộng hưởng thắp. Nếu momen quay sinh ra 
bởi bảnh xe lò xo là lớn hơn giới hạn trên đỏ, ¿' sẽ tăng và trang thái cộng 
hưởng sẽ không giữ lầu hơn. 
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Một vật rr¡¡ chuyển động quanh một lỗ trỗng trên mặt phẳng của cải bàn 
nằm ngang không ma sát. Vật dược nỗi với một lò xo xuyên qua lỗ, Mỏt vật 
›; bị buộc vào đầu kia của cái lò xo (hình 1,61). 
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(a) Biết vị trí ban đầu Tt„¿ và vận tốc Vọ trên mặt phẳng của cải bàn và vật 
` ` ` , ° . , ~ . £ ` ` 
mị và mạ, tìm phương trình xác định bản kinh quỹ đạo lớn nhất và nhỏ nhất. 
(b) Tìm tần sô dao động của bán kinh quỹ đạo khi quỳ đạo chỉ hơi lệch so 
VỚi vòng tròn. 


(Princeton ) 
Hình 1.61 
Lời giải: 
(a) Phương trình chuyển động của rm\ và ím¿ là 
tì ( — rổ?) =—1T, (1) 
mmịr?8 = nịh ° (2) 
T - Trạq — THạT , (3) 


trong đỏ mịb là momen xung lượng, là hằng số. Khử 7 từ (1) và (3) chúng ta 
thu được 
(mì + mạ)? — mịrÖ + mạng = Ù. (4) 


Kết hợp phương trình (2) và (4) ta được 


h° 
(mì + rnạ)? — _= = “max. (5) 


Với z — zƒt — 1#”, lây tích phân biểu thức trên ta có 


1 , h2 
sớni +na)?? + + = —rnsqr + C. (6) 


Ở‡=0,r = Hạ, # = Vạcosớ, rổ = Vạsin ð, ta có h = ReVosin ø, ở đây ø là 
góc giữa Rạ và Vụ. Hằng số tích phân Œ có thể xác định được 


1 : . 
by = sim + rrry)Vẹ COS” @ + r w sin" 6] + mạgfìo. 
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Để r có cực trị, * = 0, phương trình (6) trỏ thành 
2msgr3 — 2Ớr? +nịh2 =0, 
mà nghiệm sẽ cho giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của bán kính z. 
(b) Khi quỹ đạo của mạ là đường tròn, # = 0, và (5) trở thành 


3 
Tn2070§ 
7nị 


Nệm | (7 


với ro là bản kính quỹ đạo tròn. Khi quỹ đạo hơi lệch so với tròn, đặt r = rọ+z, 
trong đó z « rọạ. Phương trình (5) sẽ trở thành 


(mì + rnạ)# — rnyh?/(rọ + z)) — -mag. 


= 
= = k3 _ 3z 
(+5 *=n (+) se ®(to D}, 


Phương trình trên trở thành 


Với 


(mị + mạ)# — rmịh®(ro Š — 8zra “) = —mag . 
Sử dụng (7) chúng ta có 


đmagz — 


(mạ + mạ)# + 0. 


Điều này cho thấy z dao động điều hòa đơn giản với tần số 


1 3ag 


œ) 
2m 2m (rm\ + mmạ)rg ` 
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(a) Cho một dao động tử điều hòa tắt dần (trong 1 chiều) với phương trình 
chuyển động 
m = —muf# — +2 + Ácos(uf). 
Tốc độ tiêu hao năng lượng trung bình theo thời gian là bao nhiêu? 
(b) Cho đao động tử điều hòa với phương trình chuyển động 


mở = —mufz + œz” + Acos(u) , 
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trong đó œ là hằng số nhỏ. 


Vào thời điểm ¿ = 0, z = 0 và # = 0. Giải đối với chuyển động sau đó, bao 
gồm các số hạng bậc 1 của a. 


(Princeton ) 

Lời giải: 

(a) Phương trình chuyển động là phần thực của 

mỹ + muậz + +? = Aet, 
Với nghiệm trạng thái ổn định, ta thử z = zoe””t, Thay vào ta có 
A : 
Z0 ” 5 5 —=Be ”® 
m(uậ — 02) + yu 
với : 
: ^u 
B= —_———=— ==: ở = AICfB——————ayx : 
Vm2(v2 - j2)? + +u2 rrn(u8 — œ2) 


Tốc độ thực hiện công bởi lực Ƒ = Re(4e*2Đ) là 


1 
PĐ=hHcF-Rc¿= F +Ƒ”)(z + z*) 
] 1 
= ¡ử: tƑ*¿ + £}¿+ F2') = .ự? +F¿”), 


Khi lây trung bình trong một chu kì thì F¿ và Ƒ*¿* mỗi số hạng mang một 
hệ số thời gian e+?*2!, Như vậy công trung bình đuợc thực hiện là bị triệt tiêu 
như lây tích phân trong một chu kì 


uAj]) 1B 
LP)= ỳ : (ec '#— e#) = "¬ SIm 
JẢP B +2? +u?4? 
=———_—*xu= — nm2 (22 — 229 + 2U 7 
DI, 2 2lrn?(uố — œ2) + y2”) 


Ở trạng thái đừng, đó là tốc độ tiêu tấn năng lượng của đao động tử, nó được 
cho bởi công thực hiện đối với số hạng tiêu tán, tức là 


(P) =3(Rei)? = x5 


Như đã lưu ý, hai cách tiếp cận cho cùng kết quả. 
(b) Phương trình chuyển động bây giờ là 


mã + TU) — Á cos(uf) = az?, 1) 
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Với a là một số nhỏ, chúng ta có thể viết lại nghiệm như sau 
T# —= To †+©Z\ +0?z¿ +---®#Zp+e@zri 
trong xâp xỉ bậc một. zo là nghiệm đối với œ = 0, tức là nghiệm của 
2 


r#o + no = Ácos(o(). 


Một nghiệm riêng của phương trình thu được bằng cách đặt zọ = 7! cos(¿). 
Thê vào cho ta Øf = muỆcnD: Nghiệm tổng quát của phần thuần nhất của 
L 07 
phương trình là đao động điều hòa. Nghiệm tổng quát đầy đủ là 
+o = Ởcos(ugt + ) + PB cos(@0), 
Với điều kiện ban đầu zạ = #o =0 ỏ# = 0 cho =0, = —Ö!, hay 
zọ = |cos(f) — cos(uof)} . 

Thay thế z = zọ + œz¡ vào (1) và bỏ qua các số mũ của œ bậc cao hơn 1, 
chúng ta có 

T1 3 2871 —— 


= P bos(u9) — eos(uot)]? 


= Hi í + b cos(2u‡) + È oos(2unf) — €os|(4p — œ)f] — cos|(wo + 5)4) 
7n 2 2 


hoặc ở trong dạng phức 


&ẹ 3 hiệu L 20t 1 12g ( 1(220—u)£ #(o-†)E 
ấi †uôếi # —— 1+ to — eo —e . €2) 


với rnột nghiệm riêng hãy thử 
zạ =d+ beÐet + cei22.t + det(o~+)t PS ƒeft«o+o)t 


Thay vào ta được 


Bˆ ˆ 82 
( = ——g, = mm. 
HưU2§c 2m(uuậ — 4,2) 6muuf 
B2 B2 
` m(2— 2g)` — m(2 + 2œ) 


TU-BTALG CƠ HỌC 
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Nghiệm tổng quát của (1) với bậc 1 của ø, là 
# — đa + O7| 
= B|cos(uÈ) — cos(uof)] 
+ d{D cos(ugf + 6) + ạ + bcos(24È) + ecos(2in1) 
+ đcos|(œ — ¿)f| + ƒ cos[(œo + œ)#]}. 

Với điểu kiện ban đầu z = ‡ = 0 ở t = 0 ta có Ø = 0 và 
D=-(a+b+c+td+ƒf)= "`... : 
Do đó, chuyển động của dao động tử điều hòa được mô tả xấp xỉ bởi 

số Aleos(uf) — cos(aaf)| | 10z42 cos(spf) ` œA? - 
mụuệ d3) — ` 3mBujta2= 4uÐ)kgj= đơi) ` mã(gộ =9)" 

: { : cos(22) cos(2of) 3 cos|(0o —)† 5 cos|(¿g + ) 

uà - 2(uạ — 4/2) Bưu œ2 — 21g tử2 + 201000 
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Như đã biết, nêu ta khoan một kênh nhỏ qua trái đất rắn không quay mật 
độ đồng nhất từ Buffalo đi qua tâm trái đât và đên Olaffub ở phía bên kia, và 
thả 1 hòn đá vào lỗ, ta sẽ thầy nó ở Olaffub sau một thời gian 7¡ = mạ: ö đây 
uạọ là hằng số. Bây giờ, thay vì đánh rơi hòn đá, ta ném nó vào lỗ với vận tốc 
ban đầu »ạ. øọ là bao nhiều để hòn đá xuất hiện ở Olaffub sau khoảng thời 
gian 7› = 7ì /2? Giá trị đó tính theo œọ và R, bán kính trái đất. 

. (Princeton ) 
Lời giải: 
Gọi r là khoảng cách giữa viên đá, có khối lượng m, với tâm của trái đất. 
H r$ z ˆ zyA kẻ X AT ni 
Lực hâp dẫn tác dụng lên nó là Ƒ' = _-. = -uậmr, Ö đây uọ = VI 
ø là mật độ của trái đất đồng đều. Phương trình chuyển động của viên đá khi 
đó là 
# = -uật . 


Viên đá thực hiện đao động điều hòa đơn giản với một chu kì 7 = ?“. Nếu viên 


(œ0 
đá bắt đầu từ vị trí Bufalo, nó sẽ đến Olaffub sau một thời gian ?1 = 5 =. 
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Nghiệm của phương trình chuyển động là 
7= Acos(u£ + ý). 
Viên đá bắt đầu tại r — # với vận tốc ban dầu ? = —uạ. Chúng ta có 


l= Acosự, —Ug = — ư sin w y 


VÀ 
= arcg ( , A=(jm+ () 
D œ0 


Để đến Olaffub tại ¿ = TL = za› ta quy định 


=. Ị 2 
-=Jzê+ (®) cos (5 +ø) =— + (3) sín ø. 
“Q 2 (0 


Với sin? ¿ + cos2¿ — 1, chúng ta được 


cho 


Rầ Rˆ 


l?+ c) R?+ (® 


0 


cho ta 
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(a) Một hạt có khối lượng rn chuyển động dưới tác dụng của thể năng 
V(z) = er/(z? + a), trong đó c và a là hằng số đương. Tìm vị trí trạng thái 
cân bằng bên và chu kì đao động nhỏ quanh đó. 
(b) Nếu hạt bắt đầu từ điểm đó với vận tốc ø, tìm khoảng giá trị của mà 
nó (1) dao động, (2) thoát đến —œ, (3) thoát tới +oo. 
(Princeton ) 
Lời giải: 
(a) Tại vị trí cân bằng, F' = —đV/đz = 0, nghĩa là 
dV— c{a?— x2) — 
dư (r2+d2)2 - 
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Do đó, có hai vị trí cần bằng, đị =0, 17¿ = —a. Vậy 


d?V — 2cz(z? — 3a*) 


dx2 (z2 + a?)3 
Chúng ta có 
dˆV dˆV 
—— : —>| >Ô.- 
d+2 lrì d+2 Ìz; 


Tiếp theo, z¡ là vị trí trạng thái cân bằng không bền, và z¿ là vị trí cân bằng 
bền. 

Với dao động nhỏ quanh vị trí cân bằng bn, đặt z = —a + z', ö đây +” < ø. 
Phương trình chuyển động trở thành 


đa — c (5n =3)... 
TH — Ígr-a)2+a2)2  — 2a3ˆ 
Do đó, chu kì của dao động nhỏ tại z = —u là 


(b) Năng lượng tổng cộng của hạt là 


mau [` sẽ 
E== “ca. cm 


(1) Với hạt bị hạn chế quanh một vùng, chúng ta có E < 0, tức là 


° 
^ 
Si 


(2) Với E = "ˆ + V{(z), đôi với hạt chuyển động đến z = —œ, chúng ta 
có  > V(—œ) = 0, nghĩa là 


"¬ 
3 
= 
B 


(3) Để thoát đến +oœo, hạt phải đi qua điểm z¿ = +a, tại đó thê năng là 
cực đại. Do đó ta đòi hỏi E > Ý(a) = z, nghĩa là 


2a? 


2e 


Tm 


ò 
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Một mặt phẳng nghiêng 3-4-5 được đặt cô định trên một đĩa tròn có thể 
quay được. Trên mặt phẳng nghiêng có một vật được đặt tự do và hệ số ma 
sát nghỉ giữa nó và mặt phẳng nghiêng là ¿; = 1/4. Vật được giữ tại vị trí 40 
cm so với tâm quay của đĩa (hinh 1.62). Tìm vận tốc góc „ nhỏ nhất để giữ 
vật khỏi bị trượt xuống mặt phẳng (về phía tâm quay). 

(SUNY. Buƒfalo } 


Hỉnh 1.62 Hình 1.63 
Lời giải: 

Như trình bày trên hình 1.63, các lực tác động lên vật là trọng lực z¿, phản 
lực theo pháp tuyên N, lực ma sát nghỉ f, và lực ly tâm ƒ — ;Ấ, P = mu?r. 
Như vãy, điểu kiên để cân bằng là 

mụ sìn = PcosU + nyÀÝ, 
4W - TngụcosØ + Psin8. 


Tư đo 
mgsin  = Ï?cos  ~ murng cos Ø + dự? sìn Ô, 
cho P 
sỉn  — J1; €öS 2 
?=| ——_- TH — THJ”T , 
= + tạ Ệ * 
hay 
can 8 = 8. ,# 8 
2_ sin Ở — /„„ cos LG Ì- Taể: te . ĐỖ _ 10.8 
s cos 8 + g„ sin8 Jr — ;lj:šj 04 —_ 
nghĩa là 


xử =:8.8:rad⁄S- 
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Một vật khôi lượng rr treo cân bằng bởi một lò xo được kéo với một lực 
` =—Ñ(r - Ì), trong đó z là đệ dài của lò xo và ¡ là độ dài của nó khi thả 
lỏng. Tại thời điểm : — 0 điểm gắn lò xo ở trên củng bắt đầu dao động lên 
xuỗng theo đang sin với biên độ 4, tần số góc « như trên hình 1.64. Thiết lập 
và giải phương trình chuyển động cho +(¡). 

(SUNY, Buffalo ) 


Hình 1.64 
Lời giải: 
Coi điểm trên cùng của lò xo, 7, là gốc của trục tọa độ, vật m có tọa độ z. 


Tại f = Ú, P bắt đầu dao động dưởi dạng sin, như vậy, khoảng cách giữa điểm 
? và điểm đỡ cô định là A sin(+;f). Do đó, vật m có phương trình chuyển động 


đ° : 
rm „. L Asin(t)] — ray — K(+ —Ì). 
Đặt  —z L1 '#, «2 — F*, Phương trình trên có thể được viết là 


J~ uệU =ưw?Asin(wt). 


Thử nghiệm đặc biệt  = /?sin(¿2). Thay thể cho 


z ư?Á 
uU — 2ˆ 


Ta có nghiệm tổng quát là 


? Asin(ut 
1 = Œcos(uof) + Dsin(uof) + ấn Ga, 
tập — ở 


Sử dụng điều kiện ban đầu 
mẹ — K(z — l), tức là zx — Đn - Ï, hay D 


Và ÿ = UI, chúng ta được 


4 Ả 
Lời = Ũ, /) = — 
q(Jỗ — 2ˆ) 
Và ta có 
24 tử 
tít) = = ; |Rin(} — — sinÍugf)| + Má 2 +l. 
tý — xử" J0 NR 
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Một vật khói lượng ra trượt không ma sát trên một mặt phẳng nghiêng cỏ 
khối lượng A7, mặt phẳng nghiêng lại có thể trượt tự do không ma sát trên 
mặt bàn nằm ngang (hình 1.65). Viết các phương trình đây đủ để tìm chuyển 
động của vật và mặt phẳng nghiêng. Không cần phải giải những phương trình 
đó, 

(Wisconsïn ) 
Lời giải: 

Như trên hình 1.65, đặt z. là hệ tọa độ gắn với mặt phẳng nghiêng, trục 
tọa độ nằm ngang của nó trên hệ tọa độ phòng thí nghiệm được biểu thị là X. 
Các lực tác động lên vật và mặt phẳng nghiêng được trình bày trên biểu đỏ. 


Hình 1.65 


Chúng ta có phương trình cho mặt phẳng nghiêng 


MX= Nsinư, 
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cho chuyển động của vật dọc theo phương z 

tHÍT + P CQS œđ} —= -mrigsina. 
và cho chuyến động của vật dọc theo phương 

—mÄ sina =  — 1110 CON (TY, 


L j 
Ba phương trình cho ba ẩn số W.z và X đỏ có thể được giải để tìm chuyển 
động của hẽ. 


1094 
Một vòng quay ngựa gỗ (thứ thường thấy trong công viên) bắt đầu quay 


tử lúc nghỉ với gia tóc góc không đổi là 0,02 vòng trên giây bình phương. Một 
người ngôi trên ghế cách trục quay 6 m cằm một quả bóng nặng 2 kg (xem 
hình 1.66). Tính độ lớn và chiều của lực người đó cần dùng để giữ quả bóng 
5 giây sau khi vòng quay bắt đầu quay. Chỉ rõ chiều so với bản kính của ghế 


` xà ˆ Ä. 
mà người đỏ ngồi. 


(Wisconsun ) 


Hinh 1.66 
Lời giải: 
Xét hai hệ tọa độ L, # với cùng một gốc. 7. được cỗ định với phòng thí 


nghiệm, và /? quay với vận tốc góc œ, Các đạo hàm theo thời gian của vectø 
A tong hai hệ liên hệ với nhau bởi 


tế s 
= |“ +ưuixA. 
dL jụ đL ¿mg 


Tiếp đó, cho một điểm có bán kính vectơ r có gốc là gốc tọa độ ta có 


8)~Œ)—- 
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và l 
đr\ (ở tÀ  x(#\ L(“À vy 
d2) — Valb, VD “Vai, CV” 
Hiay 
Na... .. 
ð“X““.. N7... TY Ai _ 
-(5) ~(5) 2u 0devi 
=0 cánh c, 
đjy đEjp 
Đặt 
s8 .x.. 
đĐjg Hộp Am" 
ta có 


dẦr 

d2 

Trong hệ quay gắn với vòng quay ngưa, phương trình chuyển động của 
quả bóng F = mm: (2), khi đó cho 


) =a +2 xvVvÍ + x (4 Xxr)+@Xxrế. 
L 


2 


mat ~ E + một — Trẻ xr — 2mú2 XV | 


vì œ@_Lr đo vậy r x (œ x r) = —œr. Vì bóng được giữ ổn định so với vòng quay 
ngựa, a' =0, v' =0, và 


F=_-mur +rnœ xế. 


Với hệ quay , đặt trục z đọc theo trục quay và trục z từ tâm quay hướng ra 
ghế, ta CÓ 
œ = 0k. tr=ri, 


Lực F tác động lên bóng là lực tổng hợp của lực f đo người giữ và trọng lực 
F =f_- mụọk. 
Ta có 
f = -mu ri + mưurj + mạẹk . 
Với ¿ — 0.02 x 2z rad/S2, ) = 5œ, rn = 2 kg, r = 6m, ta có 
fƒ =—4,74i + 1,51] + 19,6kN, 
với độ lớn = 20,2N. 
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1095 
Một hành tỉnh có mật độ đồng nhất quay quanh một trục cô định với vận 
tộc góc «;. Do có chuyển động quay này, bản kính xích đạo ##¡; lớn hơn một chút 
so với bản kinh cực của nó 7? như được mô tả bởi tham số z — (##¿;— E)/ Hy. 
Kết quả nhiễu loạn đó đóng góp vảo thê hấp dẫn là 
: .__ ĐŒAÀz£ R}‡.Pz(cos 0) 
l”ng BE 
trong đỏ 0 là góc cực và f2(cos Ø) — CS 1, Nêu rõ điều kiện cân bằng khả 
dĩ của bể mặt hành tỉnh và tỉnh giá trị của z theo tham số A = _ trong đó 
ø là gia tốc hâp dẫn. Ước lượng trị số z của trái đất. 
(Wsconsin ) 


Hình 1.67 


Lời giải: 

Các lực tác dụng lên một phần tử khối lượng A trên bề mặt của hành 
tỉnh là lực hắp dẫn, lực ly tâm và lực ràng buộc bởi phẩn còn lại của hành 
tinh, Điều kiện cân bằng của bể mặt là hợp lực của lực hâp dẫn và lực ly tâm 
vuông góc với bể mặt, có nghĩa là không có thành phần tiếp tuyên. 

Giả sử bể mặt của hành tinh là một elipsoit tròn xoay với trục z là trục dồi 
xửng như trên hình 1.67. Đường giao của elipsoit tròn xoay với mặt phẳng zz 
là một hình elip 

z=—= fpcusằ, œ— l„smeœ, 


trong đó ø là tham số. Góc cực # của một điểm trên elip cho bởi 


Re 
hp 


tgổ = 


trị 


tgœ. 
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Đơn vị của tiếp tuyến 7 với elip tại điểm này là 


da: d 
+ œ idz-+ kểz = [iC=+kT | da 
dœ da 


©ö8 œ 


= (LR£ cosœ — kitp sin œ)dœ = - tị — kR?tg0)dœ 


Lực ly tâm f\ tác động lên Am là 
f¡ = lAm.Rusin 8 


và lực hấp dẫn tác động lên nó là 


GŒM,Am  2GM,cl?Arm 
f›=—-VV=V la + ——gpẽ _—¡ 2(cosổ) 
2 
= GMAm § m=~ ếi Pa(cos 9) er — —--. sin ổ cos Ôea . 
Với 
e; —= isin ổ + kcos0, 
©g = ÌcosØ — ksin 8, 
in 8 6e R2 ; 
fạ = GM,Am = = s sin 9P›(cos 8) — TRE sin Ø cos? | Ï 
6 : 6e R} 
+GMt.Am - . " cos 0 P(cos Ø) + TRE sin” Ø cos | k 
k : N 
= GM,Am ụ = b Ế cosẺ Ø : + cos? 5Ì) sỉn 6 
1 ⁄3 b) x>) 
+kÌ—p BỊ: cóe 0— ~T—sin^Ø || cosØ›, 


với b = 6cR2./5R4. 
Điều kiện cân bằng của bể mặt là 
(i+f¿)-r=0, 
đưa dễn R x p z Rg 


R$«? sin 9 — R}bGM, sin 8 0. 
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Ta có 
526 51229 nRgè - BÀ 
6 6GÀI, 6 6 
với g - “lá*. Cho trái đất, f - 6378 x 10 m,œ — si ạpg FAđ/5,  — 
Ú. m⁄s”, ta có 


zz9,9x 10 3, 


1096 

Một vệ tỉnh chuyển động với quỷ đạo tròn quanh trái đất. Bên trong nó, 
một phi hành gia cảm một vật nhỏ và hạ thâp nó xuông một khoảng Ar so với 
khỏi tâm của vệ tỉnh về phía trải đất. Nêu vật được thả ra khỏi trạng thái nghỉ 
(được nhìn bởi phi hành gia), mô tả chuyển động tiếp theo được nhìn bởi phi 
hành gia trong hệ quy chiêu gắn với vệ tỉnh. 

(Wisconsin ) 
Lời giải: 

Về tỉnh quay quanh trái dât với vận tốc góc „. Ta giả thiết rằng một mặt 
của vệ tỉnh luôn hướng vẻ phía trái đất, cỏ nghĩa vận tóc góc quay của nó cũng 
là ¡. Chọn hệ tọa đồ gãn với vệ tỉnh, điểm gốc là tâm khôi của vệ tỉnh và tâm 
của trái đất ở trên trục như trên hình 1.68, trong đó 7 là khoảng cách từ vệ 
tỉnh đên tâm trái đât. 


Trái Đất 


R m 


Hình 1.68 


Phương trình chuyển động của vật nhỏ cỏ khối lượng trong hệ vệ tỉnh 


Cơ học Newton 151 


cho bởi phương trình (Bài 1094) 


FC 7HF + mùa X (G X Y) + 20) X Ệ + Trà) X 


~ THỲ - muuJŸT + 2m) xÊ, 
VÌ œ = Ú, œ ‹T =: Ö, tả CÓ 
mĩ = † + mu2r — 2m xÊ. 


Theo trên, F' là lực hắp dẫn do trái đất 


GMim GÀfm (R—r) 
P-_——.(R-r)=¬—————_— 
ỊR - Di r) h3 (I rR\ì3 
ŒGAIm âụ 
~ —ng ( 1 n)t r) 
GMm GAIm SƠ Min 
^ — na R—- jgmr + R¬ €ư' 


trong đó ?¿2r là lực hướng tâm và 


—2mu x † = —2muue; x (?ex + ÿ0y + ze@;) 


II 


- 2mu(3@y — Ez) 


là lực Coriolis. 

Như ban đầu, r = Ấr@y, Và tắt cả các lực trên mặt phẳng z vật luôn 
chuyển động trên mặt phẳng này. Do đó r = ze„ + ye„. Nếu vệ tỉnh có khối 
lượng ;m/, ta có 

GÀfm! 
R2 
Hay „? = SM, Vậy sô hạng thứ 2 của E khử lực ly tâm. Số hạng thứ nhất 
của E' tác động lên vệ tĩnh và nói chung là ta không quan tâm. Vì vậy, phương 
trình chuyển động trở thành 


=m'Ru* , 


#e©x -t iey = 32G — 2u(#©u - Ủ@z) 
hay dưới dạng, 


ÿ = 32W — 232, (1) 
# = 21. (2) 
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Tích phân (2) và dùng điều kiện ban đầu ‡ = 0,  = AÁz ở ¿ = 0, ta tìm được 


+ = 2u(— Àr). (3) 
Thay thê trong (1) cho 
ÿ = =2 + 4U Ar, 
Nghiệm tổng quát của nó là  = Acos(w#) + B sin(u‡) + 4Ar, A. B là hằng số. 
Với điều kiện ban đầu ¿ = Ar, ÿ = 0 tại ? = 0, ta tìm được 
 = —3Ar cos() + 4Ár, 
Phương trình (3) trở thành 
# =BuAr|l — cos(a)]. 
Tích phân và áp dụng điều kiện ban đầu z = 0 tại + = 0, ta thu được 
Zz = 6Arlut — sin()}, 
Do đó, chuyển động tiếp theo được nhìn bởi phi hành gia trong hệ quy chiều 
vệ tỉnh được mô tả bởi 
z = BArlœt — sin()| ; 
 = Ar|4 ~ 3cos(œ£)]. 
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Xét một vòng tròn bán kính quay a trong một mặt phẳng thẳng đứng với 
vận tộc góc œ quanh đường kính thẳng đứng. Xét một hạt có khối lượng mm 
trượt không ma sát trên vòng tròn như trên hình 1.69. 

(a) Dưới điều kiện cụ thể nào hạt đó sẽ cân bằng bên ở 0 = 0? 

(b) Tìm giá trị khác của Ø mà trong một số điều kiện, hạt sẽ cân bằng bền. 
Chỉ ra giá trị của « xảy ra điểu kiện cân bằng ổn định. 


(c) Giải thích câu trả lời với sự hỗ trợ của đổ thị thích hợp của thể năng 
theo Ø được đo trong hệ tọa độ quay. 


(Wisconsin) 
Lời giải: 
Xét hệ tọa độ (r,Ø) gắn với vòng và dùng kết quả thu được từ bài 
toán 1094. Với „ là hằng số, trong hệ quay ta có 


8=T+2œ xTr+œ x (œ xr). 
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» 


mg 
Hinh 1.69 
Với 
E = —I: = qcos e; — gsin đe¿, 
r — —aÔ“ey + aỔeạ 
J —= IG, — —COSC, +} In Ca, 


T — 1@r, 
ta có phương trình chuyển động của hạt theo chiều e; trong hệ quay là 
d8 — —#@sHLf! ‡ gu22 sìn Ứ cóg Ô. (1) 


ĐỂ tim các vị trí cân bằng, giả sử Ø _ 0. Ở trên cho điểu kiện cân bằng, Ø = 0 


Và cosØ — 3. 


(a) Khi 0 gần bằng không, 


g2 
sin Ø 1, casØ  Ì— —. 
gà 
Ta có thể xắp xỉ (1) 
0(T—+?)ø=0 nêu —w? Z0 
a q 
t * h g F 
0+ 01-0 nêu ““—w”=0. 
D} q 


Rõ ràng là nếu và chỉ nêu w? < ø/a, trong trường hợp như vậy hợp lực tác 
dụng lên hạt luôn hướng vẻ vị trí cân bằng, tại Ø = 0 sẽ là cân bằng ổn định. 
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(b) Giá trị khác của Ø cho hạt cân bằng ổn định là 


 .. . s.: 
Ủp = arccos | ——s] - 
quJ2 


Đặt Ø — Øo + ôØ, trong đỏ ð0 «< 6. Khi đỏ 


sin Ø = gin(Øo + óØ) + sỉn Øọ + cos 8gô0 , 
cos ổ = cos(Øn + ðØ)  cos Ổn — sin 0gả8 . 


Thay thế trong (1) cho 


d2ã0 ợ? 2 
Ti ( _) há coi 


Do đó, điều kiện cân bằng ổn định là 
“ ~Ũ; hay >\Í=, 


_ #6) Thể năng của hạt trong hệ quay sêm 2 phần, nghĩa là thế năng hập 
dẫn Vị và thể năng ly tâm V¿, cho bởi 


ØWì 
——=—=~m 
ỡz ⁄ 
nghĩa là 
Mì =rngz = mụga(1 — cos8), 
sa rmn?u? 
an.” : 
nghĩa là 
1 1 Ị 
Vạ 5 —amu?r? = — ma) sin? 8. 
Do đó 


T 
VỀ >= Vị + Vạ — mga(1 — cosØ) — mau) sin? Ø. 
Hai vị trí cân bằng cho bởi Ki =Ũ 
ginØ = Ú. hay 0=0. 


cos 8 — sẻ hay 0 = arccos (5) : 
q+) qGu 


Hình 1.70 (4), (b) và (c) là các để thị của thế năng theo Ø được đo trong hệ 
quay tương ứng với  < \/g/a, = V/8Ja và ¡ > vgj/a. 
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„9f€ cos(9⁄qu] 
, * 


\ 
2 0c cos(g⁄au:#] 
“ :§ “ >ị§ 


(a) () (c) 


Hinh 1.70 


Thê năng V' phải là nhỏ nhất để cân bằng là ổn định. Đây là trường hợp 
0 - ( trên hình (a) và (b) và Ø — arccos(„,#; ) trên hình (e). Điểm Ø — 0 trên 
hinh (c) là một vị trí cân bằng nhưng là không ổn định vì V là lớn nhất ở đây. 
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Một đĩa nằm ngang có bể mặt trơn hoàn toàn quay với vận tốc góc w 
quanh một trục thẳng đứng đi qua tâm của nó. Một người ỏ trên đĩa cách một 
khoảng # so với điểm gốc bản một đồng xu nhẫn hoàản toàn có khôi lượng rn 
(kích thước bỏ qua) về phía điểm gốc. Việc đó cung cấp một vận tốc tương 
đôi ban đầu VU so với đĩa. Chỉ ra rằng sự chuyển động theo thời gian ¿, đã bỏ 
qua thành phẩn (.4()? được quan sát bởi người trên đĩa là một parabon, đựa 
ra phương trình của parabon này. 

(WIsconsin ) 


Lồời giải: 


Dùng hệ tọa độ Descartes gắn với đĩa, như vậy trục z đọc theo trục quay 
và trục z ngược hướng với vận tốc ban đầu V của đồng xu, cả hai trục z. y đều 
nãm trên mặt phãng đĩa. Trong hệ quay này, ta có (xem bải toản 1094), 


1V tai) 
= GNẾ 2 — XT—THU x (u * T)} T— 3rnư x v. 
dt dt : 


Vì không có lực tác động ngang lên đồng xu sau khi bẳn và œ = ¡k, ¿ = Ú, từ 


11.BTÁI 5 OƠ HỌC 
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trên ta có 
# =u?+ + 220, q) 
HỆ tuU2u — 2U2+, (2) 
Đặt z = z +. Khi đó (1) + (2) x ¡ cho phương trình 


?z=0. (3) 


#+ 2iu2 — 
Đặt z = c!, ta có phương trình đặc trưng 
+ + Øiu+ — ¡2 = (y++ )2 =0. 
Phương trình này có nghiệm kếp + = —, vậy, nghiệm tổng quát của phương 
trình (3) là 
z=(A+iB)e”"? + (Ở +iD)teT*t, 


Các điều kiện ban đầu là z = ñ,  = 0, ¿ = —V, ÿ = 0, hay z = ñ, ¿ = —V, 
tại ¿ = 0, ta có 


R=A+ibB, =Vf=uB+C+i(D-uA), 
hay 
A=H, =0, C-=_-—VƯ D=uñh. 
Do đó 
+ =Í(R— Vt) +iRultle*t, 
hay 


œ= (R-— Vt)cos(uf) + Retsin(0t) ý 
=-(R- VE)sin(‡) + Rút cos(0t) . 
Bỏ qua số hạng ()?, từ trên ta có 
+ - Vt, 
ụ = ~(R— Vt}øt + Rút = Vưfˆ . 


Do vậy, quỹ đạo có đạng là một parabon  = #(R - z)?. 


1099 
Một vật bắt đâu rơi từ độ cao h so với bể mặt trái đắt tại vĩ độ 40 độ Bắc. 
Với h — 100 m, tính độ dịch chuyển ngang của điểm va chạm gây bởi lực 
Coriolis. 
(Columbia ) 
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Lời giải: 

Nếu vật có khối lượng za, trong hệ chuyển động quay của trái đât, lực 
Coriolis -2 x ? được coi là lực tác động lên vật. Ta chọn hệ quy chiêu với 
sốc đặt tại điểm ở trên bỀ mặt trải đất phía dưới điểm bắt đâu rơi của vật, 
với trục + hướng về phía Nam, trục hướng về phía Đông và trục : hưởng 
lên trên theo phương thẳng đứng (hình 1.71). Như vậy, phương trình chuyển 
động của vật trong hệ quy chiêu trái đất là 


rrị† = —Trtgk — 20 * T 
i j k 
rngk — 3m |—uucos40° 0 ¿:sỉn402 
đ 1 Ễ 


Hình 1.71 


Từ trên ta có thể thu được các biểu thức cho z, ÿ và š, từ đó tích phân cho 
ra ?, ÿ và š. Các kết quả đó sau lại được dùng trong biểu thức cho #, ÿ và š. Vì 
thời gian rơi của vật đủ ngắn so với chu kì quay của trái đât, chúng ta có thể 
bỏ qua số hạng bậc u;? và viễt như sau 


t0 


F 
ÿ 
z 


, 


2g cos 40° , 


T. 
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Tích phân hai lần và dùng điều kiện ban đầu ta thu được 


#+=0, 
l1 ø ấ 
1)“ 0P tổ cös 40” , 
2 
gí 
—.. 
z—h 9 


Phương trình cuỗi cho thời gian đên bể mặt trái đất của vật khi z = 0 


lận 
t=al—. 
Vø 


Tiếp đó, độ dịch chuyển ngang của vật khi va chạm là 


v3 
VW“s\Í— &cos40” =0,U171m. 
3\ ữ 


1100 
(a) Độ lớn và chiều lệch của quả dọi treo từ đỉnh tới đáy của tháp Sather 
(Companile) do sự quay của trái đất là bao nhiêu? 
(b) Điểm va chạm của một vật rơi từ đỉnh tháp xuống là thê nào? 
Giả thiết rằng Berkeley ở 0° vĩ độ Bắc và tháp có độ cao là Lm. Dưa ra các 
giá trị số cho (a) và (b) dựa theo các ước lượng L và 0. 
(Columbia ) 


F 
£ 
&J 
z8 mg 


Hinh 1.72 
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Lời giải: 

(a) Trên hình 1.72, F‹ là lực ly tâm tưởng tượng, œ là góc tạo bởi trọng 
lực biểu kiến mg, theo hướng về tâm trái đất. Trọng lực mgọ đôi với trái đất 
không quay quan hệ với các đại lượng trên theo công thức 


7ng = rmgo + F,. 


Theo tam giác lực, ta có 


FE, _ mg 
sinœ  sinØ l 
hay 
¬..:.. mftu2 cos 8 sìn 8 — R2? sin 28 
— ng ng 2g ` 

Do đó, độ lệch của quả đọi là 

? sin 2Ø 

ta = Earcsim ) : 
2g 


(b) Độ dịch sang bên của vật rơi từ độ cao L ở phía bắc bán cầu do lực 
Coriolis là về phía Đông có độ lớn (bài toán 1099) 


4 
„= CA TT 
3\ bì 
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Dưới điều kiện đặc biệt thuận lợi, một dòng biển tuần hoàn ngược chiều 
kim đồng hồ khi được nhìn trực tiếp từ trên cao đã được phát hiện trong một 
lớp rất biệt lập phía dưới bễ mặt. Chu kỉ quay là 14h. Tại vĩ độ nào trên bán 
cầu nào đòng đó được phát hiện? 

(Columbia ) 
Lời giải: 

Ta chọn hệ tọa độ gắn với trái đắt có gốc tọa độ đặt tại điểm trên bể mặt 
trái đất nơi có đòng biển, trục z hướng về phía Nam, trục ạ chỉ về phía Đông và 
trục z chỉ theo phương thẳng đứng hướng lên trên. Hoàn lưu trên đại đương 
là do lực Coriolis gây ra bởi gia tóc bổ sung (bài 1094). 


a= —2 x V, 
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Z h h ` ^ $ h k Z. ly ` ”AẠA ` ` 
trong đó, œ = uJcos đi + š2sín Øk là vận tộc góc của trái đât, 9 là vĩ độ và v là 
vận tốc của dòng biển. Ta có 


ỉ j k 
a=-—2u|-cosgØ 0Ô sin0Ø 
4y tụy — 0 


Thành phân nằm ngang của gia tốc ảnh hưởng tới lưu thông của dòng biển là 
an = —22sin Ð(~oyÌ + 0zj) — —2«ø;„k x v. 

vì a;; luôn vuông góc với v, nó không làm thay đổi độ lớn của v mà chỉ làm 

đổi hướng. Nó khiên cho đòng lưu thông theo đường tròn. Đặt © là vận tốc 

góc của chuyền động tròn. Khi 


3 
|a¿g| = 2 sìn 0 = PS 
r 


trong đó, r là bản kính của vòng tròn, ta có 


O0 2x 24 6 


in Ð = = . nh) 
V9 hôi DUUY Sọ (U S2p? 5 Vỹ 


hay 


Nếu dòng biển ở trên phía Bắc bán cầu, u,k chỉ về hướng cực Bắc và a„; luôn 
chỉ về bên phải của vận tốc v. Điều này làm v hưởng về phải và làm dòng lưu 
thông theo chiều kim đồng hồ. Tương tự vậy, với bán cầu Nam, lực Coriolis 
gây ra hoàn lưu ngược chiều kim đồng hỗ. Do đó, dòng biển tuần hoàn được 
phát hiện tại vĩ độ 59° Nam. 
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Một thiên thể nhỏ ở trên trời được giữ chỉ bỏi lực hấp dẫn của nó và có thể 
bị phả võ bởi lực triều tạo bởi một thiên thể lớn khác nêu nó. Với một thiên 
thể có đường kính 1km và mật độ 2g/cmŠ, tìm khoảng cách tới hạn từ trái đất 
(giới hạn Roche). 
(ÚC, Berkeley } 
Lời giải: 
Giả sử trái đất được giữ cô định trong không gian và quỹ đạo của thiên thể 
nhỏ quanh trái đất luôn cách một khoảng ¡ như trên hình 1.73. Gọi M là khôi 
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lượng của trải đất, rr và ø tương ứng là khối lượng và mật độ của thiên thể 
nhỏ đó. Xét một đơn vị khôi lượng của thiên thể trên đoạn ÓC cách Œ một 
khoảng +. Ta có từ điều kiện cần bằng lực trên nỏ 


Nó cho „2 được dùng trong biểu thức trên. Vì với † « I1, chỉ giữ lại bậc thấp 
nhất trong ƒ, ta có 
9A/Nã 
`. 
Với Aƒ = tỉ x 1U” g,ø. 2 g/cm], ta tìm được 


L= 1,29 x 1U cm — 1.29 x 10? km, 


Nếu ! nhỏ hơn giả trị trên, lực hập dẫn của trái đất trở thành quá lớn nên thiên 
thể không giữ được đơn vị khôi lượng và nó bị rã ra. 


Hình 1.73 Hình 1.74 


Nêu đơn vị khôi lượng nằm phía bên phải của €' trên đường kẻo dài (2Œ, z 
là âm nhưng kết quả trên vẫn đúng. Chủng ta cũng có thể xét một đơn vị khỏi 
lượng ở vị trí ngoài OC' như điêm 7? trên hình 1.74. Ta có 


TT sa GÀJ 4 me 
vất +}? + g2 ”coa = IIPEES- TS. cúc Ø „"#GV Ẻ + t2 cOS (2, 
4 +; 1U 


với 
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Vì z/! <& 1, /1 «& 1, và chỉ giữ lại các số hạng bậc 1, ta cũng thu được kết quả 
tương tự. 
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Một vòng quay ngựa gỗ (vòng quay) có sơn hai trục (z,) vuông góc và 
quay trên trái đắt (giả thiết là một hệ quy chiều quản tính zo, yo, zg) với vận 
tốc góc không đổi ¿; quanh trục thẳng đứng. Một con bọ có khôi lượng m đang 
bỏ mà không bị trượt hướng ra ngoài dọc theo trục + với vận tốc không đổi uọ 
(hình 1.75). Tổng lực F¿ do vòng quay tác động lên con bọ là bao nhiêu? Chỉ 
ra tật cả các thành phân của F¿ trong hệ quy chiêu trái đât rọ, to, z¿ của con 
bọ. 

(UC, Berkeley ) 


šị, #0 


tu} 


vế BÀ 
m" SG 


* 


X0 


Hinh 1.75 
Lời giải: 

Trong hệ tọa độ quay (z, , z), con bọ bò với vận tốc không đổi uụạ dọc theo 
trục + không có gia tộc, như vậy, lực ngang tác động lên con bọ bởi vòng quay 
là (bài toán 1094) 

F = 2m2 Ÿ ví + mu x (u9 x TÌ, 


trong đó œ = „e;, vÍ = uoey, r — ze;. Con bọ có trọng lượng -rnge:, như 
vây vòng quay tác dụng một phản lực rnge; tác động lên con bọ. Ta có tổng 
lực vòng quay tác dụng lên con bọ là 


Eụ = 2rrruozte, — mm ze„ + mạe, . 


Chọn hệ quy chiêu trải đất (zo, wọ, zo) sao cho tại + — 0, các trục tương ứng 
trùng với trục của hệ tọa độ quay. Tiếp đó, biểu thị các vectơ đơn vị đọc theo 
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Zo., #o; zọ tương ứng là 1,j,k . Ta có 

e; = cos(u‡)i + sin(f)] , 

Gy = — sin(œf)ï + cos(u£)} 

©;=k. 
Để đơn giản, giả sử con bọ ở điểm gốc tại ? = 0, ta có z = øọ¿. Trong hệ quy 
chiêu trái đất, E› có thể được viết như sau 

E§ = —rnuo¿|2 sin(œ†) + œ‡ cos(d2È)]i 
+ rnuou|2 cos(f) — øÉ sin(£) |) + mạk, 
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Xét một số các hạt cơ bản tích điện có cùng tỉ số điện tích/khối lượng 
(e/mn), tương tác với nhau qua các lực xuyên tâm được bảo toàn. Chứng minh 
rằng chuyển động của các hạt này trong một từ trường nhỏ B giỗng với khi 
không có từ trường khi được xem xét trong một hệ tọa độ quay với một vận 
tỐc góc œ được chọn một cách thích hợp (định lý Larmor). Giá trị thích hợp 
của œ là bao nhiêu, và như thế nào được coi là nhỏ? 

(Chicago ) 
Lồi giải: 

Giả thiết từ trường là đều và gọi lực xuyên tâm tác dụng lên một hạt là 
F(r). Xét hai hệ tọa độ 7 và ñR với các gốc là tâm của lực sao cho # quay với 
vận tộc góc œ quanh điểm gốc chung. Bài toán 1094 cho phương trình chuyển 
động (trong đơn vị SI). 

EFír)+evxR=ma @) 


trong L và 
F(r) +ev xB = mai + 2meœ x VÍ + me X (œ x T) (2) 
trong R. Vì v = v' + œ x r, (2) có thể được viết là 


ma = F(r) + ev x B ~ 2mœ x (V — œ X r) — mí? x (u X T 
= F(r) + v x (e€B + 2m) + mưu x ( x Y). 


nêu # được chọn với 
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và nêu số hạng ly tâm znœ x (œ x r) có thể bỏ qua, phương trình trên trở thành 
F(r) = mai, 
nghĩa là, chuyển động của hạt khí được nhìn trong hệ quy chiêu quay là giỗng 
như khi không có từ trường. 
Kết luận này áp dụng cho một hệ các hạt có cùng tỉ số e/zn và chíu các 
lực xuyên tâm có cùng một tâm. Các hạt sẽ chuyên động như thể không có 


từ trường nhưng hệ xét về toàn bộ tiền động trong hệ quy chiêu phòng thí 
nghiệm với vận tốc sóc 0, 


Chúng ta đã giả thiết rằng đối với mỗi trong hệ, 
rn|œ x (w x r)| < 2m|a x vị, 


nghia là 


hay 


@er 


biểu thức này giới hạn cường độ của từ trường. 
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Tâm quay của một con lắc cứng bị dao động theo phương thẳng đứng với 
phương trình nữ ) =TJo cos(41). Con lắc này bao gồm một thanh không có khối 
lượng với chiều dài L và vật có khối lượng m gắn ở một đầu. 

(a) Tìm phương trình chuyển động cho 9, trong đó 9 là góc của con lắc 
theo như trên hình 1.76. Giả thiết Ø << 1 và nọ < L. 

(b) Giải phương trình bậc nhất với tạo với các điều kiện ban đầu: 

(0=, 0=0 và 


ŒD0=0, đ=«VŸ. 
(c) Uốc lượng các nghiệm cho (¡) và (ï) khi cộng hưởng và mô tả sự khác 
biệt giữa hai trường hợp. 
(MIT) 
Lời giải: 


(a) Dùng hệ tọa độ Descartes với sôc đặt tại 2 như trên hình 1.76, trục z 
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Hình 1.76 


nằm ngang và trục „ thắng đứng hưởng xuẳng dưới. Ta cỏ 


#:—.Ä si 0) T— LcosÐ + nụịl — coskot),, 


tt = —F`ãn 9, mm = 110 T cost 
Với Ø « ) rad, ta có thể bỏ qua số hạng bậc 0ˆ và coi cos Ø < 1, sin Ø 8, Tạ có 
# - L002 ì LŨ. 1# ~1.BU + nuà cos(et) , 
và phương trình chuyển đông cho 2 là 


; l đỹ 
Ú + ï [d no. coä(2/)|2<=Q. (1) 


(b) Đỗi với nghiệm gần đúng bậc nhất với a = +, đặt 
Ủ=„+n€(L). 


trong đỏ, „ thỏa mãn phương trình 2 + 242 — Ö, với ¡3 = +, có điều kiện ban 
đầu giông như cho 0. 
(1) Với các điều kiện ban đầu Ø = ø„, 2 — Ú, ta có 


ve = 06€08(20f). 


U — qcon(uf) + n€(H, 


Thẻ vào (1) vả chỉ giữ lại số hạng bậc 1 của a, 


Ệ , „i56 quan COS(Xpnf] COS[at] = sĩ {0os|(uo 1 )f] + cos[(ụ — œ1) |}. 
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Phương trình này có nghiệm riêng 


— tá) .¬ +)t) % cos|(ao — „}f] 
cha 2 2¿0n 1 2g sẽ: tư l 


do đó nghiệm tổng quát là 


d2 cos[(uạ + )f] - &«cos|(o — (2) | 


£ — Cl cos(upf) + C2 sin(oÈ) — 2(2zu ta _.—ì 


Các điều kiện ban đầu £ — 0, £ = 0 tại ? = 0 cho 


—d? 


Œ1ỉ= ; ———, Cạ =0, 
—— (2g + ø](2up — 4) : 
và 
Ú = acos(zaf}) 
lu Í — q22 cos(ugf) — 0uJCOS[(2u + )(| „ #a!COS|(o — 1) 
£ (2u + )(2p — œ} 2(2ua 1 (2) 2(2wo — u} _ 


(i) Đối với điều kiện ban đầu 9 = 0, ổ - "V/‡ = auụ, đặt 
@T— asin(uaf), 
 = asin(aaf) + a£(t) - 
"thể vào (1) cho ta 
£ +wÐ£ = kẽ GOS(02È} Sin(duot) 


~ “tin (o t «¿)£] + sin[(o — ẳ@)f|} , 


. .^ L4 + 
nó cho nghiệm tông quát 


' qu¿ sin[(GJạ † @)f[ - aasin[(ea — @)| 
£ = l)qcos + La: 3È) - n1“... mm. 
Ệ ¡€os(ddpf) © D2 sin(ugf) 5(Duo +2) 2(2zp - 0) 


Các điều kiện ban đầu £ - Ú, £ = 0 tại + - 0 cho 
2 
t2” 


DỊ = Ú, Đạ — ;————— 
, (2o ‡ ứ2)(2u0n =< œ2) 
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và do đỏ 


8 = asin(u2pŸ) 


To { d2 sin(cdot) gu sin|(œ0p + ø)‡]} — aasin[(o — @)] } 
( 


` 7_\ (Gas + 0)(2ág — 2(2¿o + œ} 2(2u„a — œ) 


(c) Cộng hưởng xảy ra tại œ = 26. Với 2uọ, ta có với trường hợp (¡) 


= _ Toa ¬=... 
9 = acos(upt†) m cos(3uo£) — a Ị + T7 T00 (eat)] cos(uo#) ; 


và đối với trường hợp (iï) 


= -i sai ca T8 du2 ¡ 
6 = asin(aat) FD sin(3uot) = a h FD + r sin (ea)| sin(œpf) . 
Ta thấy biên độ cộng hưởng bị giới hạn tới ~ a trong cả hai trường hợp. Tuy 
nhiên, hai cộng hưởng xảy ra tại các pha lệch nhau 5. 
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Một cái bát hình bán câu có bán kính R quay quanh một trục thẳng đứng 
với vận tốc góc không đổi O. Một hạt khối lượng M chuyển động trên bề mặt 
phía trong của bát dưới tác dụng của lực hấp dẫn (hình 1.77). Thêm vào đó, 
hạt còn chịu một lực ma sát F = —kVa¡, trong đó k là hằng sô và V,a¡ là vận 
tốc của hạt so với bát. 


(a) Nếu hạt ở đáy bát (Ø = 0), rõ ràng nó ở trong cân bằng. Chỉ ra rằng 
nêu Ô > ạ› thì có giá trị Ø cân bằng thứ hai và xác định giá trị đó. 

(b) Giả sử, hạt cân bằng ở đáy bát. Để mô tả chuyển động của hạt trong 
lân cận của điểm cần bằng, ta xây dựng một hệ tọa độ Descartes quán tính 
cục bộ (z, y, z) và bỏ qua độ cong của bát trừ trong tính toán lực hồi phục hấp 


dẫn. Chỉ ra rằng với |z| < ï, |y| < R, vị trí của hạt thỏa mãn z = Re(zoe®), 
ụ = Re(wae*'), trong đó 


„. kÀ : Đi 
(“+m+§) +Í8) San Ti 


` ^ H z y ` h z Ứv ˆ Lì ` 
(c) Tìm vận tốc góc, Qạ, của bắt mà tại đó hạt chuyển động tuần hoàn. 
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Hình 1.77 


(d) Có một sự chuyển trạng thái từ ổn định sang không ổn định tại Q ~ Öạ. 
Bằng cách xét các tân số lân cận Œọ, chứng minh rằng chuyển đông ổn định 
với Q < Oạ và không ổn định với § > Q. 

(MIT) 
Lời giải: 

Trong hệ tọa độ quay với vận tốc góc ©, phương trình chuyển động của 

một hạt khối lượng A/ theo bải toán 1094 là 
F = Ma + 2A7 x vì LÀ7Ox(QOxr)+À/Ô xr, 


trong đó, a/, v' là gia tốc và vận tóc trong hệ quay. 
Với hệ quay, chọn hệ tọa độ cầu (z. 9, 2) gắn với bát với gốc O tại tâm bát, 
ta có f3 = (0, Trong hệ tọa độ cầu, ta cỏ 
èr = Ô@¿ + ¿sin 08,,, 
bọ = —Ôey + ¿cosØe„ , 
Š¿ =-wsIlỦœr  qàcosØeg. 
Do đó, với một hạt tại r = re,, vận tốc là 7 
Vv—=rT€er + rỒeg ‡ rẻsinØe„, 
và gia tộc là 
a=(-— rÖ? — ¿` sin? )e, 
+ (rổ + 2£Ö — rở” sin Ø cos Ø)}ea 
+ (rẻsin 8 + 2?#2sin 8 + 2rổv2 cos 8)ey. 
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(a) Với hạt chuyển động trong bát đang quay, ta có 
€@ = —Ocos 8e; + ÕÔ sìn Øea , 
r~ Rer, ”=f=0, Vụ = Rôea + Rộsin 0e, , 
EF =Mg+N - kVu¿ 
trong đó, 


Mg = Mgcos 0ey — Ág sìn Ôea , 
N=—Ày. 


Do đó, phương trình chuyển động của hạt trong hệ đang quay theo chiều 
éø và c„ tương ứng là, 


MRồ — MR¿ sin 6 cos 0 
= —Mgsin 6 — kRô — 2MROosin 0 cosØ + MRQP sin Ø cos 9 


AMRl2sin 8 + 2MRÔ02cos 9 = —kRòsin 0 + 2MROô co 9. 


Lúc cân bằng, ô = 0, @ = 0, ổ = 0, ¿ = 0, và ta thu được 
—Mgsin 8 + MROsin 0 cos 0 = 0, 


từ đó cho 
sin ổ = Ũ, hay cos Ø = 0P : 
Do đó, 6 = 0 là một vị trí cần bằng. Nêu Q > V* có một vị trí cân bằng khác 
là 
8 = arccos (sm) : 


(b) Dùng tọa độ Descartes (z, , z) với hệ quán tính cục bộ có gốc tại 0 = 0 
ỏ đáy bát và trục z dọc theo trục quay. Trong hệ này, vectở vị trí của hạt gần 
đáy bát là 
r=zÌ+ 0] + zk # zÏ + tÌ, 


bỏ qua độ cong của bát và phương trình chuyển động của nó là 


Mt' = Mg_ kVW¿qa +N. 
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Hình 1.78 


Như trên hình 1.78, thành phân lực N dọc theo r xắp xỉ 0 và thành phản 
Afg dọc theo r là 
Max, _ Aldu, 


R' TT R 


-Äfqsin Øcos vi — ÄAfqgsin ổ sin 2]  — 


VỚi sin Ú  ñ, c0su2 2 5, gin 2 ~ 3. Cũng với  = Vụ + Ô x r, 


—kV¿j¿ = —k† + kxr 
k(# 1 uQ)i - k{u - z9)j. 


Đặt r - rục?!, ý = u£ˆ! ở trên trỏ thành 


k) 
-ñ + (+ TA+ Š ] =0, 
Với nghiệm khác 0, ta cần 
đà pH ca: Í 
_.. 8 | [wyft.#\'¿( tp, em 
ko XÃ Tụ ^ AI ñ ÁM : 
\/ ` v:-: 


* £ * .Ä .ˆ ` , hd &ÕiÈ28 — 2 - +. 
Do đỏ, nêu có điều kiện này, ta có thể mô tả vị trí của hạt bỏi 


 F 


+ = l[Tue  = Re(wae°). 
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Kết luận này chỉ hợp lệ chỉ với |z| < E, |w| <R vì ta đã bỏ qua độ cong và 
xem như hạt chuyển động trên mặt phẳng nằm ngang. 


(c) Về bên trái của (1) có thể phân tích thành thừa số và chứng minh rằng 
có các nghiệm 
kÀ kQ 
2 ——- hườn TIẾT 2 
À“ˆ+— M hổ R = +: M 
Đôi với chuyển động tuần hoàn, A phải là ảo, À — iu, trong đó ¡ là thực. Cân 
bằng hai phần thực và ảo cả hai về ta có 


và u=+Q. 


Để thỏa mãn những diễu đó, ta cần 


|9 
Ø = + =+ÐÔ) 
R 0 


để chuyển động là tuần hoàn. Chú ý rằng dâu '+° và '—' ứng với hai chiều quay 
ngược nhau. 

(đ) Như đã trình bày ở phân (a), nêu Ø < Qạ, chỉ có một vị trí cân bằng 
Ø = 0. Cân bằng tại đây là ổn định. Với Q > Qạ, có hai vị trí cân bằng đ = 0 
và 0= arccos( Độ). Tuy nhiên, cân bằng tại vị trí trước là không ổn định, do 
đó cần bằng ổn định bị dịch tới vị trí sau nêu © > Qạ. Do đó với Ø = 0, có sự 
chuyển từ ổn định sang không ổn định tại Q = Oạ. 


1107 

Một hạt khôi lượng ra có thể trượt không ma sát ở bên trong của một ống 
nhỏ cong thành dạng hình tròn bán kính a. Ông quay quanh một đường kính 
thẳng đứng với tốc độ œ rad/s không đổi như trên hình 1.79. Lập phương 
trình vi phân của chuyển động. Nêu hạt bị nhiễu loạn nhỏ so với vị trí cân 
bằng không ổn định tại vị trí 9 = 0, tìm vị trí có động năng cực đại. ˆ 

(SUNY, Bufjalo ) 

Lời giải: 

Trong hệ tọa độ quay (r,0, @) gắn với ông tròn, ta có (từ bài toán 1094) 


F = ma + 2m x VỈ + mí x (0 X r), 


12-8TM6G CƠ HỌC 
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Hình 1.79 


với 
F=mg+N 
= —rngcos 8e; + mg sìn Đe¿ + Ne;, 


œ—=cosđey ,;sin0ea, 
a' = —afØ?e„ + aổog , 
vì = qÔea, r—dae„. 


Phương trình chuyển động theo chiều e¿ khi đó là 
mail = ng sin 8 + mau)? sin 8 cos Ð . 


V0= Ki = tá, phương trình ỏ trên với điểu kiện ban đầu 6 = ổ = 0 tại 
+ —=0cho 
œÖ° = œ* sìn? Ð + 2g(1 - cos 0). 


Trong hệ tọa độ quán tính tại thời điểm trùng với hệ quay, vận tốc của hạt là 


` v= ví + xr = aÖe¿ + du Sỉn Ô©,., 
và động năng của nó là 
Ì „ : : 
E-= am(a?8” + a?u? sin? 8) 
* 
1 
= an.” a2 sìn” 8 + 2ga(1 — cosØ) + „2aÊ sìn? 6] 


= rmal|u?a sỉn? 8 + g(1 — cos8)]. 
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Để E đạt lớn nhất tại ổn, ta cần 


dE dE 
(5), - „ Cai - X 


Vì 
dkE 
Tầm ma|2,?a sin Ô cos Ø9 + gsin 8] = 0, 
a3 
dg2 mna|4u2a cos? 8 + g cos Ø — 22a] , 


La Á. . /, nh 4 
ta có đôi với vị trí động năng cực đại 
£ 
Ống = nều 


Ôa = arccos sa nếu 2> 
(U“@đ 
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Gọi # là hệ trục có tâm đặt tại tâm trái đắt, với trục z hướng vẻ phía cực 
Bắc là một hệ quy chiều quán tính. Gọi &' là hệ đặt tương tự nhưng quay cùng 
với trải đât. 

(a) Viết phương trình phi tương đối tính cho thấy phép biến đổi đạo hàm 
theo thời gian của một vectơ bất kì từ 9' sang Ø. Dùng nó để tìm biểu thức cho 
lực Coriolis cho một vật chuyển động trong Š”. Định nghĩa tắt cả các kí hiệu. 

(b) Trong bán cầu Bắc, tìm chiều của lực Coriolis tác dụng lên một vật 
chuyển động về phía Đông và một vật chuyển động thẳng đứng lên trên. 

(c) Xét một vật rơi từ một độ cao 10 fut tại vĩ độ 30° Bắc, Tìm gắn đúng 
độ lệch ngang do lực Coriolis khi nó rơi đến mặt đất. Bỏ qua lực cản không 
khí. 

(SUNY, Buffalo ) 
Lời giải: 

(a) Đặt XY Z là hệ quy chiều quán tính Ø và X“Y7Z là hệ quay ®' gắn cô 
định với trái đất, nó quay với vận tốc góc œ›. Trong #”, một vectơ A. tùy ý có 
thể được viết thành 

A=Azi+ Auj + A;k. 
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Trong 5, đạo hàm theo thời gian của A là 
dA - đa d dđÁ dA | 5) 


đi 
= 11+ ^^ KÌ+ÍA Ay2+A 
dt đ ng 4g )+Í >ay T Ân T An 


Gọi đ* /dt là đạo hàm theo thời gian trong “”, khi đó 
d*A _ dA,. dây, dA; 


=—`= k. 
dc — cát ái) Tá 
Động học của một vật rắn cho 
di đị 
— —= 1 — —= Ì - nNĂ= k. 
T.< 0X q8 XỈ, p=X 
Từ đó 
dA  đởÓ!A ì R ¬.¿. 
HE C app TT Xzi + đụ] + Á„k) = —— +œ>x A, 


Như vậy, với vectơ bán kính r tới một điểm P, ta có 


LIÊN. 
BE HỢP, hư nh HÀ 
đ?r ` d* /d*r 32 2uệy SEuuyôi đ*r ác điờy 
nh _ —— T 
d2 — dt (di ki = đn 

=:. : tờ 060 p2 vế 

d2 d dị 
Chú ý ở trên 
đu — dư 


Tđp — d8 X9h ng 
Định luật 2 Newton áp dụng cho hệ quán tính, như thế với một hạt khối 
lượng 7n tại P bị tác động bỏi lực F, ta có 


dầy SN) xã. ` s }d đ*u 
——~ —= TT. Tn. cử T Tn. 
dị NET chi vị sn di 


xT. 


F=m 
Biểu thị 4 bằng một dẫu ch: trên và chú ý là với trái đất ¿ = 0, phương 
trình ở trên được việt thành 
TnŸ —= F` — 2mm x È — nữ X (0 X T 


đôi với hệ tọa độ quay. Điểu này chỉ ra rằng định luật 2 Newton vẫn hợp lệ 
nêu ngoài E chúng ta đưa vào hai lực tưởng tượng: —2mœ x t, lực Coriolis, 
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Và —rnœ x (œ x r), lực ly tâm. Như vậy, một vật khối lượng chuyển động 
trên trái đất với một vận tốc v được quan sát trên trái đắt như chịu một lực 
Coriolis —2mu» x ví, 


(b) Chọn cho $' một hệ có định tại một điểm trên bể mặt trái đất tại vĩ độ 
À và đặt các vectơ đơn vị trực giao của nó là i,j, k chỉ tương ứng theo hướng, . 
Nam, Đông và theo phương thẳng đứng hướng lên trên. Khi đó 
0 = —ú2CO§ Ài + ¿;sin Àk. 
(1) Khi vật chuyển động về phía Đông, v/ = øj, lực Coriolis là 
E¿ = —2mu¿ x ví = 2mœ@sin Ai + 2muug cos Àk, 


nó có độ lớn 


|Fe| = (mau sin À)2 + (2mÿ cos À)? = 2m 


và chỉ về hướng Nam nghiêng một góc ở cho bởi 


cos À 7 
trở — ——_— =tg|[——À}. 
52 sin À 5 Ệ ) 
(2) Khi vật chuyển động lên trên, v' = ¿k, lực Coriolis là 
F¿ = —2mứ! x vỈ = —2muJ‡ cos À} , 


nó có độ lớn 2rm¿2z cos À và chiều hướng vẻ phía Tây. 


(c) Phương trình chuyển động cho một vật rơi tự do trong Š là 


mĩ — 2m, sin À , 
rrj —= — 2rmmuJ(% sìn À + z cos À} , 


mz = —†1ng + 2muJ cos À , 


với điểu kiện ban đầu z = y = 0, z = h = 10 ft, ‡ = ÿ = šz = 0 tại £ = Ũ. Tích 
phân và dùng các điều kiện ban đầu ta được 


+4 =2uysinA, 
ÿ = —22[z sin À + (z — h) cos À] , 
Z = —gf + 2u cos À . 
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Thế vào hệ phương trình ban đầu ta được 


# = —4¿¿?|zsin À + (z — h) cos À] sìn À , 
ÿ = 2glu cos À — A2, 
# =~g— 4¿?[z sin À + (z — h} cos À] cos À . 


kì Z Ầ , h Pì ) 
Bỏ qua các sô hạng có a2, ta có gần đúng 


z=0, 
Ù = 2g cos Àu, 
zZ—=-g. 


Lây tích phân, áp dựng điều kiện ban đầu và khử ¿, ta được 
8/2 cos2 À 
2_—_ — zì3 
W ( %g ) (h—z)”. 


Khi vật rơi đến mặt đất, z = 0, 


G coS `) 2hA 
SE n TU cố" 
8 


Với h = 10 ft = 3,05 m, À = 30°, ta tìm được  = 1,01 x 10~4 m. Do đó, độ 
lệch đo lực Coriolis về phía Đông có độ lớn là 0,01cm. 


2. ĐỘNG HỌC CỦA HỆ CÁC CHẤT ĐIỂM (1109-1144) 


1109 

Một xe khôi lượng Ä có một cột ở trên nó, trên cột treo một quả bóng khỗi 
lượng „ bằng một sợi dây mảnh gắn ở điểm P. Xe và bóng có vận tốc ban đầu 
là V⁄, Xe này đâm vào một xe khác có khối lượng m và dính vào nó (hình 1.80). 
Nếu chiều dài của dây là Ð, chỉ ra rằng vận tốc ban đầu nhỏ nhất để làm quả 
bóng có thể chạy theo hình tròn quanh điểm P là V = |ứn+ M)/mn] 5g. Bỏ 
qua ma sát và giả thiết M, ra >> „. 

(Wsconsin ) 

Lời giải: 

VỚI ø < mm, Mĩ, định luật bảo toàn động lượng 


MV = (M+m)V' 
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Hình 1.80 


cho vận tốc của hai xe sau khi va chạm, 
V'= MV 
— ÁM +m ` 


Xét chuyển động tròn của quả bóng ở đỉnh xe A nêu nó đứng yên. Nếu tại 
điểm thắp nhất và cao nhất bóng có vận tốc tương ứng là Vị và V2, ta có 


1 1 
2IVỀ = 5UV? + 2ngR, 
V¿ 
K =T+hg, 


trong đó, 7' là lực căng của dây khi bóng ở điểm cao nhất. V; nhỏ nhất khi 
7 - 0. Do đó, Vị nhỏ nhất cho bởi 


Y.& Í 
2/:VẺ = sugR + 20g, 


nghĩa là 
Vì = V5glt s 


Với xe chuyển động, Vị là vận tốc của bóng so với xe. Vì với bóng có vận 
tộc ban dầu Vˆ và xe có vận tốc V” sau khi va chạm, vận tốc của bóng so với xe 
sau khi va chạm là W — 1⁄', Do đó, V nhỏ nhát để bóng chạy theo vòng tròn 
sau khi va chạm được cho bởi 


MV 
V8. = V5gR, 


ÄAfƒ +1n 


nghĩa là 


M +mn „—— 
V=_—— h. 
v5q 
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1110 


Một xe khối lượng rn chuyển động với vận tốc 0 tiến lại gẦn một xe có khối 
lượng 3a đang đứng yên. Lò xo bị nén trong khi hai xe đâm vào nhau (hình 
1:81). 

(a) Tốc độ của xe có khối lượng 3m bằng bao nhiều tại thời điểm lỏ xo bị 
nén cực đại và năng lượng bảo toàn? 

(b) Câu trả lời sẽ là thế nào khí năng lượng không bảo toàn? 

(c) Vận tốc cuối cùng của xe nặng hơn sau một khoảng thời gian dài trôi 
qua nêu năng lượng được bảo toàn là bao nhiêu? 

(d) Đưa ra vận tốc cuỗi cùng của xe nặng hơn khi va chạm hoàn toàn 
không đàn hỏi. 

(Wisconsrn } 
Lời giải: 

(a) Khi lò xo nén cực đại, hai xe là gần nhau nhất và tại thời điểm đó 

chuyển động với vận tốc u' chẳng hạn. Động lượng bảo toàn cho 


tau = (tn + 3m)0", 


nghìa là 


Như vậy xe nặng hơn có vận tốc ¡ tại thời điểm đó. 


(b) Ngay nếu như cơ năng không bảo toàn, kết quả trên vẫn đúng vì nó 
được rút ra từ sự bảo toàn của động lượng, điều đó đúng chừng nào không có 
ngoại lực tác dụng. 


Hình 1.81 


(c) Năng lượng và động lượng bảo toàn cho 


2 2 -NG, 
TU = mu] + 3mn¿ , 


mu? - mu? sí 3m+uỹ 
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trong đó, z‡, ¿ tương ứng là vận tốc sau khi va chạm của xe nhẹ và xe nặng. 
Do đó, xe nặng hơn có vận tốc cuỗi cùng là 


P 21m0 ụ 
Ủy = = 


m ằ+L3m 2ˆ 
(d) Nếu va chạm là hoàn toàn không đàn hỏi, hai xe sẽ chuyển động cùng 
nhau sau khi va chạm. Vận tốc khi đó của chúng là ÿ như cho ỏ (a). 


1111 

Tỉnh toán Œ, và các khôi lượng: 

(a) Chu kì quay của một sao đôi có hai sao cùng khối lượng (Mi = Mạ = 
M) cách nhau một khoảng ổL là bao nhiêu? 

(b) Chu kì quay của một sao đôi có hai sao khác khối lượng (AM: # A2) 
cách nhau một khoảng 7 là bao nhiêu? 

(c) Chu kì quay của một sao ba có đạng hình tam giác đều (cạnh L) đẳng 
khối lượng là bao nhiêu? 

(d) Chu kì quay của một sao ba có dạng hình tam giác đều (cạnh L) có ba 
sao khác khôi lượng (Mị # Mỹ; # Mạ) là bao nhiêu? 

(Wisconsin) 

Lời giải: 

(a) Sao đôi có cùng khỗi lượng 
Lực hập dẫn tác động lên mỗi sao là lên GM?/L?. Bản kính của quỹ đạo tròn 
của mỗi sao đối với hệ là khôi tâm của sao đôi là R = = 1/2. Gia tốc hướng tâm 
của môi sao là a = z2/R, trong đó 9 là tốc độ của mỗi sao trong hệ khối tâm. 
Dùng những điều trên ta có 

Mu? _ GM? 
An. 


hay 


,a_ GMR _ GM 
—EP ` 3g” 
Do đó, chu kì của sao đôi là 
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m 
bá \ l2 s 


Hình 1.82 


(b) Sao đôi không cùng khỗi lượng 
Đặt O là khối tâm của sao đồi. Khi đó như trên hình 1.82, 


MạL A\L 


—Mh+M ¿` “— ng ÂM ° 


1 


Với Afq, ƒ = GM› Mf;/L®, bản kinh của chuyển động tròn là !¡, và gia tốc 
hướng tâm là ŒỊ = u‡/h, Do đó 


An tu " GẶ" M; 


T T3 


cho 
ạ_- ŒMạH ỚM, —M 


: b ÚU AB tia: 
Chu ki quay của A7; khi đó là 


ủh 2 MạL L(MIh + M;) =#⁄E ị L 
BH UỢUCO. \øũñ. + ` 


Đổi chỉ sô treo 1 thành 2 ở trên ta cũng được chư kì 7; ứng với Af¿. 


Mì 
L L 
L 
Mỹ; Mì) 
Hình 1.83 


(c) Sao ba đạng tam giác đều có cùng khối lượng 
Đặt Ó là khỏi tâm của sao ba (hình 1.83). Theo hình học í¡ - v3//3. Với 
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Mì, hợp lực của lực hâp dẫn tạo bởi hai sao theo hướng Ó và có độ lớn là 
(3GM?/L?) cos 30° = v'3GŒM2/L?. Nêu tốc độ của nó là ø, ta có 


Mv2? — V3GAI? 
hp 7 HH ` 
hay 
›_ V3GMl _ GM 


d b B6 £É` 


vậy chu kì của sao ba là 


+ 2mh _ 2v3 : 


_ = _n- rL GM . 
bà 
F+ 
{ 
0 x 
Hình 1.84 


(d) Sao ba dạng tam giác đêu không cùng khỗi lượng 
Dùng hệ tọa độ như trên hình 1.84. Tọa độ của Aƒ¡, Äí¿ và A72 tương ứng là 
(0,0), (L.0) và (L/2, vật) và vectơ bán kính của khôi tâm €' là 


L 
1 — 
S%`M, Ai + Mạ+ Ms 


1 


Te = 


bà AM, T; 


Äƒi+ ai + Sai) 


h EuUỐ\,. MẾN và 


Lực hắp dẫn gây bởi AM; và A7; lên Af¡ tương ứng là 


GÀTI) Ma, 
Nà >”. 


và 


“ä — - -Ili+d+.— 
13 (5 g° 


— GMIMạ E 5i) 
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đo vậy, hợp lực lên A⁄ị là 


fñq =lhạ+fls 
GÀMN Ma. v3 % 
= — —NM. : 
T3 l(s+ 5 )t* 5 3| 


Điều này cho thấy f¡ song song với r„. Độ lớn của nó là 


GM Mạ+Ma\?” 3M) @GM 
n= SỀn |(Mu+ Mà SG PERm ra VM3 + Mỹ + MạM:. 


Bán kính của quỹ đạo tròn quanh khối tâm mà sao M; chuyển động là 


?ẳ© — TT. , 
AM + Ma + Ma 


lần VMỷ + Mỹ + MaM . 


Từ đó, phương trình chuyển động của Mạ là 


Mhưi GM 
Re = (5) VMậ + Mệ + MạM; 


cho tốc độ œ của Mĩ, 


¬^ h 


sộ G ( "=Ò 
LŨ Mĩ + M¿ + Múa 
Do đó, chu kì quay của Mí là 

Tô 


Ủn 


Vì 


L 


= 2~L 
TU G(NH + Mẹ + Ma) 


Đó rõ ràng cũng là chu kì của Mạ và Ma. 
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Một hạt khói lượng rn, điện tích g, và vận tốc ban đầu » va chạm thẳng 
vào vật giỗng vậy như vậy nhưng ban đầu đứng yên. Khoảng cách gần nhất 
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giữa hai hạt (theo cơ học cổ điển) là bao nhiêu? Vận tốc của mỗi hạt ngay khí 
tiên đến gần nhau nhất đó là bao nhiêu? Vận tốc cuối cùng của mỗi hạt là bao 
nhiêu? Chứng minh cho những câu trả lời đó. 
(Wisconsim } 

Lời giải: 

Vận tốc tương đổi bằng 0 khi hai hạt ở vị trí gần nhau nhất. Động lượng 
bảo toàn nên mm» = 2rnz' và w = ø/2 là vận tốc của mỗi hạt ngay khí tiên gần 
nhau nhất. Bảo toàn năng lượng cho 


mù? nu? rmu2 œ2 


——=—+—+ 


3.9 2 
và do vậy 
4q? 
nữ? 
là khoảng cách tiến gần nhau nhật. Vân tốc cuối cùng bằng 0 với hạt tới và 
bằng ò đôi với hạt lúc đầu đứng yên. Điều này có thể thấy được từ sự đỗi xứng 
của bài toán. 
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Hai quả cầu thép, quả dưới có bán kính 2ø quả trên có bán kính a, rơi từ 
độ cao h (đo từ tâm của quả cầu lớn) lên một tắm thép như trên hình 1.85. 
Giả sử tâm của các quả cầu luôn nằm trên đường thẳng đứng và tắt cả các va 
chạm là đàn hồi. Độ cao cực đại của quả cầu ở trên có thể đạt tới là bao nhiêu? 
Gợi ý: Giả thiết quả cầu lớn va chạm với tâm thép và dội lại trước khi nó đập 
vào quả cầu nhỏ. 

(Wiscornsin ) 
Lời giải: 

Gọi khối lượng của quả cầu nhỏ là mạ và của quả lén là mạ. Khi đó m¿ = 
8rn¡. Vận tốc chạm đất của quả cầu lớn là ø; = 4/2g(h — 2a) và vận tốc của 
nó ngay sau khi bật lại từ tâm thép vẫn có độ lớn là o. Tại điểm này, vận tốc 
xuống của quả cẦu nhỏ là »ị = 4/2g(h — 24) = öạ. Gọi vận tốc của quả cầu 
lớn và nhỏ tương ứng sau khi va chạm đàn hỏi là ¿ và ơ¡ và coi chiêu hướng 
lên trên là chiều đương. Từ sự bảo toàn động lượng và năng lượng cho ta 


T22 — TL1U1 —= TH}U2 + mu : 


2 2 2 2` 


mìui ` TUỆ — TnaU - Tniuƒ 
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ở 


Hình 1.85 


chúng có nghiệm 


tý = _ = ạ V2ø(h —98) „ 
24; HH =—— 
Tê _ = Š V2g(h — 28). 


Cơ năng của quả câu bẻ bảo toàn, do đó độ cao cực đại (so với tâm thép) của 
quả cầu bẻ là 


„2 
H = 3a + >L =3a+ —{(h — 2a). 


520 
2g §I1 


1114 


Một toa xe trần đường sắt khôi lượng A/ có thể lăn không ma sát dọc theo 
đường ray nằm ngang như ỏ hình 1.86. ý người, mỗi người có khôi lượng rn., 
lúc đầu đứng trên toa xe ở trạng thái nghỉ. 

(a) người cùng chạy về một phía của toa xe; tốc độ của họ so với toa xe 
là 1 ngay trước khi họ nhảy xuống (đồng thời). Tính vận tốc của toa xe sau 
khi mọi người nhảy xuống. 

(b) người chạy khỏi toa xe lần lượt từng người một (chỉ có một người 
chạy mỗi lần), mỗi người đều cỏ vận tốc V¿ so với toa xe ngay trước khi nhảy 
khỏi toa xe. Tìm biểu thức vận tốc ban đầu của toa xe. 

(c) Trong hai trường hợp (a) và (b), trường hợp nào toa xe có vận tộc lớn 
hơn? 

(CUSPEA ) 
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Hinh 1.86 


Lời giải: 
(a) Khi không cỏ ngoại lực ngang nào tác dụng, khôi tâm của hệ bao gồm 
toa xe và NÑ người đứng yên. Lẫy trục z đọc theo, ta cỏ với khôi tâm, 


AT;e + NTnzngười 
cm = —— ca 
ở ÀAf+ Nm 
Tem — Ũ — NÍ?xe + Nm+ người : 


ở đây ?„e và #ngưoi tương ứng là vận tỐc của toa xe và của mỗi người và sau khi 
mọi người dời khỏi toa xe. Khi viết ¿„e — V⁄+« và chú ý rằng ?ngưại = V$e — V, 
ta CÓ 
AfV„e + Nm(W¿e— V-) =0, 
từ đó cho ta 
NmV 
— AF+ mi 


Vặ 


(b) Xét chuyển rời từ n người đên (» — 1) trên toa xe. Đặt 1⁄4, là vận tốc của 
toa xe khi ?+ người rời khỏi xe. Động lượng tổng của xe với n người là 


Hạ = AfƒV-, + nmVn,. 


Khi người thứ + nhảy khỏi toa xe với vận tốc 1⁄2 so với toa xe, động lượng của 
hệ bao gồm toa xe và 0 người là 


H›  = MFVa-g t+[n 1)mV_g + m(Vn-(— Wỳ}. 
Bảo toàn động lượng ??, ¡ — ƒ?„ cho ta 
(AT 1 nrn)Vn — (ÄAƒ + nm)Vn ¡ — tk, 
hay 


: 1n 
Ví = Vạ + ————. 
.Ã< th NI +nm 
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- rriVt 
Ứ...=È _=—=——=. 
= h*À.Ằ xin +1 


Khí n = W, Vy = 0 ban đâu, ta có với s _— W, 
toc ộ rrV+ — mV 
._  M + (N =i+ lìm ~ M +m ` 


(c) Khi 
N ] N 
T——>—. 
Í ÀM + rưn ÀM + Nm 


mị= 


toa xe trong trường hợp (b) có vận tốc cuỗi cùng lớn hơn. 
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Một viên đạn khói lượng m được bắn ra (với vận tốc V) vào một bia khổi 
lượng A7, bia có một lỗ trong có lò xo với hằng số đàn hôi k. Bia ban đầu đứng 
yên và có thể trượt không ma sát trên bể mặt nằm ngang (Hình 1.87), Tìm 
khoảng Ar mà lò xo bị nén lại cực đại. 

(CUSPEA ) 


Hinh 1.87 
Lời giải: 
Tai khoảng khắc lò xo bị nén đên cực đại, viên đạn mò và bia A7 chuyển 


ˆ DI Ni) ^ £ r , ` - 
động với cùng vận tóc 1⁄2. Bảo toàn năng lượng cho ta 


rn® ` Tí”) AfV7 k(Az)? 


2 b) 3 2 


và bảo toàn động lượng 
rnV ` — (mm + Äf)}V, 
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cho ta 


Ỉ sẽ 
Ð MIẦƒ 


Hàn \ kím + Af] A 
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Một ngôi sao nặng khôi lượng Af và bán kính # chuyển động với vận tốc 

V đi qua môi trường khi rất loãng mật độ ¿. Nó kẻo các hạt về phía nó bởi 

trường hâp dẫn và bắt tật cả các nguyên tử va vào bể mặt của nó. Tìm lực kẻo 

vào ngôi sao có tính đến sự gần đúng là vận tóc nhiệt của các nguyên tử bỏ 
qua so với |V | và các tương tác của các nguyên tử với nhau có thể bỏ qua. 

(CUSPEA ) 


', 


Hình 1.88 


Lởi giải: 

"trong hệ toạ độ chuyển động với ngôi sao, các nguyền tử khí chuyển động 
với vận tốc _ V về phía ngồi sao từ vỏ cùng. Dưới ảnh hưởng của trường hấp 
dẫn quỹ đạo của ngôi sao, phác hoạ vẻ các nguyên tử khí là như hình 1.88. 

Đặt b là thông số va chạm lớn nhất mà với nỏ nguyên tử khí chỉ bị bắt 
bởi ngôi sao và » là vận tốc nguyên tử khí ngay trước khi bị bắt. Xét bảo toàn 
momen xung lượng cho ta 


uUlt — bV, 
và bảo toản năng lượng cho ta 
ề _ GM  V 
ẻ h 2° 
từ đỏ ta có é 
„1ˆ „. 2GM 
⁄ = (v: =- ) - 


138IÄL0 G7 HỌC 
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Lực kéo vào ngôi sao bằng xung lượng được hấp thụ trên một đơn vị thời gian 


2 » ng 
đP _ úụ xẺVA¿-p(—V) 


F= 
đE ` Atso At 
2 nR?p » 2GM 
=— chó C 
xb?pVV ụ (v ts. 
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Xét tập hợp các chất điểm zr chuyển động theo quỹ đạo tròn xung quanh 
tâm chưng với cùng một động năng. Nêu lực có mặt duy nhất là lực hâp dẫn 
tương hỗ (lực Newton), tìm mật độ hạt như hàm của bán kính r từ tâm để giữ 
được mật độ không đổi ở mọi thời điểm? (Thừa nhận rằng mật độ là đối xứng 
câu). 

(Columbia } 
Lời giải: 

Đặt 7 là động năng của mỗi hạt. Khi nó chuyển động theo quỹ đạo tròn 

bán kính z dưới tác dụng của lực hấp dẫn tương hỗ, ta có 


mu? ŒMm 
T = r2 Ỷ 
Do đó 
Lạ GMm 
lo óc 2r ` 
cho ta 


khi khối lượng tổng của các hạt chuyển đông ĐỒNG hình cầu bán kính r tại 
tâm chung. Vì 


dM = 4nr?j(r)dr 


(r)= == dM __ 7 
PŒ)> ty) ác — 2nr2Gm ` 
từ đó ta nhận được mật độ hạt là 


ø- T 
m — 2zr?Gm2 ˆ 


Thí) = 
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Cho hệ chất điểm với lực xuyên tâm bổ sung theo từng cặp, sử dụng 
định luật hai và ba Newton để chứng tổ rằng momen động lượng toàn phần 
của hệ là một hằng số. Tính toán đó có phụ thuộc vào điểm chọn là gốc tọa 
độ hay không? 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 
Momen xung lượng của hệ có N chất điểm xung quanh gốc cô định được 


định nghĩa như 
L= 3. “Đ¿¡. 


Định luật hai Newton E; = “Pt cho ta 


đdU 
sẽ = x: =rị x 3h cyT xÍu, 
B B jøi ¡ jợi 
ở đây f;; là lực của khói lượng thứ 7 tác dụng lên khỏi lượng thứ ¡. Với hai khối 
lượng thứ ¡ và 7, định luật ba Newton cho 
Èj = —Ñ¡, 
và do đó 
In ‹ Ñj +r; x = (Fị¡ T— r;) x fj =0, 


bởi vì r; - r; song song với f¿. Vì tổng Š”,32,„;(r; x f;) là do các cặp cực 
giống như f,; và f;, gây ra, ta có 


đL 
cà, 
có nghĩa là 
L= hằng số. 


Vì gốc toạ độ trong chứng minh này là tuỳ ý, nên kết luận không phụ thuộc 
vào việc chọn gốc toạ độ. 
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Hai ngôi sao khối lượng AM và rn cách nhau một khoảng cách ở chuyển 
động trong các quỹ đạo tròn xung quanh khối tâm tĩnh. Ta có thể coi các ngôi 
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sao gần đúng như chất điểm. Trong vụ nổ sao siêu mới, sao khôi lượng Äƒ mật 
khối lượng AM. Vụ nổ là tức thời, đối xứng câu, và không gây ra phản lực 
lên phần còn lại. Nó cũng không có ảnh hưởng trực tiếp lên sao khác. Chứng 
minh rằng hệ sao đôi còn lại là được liên kết khi AM < (ÁM + m)/2. 

(MIT) 


M-AM 


Hình 1.89 


Lời giải: 
Lấy khôi tâm như là gốc hệ quy chiều cổ định và đặt rạ, r; tương ứng là 
khoảng cách từ khôi tâm đến M, m trước khi nổ. Ta có 


rrui Md 


= d, ==———— tạ —= : 
HA c2 TL TM +m 2°” Mđ +m 


H 2 kì ˆ ` kả - 
Vận tộc góc u; của chuyển động tròn của Ä⁄ thỏa mãn 


„  GÁMIm GMm 
Mu? — Ð mnrau? = 7 
hay 
G(M + m) 
Aú—~ 
q2 = F: 


Sau khi M bùng nổ khối lượng AM rời ngôi. Vì vụ nổ không gây ra phản lực 
lên phần còn lại và không ảnh hưởng lên ngôi sao kia, nên tổng động năng và 
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x ` u Š ˆ - H + Ấ + QA TT. ẠY 
thê năng toàn phần của hai sao trong hệ quy chiêu gắn với khôi tâm mới là 


v_ “E(M Ni 
e 2 2 
TĂ= (M ¬¬ nh nữz2) —Tạ, 


ở đây Tụ là động năng của hệ mới trong hệ quy chiều cô định nêu tổng khối 
lượng của nó tập trung ở khối tâm. Động lượng của hệ mới trong hệ quy chiêu 
cô định (hình 1.89) là 


(M — AM + m)u = ma — (M — AM)r¿ = nuAM, 


ở đây o là vận tốc khối tâm của hệ mới, vì động lượng của hệ gốc znrạ¿ — 
Mriu — Ú. Vì vậy, năng lượng tổng của hệ mới trong hệ quy chiêu khối tâm 
mới là 

G(M ~ AM) 


#Ñ #3 ¿ý 
, F) 


1 
mn + s(M — AM)(r;aø)2 + sm(rze)? 
_1 
2 


M 1 1 
... + gM(rø)? + am(rz,)? + 


(AM)? 2 
(M— AM + m)219) 
GmA M 

d 


(M — AM +m)- 


Dì 
(AM)?(ru)? 
2(M —- AM +m) 
GMm + GmAM ' 1 

2d ở 2 


— SAM(re)" 
(AM) 
_ 9(M —AM +m) 
(AM)?(n)? 
2(M — AM +m) 


m(AM}ˆ2 
M —AM+m 


AMt(ru}2 (ru)? 


II 


1 
—a Mdrie? + đnw?AM — sAM(n«)? 


1 
—anel Mád— 2dAM +ryAM+ 


du? 
2(M — AM + m) 


(2AM — M — m)(AM — M). 


Điều kiện để hệ hai sao mới gắn bó với nhau là T' + V < 0, có nghĩa là 
2AM<M+m AM<M, 


hay 
2AM>M+m,  AM>M. 
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Khi À.\V < A7, điều kiện đòi hỏi là 


AI +.m 
= : 


“ 


AM < 


1120 

Thuyền trưởng một con tàu nhỏ khi đến đởi lặng gió xích đạo quyết định 
áp dụng giải pháp kẻo neo (r — 200 kg) lên đỉnh cột buôm (s = 20 m). Phản 
còn lại của tàu nặng 1ƒ — 1000 kg. 

(a) Tại sao tàu bắt đầu chuyển động? 

(b) Tàu sẽ chuyển động theo hướng nào? 

(c) Nó chuyển động nhanh như thê nào? 

(Chicago ) 
Lời giải: 

(a) Chuyển động thẳng đứng của nco gây nên lực Coriolis —2mu¿ x v, Ở 
đây v là vận tốc của neo và œ vận tốc góc của quả đắt, và đo đó tâu chuyển 
đồng, 

(b) Khi œ chỉ hướng bắc và v hướng thẳng đứng, lực Coriolis chỉ hướng 
tây. Vì vậy tàu sẽ chuyển động theo hướng tây. 

(c) Khi momen xung lượng tổng của neo và tàu đối với khối tâm của quả 
đắt trong hệ quy chiêu quản tính được bảo toản, ta có 


(M + mr]r “ạ = [Mr? + m{r + 8)” |x : 


ỏ đây ¡o và ¿› tương ứng là vận tốc góc của trái đất và tàu, r là bán kinh trải 
đất, cho ta 
@ _ (M + m)r? 
“Mộ (AM + rm)r? + 2mrs ` 
hay 
“— 000 _— —21mw = _—2ma 
sp — (AI +im)r +2ms (AI +m)r. 


Do đó tốc độ tương đổi của tàu ứng so trái đắt là 


—21n5Su00, — 


——- 49x10 1 : 
Tre 4,9 x 10” m/s 


tứ =TỈU - 0) = 


Dấu âm chỉ ra rằng tàu chuyển động theo hưởng tây. 
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Mẫu phân tử cổ điển đơn giản của CO; là câu trúc thẳng của ba khối lượng 
với lực tĩnh điện giữa các iõn được biểu diễn bằng hai lò xo đổng nhất có chiêu 
dài cân bằng / và hằng số đàn hỏi là k, như ở hình 1.90. Thừa nhận rằng chỉ 
có một chuyển động theo đường cân bằng gốc là có thể, có nghĩa là bỏ qua sự 
quay. Đặt rr là khôi lượng của O_ và Af là khôi lượng của C†?. 

(a) Hệ có bao nhiêu bậc dao động tự do? 

(b) Hãy định nghĩa tọa độ thích hợp và xác định phương trình chuyển động 
của các khỏi. 

(c) Tìm lời giải cho phương trình chuyển động trong đó tất cả các hạt dao 
động với tần số chung (kiểu dao động chuẩn) và tính tần số có thể. 

(d) Tính biên độ tương dối của dịch chuyển của các hạt đôi với mỗi một 
kiểu đao động đó và mỏ tả nguồn góc của chuyển động của mỗi kiểu dao 
động. Có thể vẽ sơ đỏ. 

(e) Kiểu dao động nào có thể hi vọng phát xạ điện từ và cấp đa cực của 
mỗi kiểu dao động lả gì? 


(MIT ) 
m M =m *s ^? kề ) 
= lIV. TÔng "EI l 
ˆ_—vrvrrvre-e-vrrrrrrr-e 
0 € 0 0 c g 
l1lỉnh 1.90 Hinh 1.91 
Lời giải: 


(a) Hệ có hai bậc dao động tự do. 
(b) Đặt zì, z¿ và rx là dịch chuyển tương ứng của O ,C€!!, và O- từ vị trí 
cân bằng của chúng, như ở hinh 1.91. Phương trình chuyển động là 


Thể) = Â(T¿ — Tì), 
Al3¿ = kírnsa - ra) k{r¿ — T1) = k(T\ —- 23za + #3) ' 


TaTaạ = —k( T3 — T2). 


(€) Đặt rạ = Ai cosưt, r¿ = 4¿cosưt và 7 — 2a cos¿¿f trong phương 
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trình trên. Ta có 
(k — mư?)Áy — kÁa =0, 
—kÁn + (2k— Mu?)A¿ — kAs = 0, 
—kA+ + (k — mu?) Aa =0. 
Với Ái, 4a, 4a không đồng nhất bằng 0, ta đòi hỏi 


k — m2 —k 0 
—k 2k~ Mu? —È =0, 
0 —È k — mưu? 


chúng có các nghiệm 


mm _ Gm+M)k Bi 
(œ) — mm (J2 — mM ' tạ —U. 


Các tần số góc ø¡ và ¡¿ tướng ứng với các dao động có thể, trong khi øz ứng 
với đao động tịnh tiễn của phân tử xét như một khỗi. 
(d) Thay thế «\ và u›¿ vào các phương trình với 4¡, 4a và 4a, ta tìm được 


1 1 
biên độ tương dối là | 0 | cho¿ và ~ït | cho ä;, như được mồ tả trong 
—] 1 
hình 1.92. 
0 c7 0 
s.—>* © se 
ĐỊị 
° c” ơ 
.> <cẰ& —> 
02 
Hình 1.92 


*, 

(e) Kiểu đao động ¿¡ sẽ không làm xuất hiện bức xạ vì tâm điện tích đứng 
yên trong đao động. Kiểu đao động „4; có thể làm xuắt hiện bức xạ lưỡng cực, 
trong khi bức xạ tứ cực và bậc cao hơn là có khả năng đói với cả hai kiểu đao 
động 2 và 3. 
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LẪy một chuỗi rất dài các hạt được nối với nhau bởi các lò xo giỗng nhau 
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với hê số đàn hồi £ và có độ đài cân bằng là a, như hình vẽ 1.93. Mỗi hat tự 
do đao động dọc theo trục +. Tất cả các hạt đêu có khỏi lượng là + ngoại trừ 
một hạt có khỏi lượng nạ < rró, Khôi lượng của lò xo nhỏ không đảng kể. 


m Z — _. 


Nx 


n:-& -3 -2 -!1 0 rã 


Hình 1.93 
(a) Xét từ hạt “đặc biệt, môi liên hệ giữa vectơ sóng và tắn số của dao 
động đưa đến là thê nào? 
(b) Với sóng có vectd sóng k, xác suất phản xạ khi sóng đập vào hat đặc 
biệt đó là bao nhiêu? 
Gợi ÿ cho (b): Thử một nghiệm có dạng 
Tụ = Áel#tt¿ JeT#4tG với pre<0, 


T„ —CC“““ với n>U. 


trong đó .1, 3, và Œ là các hàm của thời gian. 


(Chicago ) 
Lời giải: 
(a) Với n # 0, 
: lA K 
Ẩụ = ——|(Œn —#w L) +(£u — #u+1]l]) =——-(2fn - #n+t —Zn~L)- 
TmỊ n 
Đặt rạ = Ae!(*e” 2D vào biểu thức trên chúng ta nhận được 
: Ề : 2K 
su in ZÝ =— (=C 2 =£ ?Mjac | - cos(ka)|rn.. 
m + 
hoặc - 
tự? = _—“. — cos(kaø)] - 
Trt 


(b) Thử một nghiệm có dạng 


đa — Le" R 7] NuNG5: 20212) với n< ÚU. 


t(kam —u¿t) 


uy = Ge với mé>0. 
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Với ;¡ = U, tương ứng ở trên là Œ — 4 + ï?. Thay nghiệm vào phương trình 
chuyển động của hạt n = U, 

LY 


tụ — (Đến —đi —#: 1à 
Tri 


chúng ta tìm ra 


P: 
= x14 ¡LB)T—2(A+ BỊ — (A + H)ct — Ac ta _ gu Ên, 


Huặc 


4 HT m L—e2 p 
l mT— My - ?2 — mạ Ï — cos(kd} 


s T 1 SitEu) B 
(r® - rna)[L cos(ka)] 


Do đỏ xác suất phản xạ là 


h : sấu 
D [ F4 ( m lí sinwa) TẾ 
A| — m —ma/ |1 — cos(Ea] l 
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Ba vặt thể có khôi lượng bằng zn¡ và được chỉ ra bằng các chỉ số ¡ = 1. 3,3, 
chủng bị buộc thực hiện các đao động nhỏ đọc theo các trục đồng phẳng khác 
nhau với các góc hợp thành là 120” ở các chỗ giao nhau, như hình 1.94, Các lò 
xo liên kết giỗng nhau giữ các vật thể đỏ ở gân các vị trí cân bằng với khoảng 
cách ¡ từ điểm giao nhau của mỗi trục, nghĩa là, độ dài cân bằng của mỗi lò 
xo là v23/. Các câu hỏi dưới đây có thể trả lời được mà không cần dùng đến 
các phương pháp giải tích tổng quát. 

(a) Chỉ ra rằng các phương trình chuyển động của ba vật được biểu diễn 
bằng hệ liên kết. 


tru? rị 


dị? 


—Kr, - kK(r t7a +3), 


trong đó z,(1) + ! chỉ ra các khoảng cách tương ứng của chúng từ điểm giao 
nhau. (Đặc biệt, cả # và k đều bằng 3/4 của mỗi hằng số đàn hồi). 
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kế 


X1 


3 


Hinh 1.94 


(b) Xác nhận rằng một kiểu dao động chuẩn là đôi xứng hoàn toàn 
TI(†) =+zữ) =0). 


Và xác định tẳn sô của nỏ. 
(€) Chỉ ra rằng các kiểu dao động chuẩn còn lại suy biến và xác định tắn 
sở của chủng. 
(d) Tìm một cặp nghiệm thực {z¡(/).z;(?).ra(1)} miêu tả các kiểu đao 
động chuản trực giao suy biến. 
(e) Tìm một cäp thay thê các nghiệm liên hợp phức biểu diễn các kiểu dao 
động chuẩn trực giao suy biên. 
(Chicago ) 
Lời giải: 
(a) Xem hằng số của mỗi lò xo là ;; và xét các hạt ¿ và ; được đặt ở z, 
và +, từ các vị trí cân băng tương ứng. Sức căng của lò xo giữa 2 hạt là 
“v2 ` £ H = x & = T® 
(+, + z,] có» 302, vị thê thể năng của hệ sẽ là 


bày) 2 


 = = |Œi +z2)?3 (z¿ + 3Ÿ + (+a+#)}]. 
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phương trình chuyển động của nó sẽ là 
rm1ạ c= Nry k(ry t 7¿ † Tạ) 


với ® = k = 31, 
(b) Nêu zị = z¿ = z¡, tắt cả 3 chương trinh quy về thành dạng không liên 
kết 
m3ïy = —(K +3k)+;(. 
Nghiệm se là 
Tị — ñCOS(UÈ † ÿ} 


với 
=... 


(6 


TTỊ 


(c) Hai kiểu dao động chuẩn còn lại là trực giao với kiểu đao động đôi 
xứng ở trên. Chúng thỏa mãn điều kiện 


i+1zaạ+xz¿=0, 
đôi với nó các phương trình chuyển động đó quy về đạng không liên kết 
m+zị = —Kzr(. 
Đặt r, = b, cos(¿zf + y/), chúng ta có 
L3 b, =0, W° = = : 

ñ Tn 

t1 
Tần số này là tương tự cho cả hai kiểu đao động, chính vì thế chúng là suy 
biến. 


(d) Hai kiểu dao động chuẩn trực giao suy biến có biên độ là b¡, bạ, bạ thỏa 
mãn 3”, b, = 0; Vĩ thẻ 


cho một cặp nghiệm thực, trong đó ‹ là một số thực tùy ý. 
(e) Ta có thể lựa chọn, các biên độ phức cho phép, 


lạc, lạ cHtT, Eu=tf, 
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trong đó ¿ở là số thực, cho một cặp nghiệm kiểu đao động chuẩn trực giao suy 
biển. 
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Ba vật thể giỏng nhau, mỗi vật có khối lượng là rn, được két nỗi với nhau 
bằng các lò xo có hằng số đàn hỏi w, như trong hình 1.95. Chuyển động bị 
giới hạn trong một chiếu. 


Hình 1.95 


Ö thời điểm t — 0, các vật ở trạng thái nghỉ ở các vị trí cân bằng. Tác dụng 
lên vật 44 một ngoại lực dẫn động phụ thuộc vào thời gian Ƒ(1) ~ ƒcos(œ†); 
+ > 0. Tính chuyển động của vật C, 

(Princeton ) 
Lời giải: 
Coi raạ, ru, rc- là các tọa độ của ba vật và ø là độ dài tự nhiên của mỗi lò 
xo. Các phương trinh chuyên động là 
ƒcos(ut) + NKÍ#np — PA — 0) = mÈA, 
KR(rc-rp—-aÌì-RÍTn TA a)— TrTpg, 
—R[*#œ — # — a) = mïc. 
Tập hợp các phương trình trên có thể được viết như sau 
ƒ cos(u#) = m(T?A +3p +Tĩc), 
ƒcos(t) — 2K = rn(#A — #ec) + K(#A — te), 
ƒ cos(uuf) = tn(TA — 2‡p + Tc) 1 3N(Ta — 2rn ~T©), 
hoặc 
ƒ cos(È) = mỹy. (1) 
ƒ cos(L) — 3K = ma + Ra (2) 
ƒ cos(uf) = ma + 3U , (3) 
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với Ựỷì =ZZA T+#p ++C;, Uạ = #A — ®C› 1a =#*A — 27p + Œc. Có thể thấy rằng 
ưa, 2 và ựa là ba tọa độ chuẩn của hệ đao động này. Các điều kiện ban đâu tại 
thời điểm ¿ = 0 là 

#A =Ö, Tn=u. #c = 2a, #A —=7p==7Tc =0, 
hoặc 

1ì = đa, ạ = ~2a, 1a =0, Ứì› —21⁄4=0. 
Phương trình (1) có thể lẫy tích phân, với các điều kiện ban đầu như trên sẽ 
cho ta r 

U:— mu2Ù _ cos(u#)] +3a. 
Để giải phương trình (2), chúng ta thử một nghiệm riêng có dạng 
2a = Á› cos(œ‡) + Pạ 

và thu được 4; = ;› ='—2a. Nghiệm tổng quát là 


— /£cos(œf) 


“nã 2a + ạ; cos(02f) + D2 sìn(d3È) , 


L3 
trong đó œs = VỆ . Từ điều kiện ban đầu cho ta 
= J = 
C;= K- moS' D; =0. 
Để giải (3) chúng ta thử nghiệm riêng có dạng 
1a = 4a cos(u‡) 
và nhận được 4a = ƒ/(3K — muu?). Nghiệm tổng quát là 


_— cos(a#) 


3 — 3Ñ ma + Ca cos(0a‡) + Da sin(a#) : 


trong đó uạ = \/ $. Diễu kiện ban dầu cho ta 
= lj b 
Ca = 3K — m2" Tả ti 
Chính vì vậy các nghiệm sẽ là 


= _ — cos(uf)] + äa, 


=... — cos(u¿£)] — 2œ , 


= =“... — cos(uaf)| 
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Chuyển động của vật C là tổ hợp tuyên tính của g›, a và 1⁄a 


_ 12,13 — Dị 
don V7 + 6 2+ snu30 cos(u¿£)] 
Mã 


2m(ø3— u2) [cos(œ£) — cos(/2?)] 


6m(/2 — 02) |cos(£) = cos(ua£)] : 


ˆ HD" ` ` ; À H La ˆ LẢ 
Ghí nhớ răng ¿J; và äa là các tân sô chuẩn của hệ thông. 


1125 

Mô hình của vòng benzen rất hữu ích cho một số mục đích là vòng dây 
gắn với 6 hạt không có ma sát, với các lò xò căng giữa các hạt, như hình 1.96. 
Mỗi hạt có khôi lượng mm và tắt cả lò xo có hằng số đàn hải là K. Các hạt được 
đánh số để tiên phân loại. Vòng được đặt cô định trong không gian. 

(a) Tính, hoặc viết ra bằng trực giác, tần số riêng của các kiểu đao động 
chuẩn, chỉ ra mọi trường hợp suy biến. Trong hình 1.97, vẽ từng kiểu dao 
động bằng cách kẻ một mũi tên gần mỗi vật chỉ ra hướng chuyển động và tô 
đậm các vật đứng yên. 

(b) Khối tâm có thể đao động với tắn số là bao nhiêu? 

(c) Kiểu đao động nào có thể liên quan đến kiểu dao động của phân tử 
benzen thực? 

Gợi ý: Có thể bỏ được nhiều tính toán đại số bằng cách xem xét tính đôi xứng 
của bài toán. 

(Princeton } 
Lời giải: : 

(a) Xem „„ là dịch chuyển của hạt thứ n. Phương trình chuyển động của 

nó là 
mủ = K@a+l = 0n) "„ Kda — tn—\) 
= K(ta-n T tn+i — 2n) ° 
Đặt ạ = A„e”“!, chúng ta nhận được 
—mư” Ân = K(AnTt + đnạ: — 2Ẩn), 


hay 
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C2 C2, C2 
bà CÁ ká 


2 + U) z kJ 7 


uJ 3 


Hình 1.97 


trong đó 
` mi? s— 
K 
Để hệ phương trình thuần nhất tuyến tỉnh có một nghiệm khác không, định 
thức sau đây phải băng không 


(n" 


e 1 D001 
1L £ 9 0Ø 0 0 
0 1 £ 100 =0 
0U 1 £ 106 : 
ụ | l 
uụ 0 € 


hoặc : 
c® =6” ¡ 06?—4=(c+1)(ƒÍ D”(c+2)(£—2)=0. 


Chính vi vậy các nghiệm sẽ là 
ElE2, @›= 3 Eg.= Tụ 


E4a= Ì, £ã=T—Ì, Esg=-—]. 


Các tản số riêng tương ứng là 


ý. âh 2 =Ú, tư = SÁ 
Ị mộ * l 3 m 
EWAý : R J2V 

3 = —y UỆ=- uỆ = — . 
m Trị m 
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Có thể nhận ra rằng kiểu 3 và kiểu 4 cũng như kiểu 5 và kiểu 6 đều suy biễn. 
Thay £I,£¿....,£s lần lượt vào hệ phương trình A„_¡ +£.4n + Ána.¡ = 0, chúng 
ta có thể tìm ra các tỉ số biên độ của mỗi kiểu chuẩn. Kết quả được miêu tả 
bằng hình 1.98. Các dịch chuyển của 6 hạt có độ lớn tương tự nhau trong các 
kiểu 1, 2, 3 và 5 ngoại trừ trong kiểu 3 và kiểu 5 các hạt thử tư và dầu tiên 
đứng yên. Hướng của chúng được chỉ ra trong hình. Kiểu 2 tương ứng với sự 
quay của hệ thống như là hệ đầy đủ. Trong kiểu 4, các dịch chuyển của hạt 
thứ 2 và hạt thứ 5 lớn gắp đôi so với những hạt khác, và trong kiểu 6, các dịch 
chuyển của hạt thứ 3 và hạt thử 6 cũng lớn gắp 2 lần so với những hạt khác. 
Những sự dịch chuyển lớn hơn này chỉ ra bằng 2 mũi tên cùng hướng trong 
hình, 


Œœ Ø—S 8S 
® © Q Q 
S...©Ö S.„@Ø S„ „2 
" -- —- 
(2 S 2 S C) = 
@© §ồ ® # 
S @ .„ -Ø S k7 
dd 
Hình 1.98 


(b) Từ hinh 1.98 ta thấy chỉ có ở kiểu 5 và ở kiểu 6 tâm khối có thể đao 
động với tần số v/k/m. 

(c) Vì tâm khối của phân tử benzen thực không thể đao động, chỉ có các 
kiểu 1, 2, 3 và 4 có thể liên quan với phân tử benzen thực, 
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+ ˆ ˆ K # gu . Ấ h Z ` giả $E 
Xem xét một hệ thông cổ điển các chất điểm có khôi lượng mm, với các vectơ 
vị trí r,, môi hạt chịu tác dụng của một lực F). 


(a) Xét lượng 3”, m,r, :r;, giả sử rằng nó luôn luôn hữu hạn và chứng minh 


1#+BT&LG CƠ HQC 
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định lý virian 
1 
Ằ = 8 : Ei-m, 


trong đó 7' là tổng động năng của hệ và dâu gạch ngang biểu thị trung bình 
theo thời gian. 


(b) Trong trường hợp một hạt duy nhất chịu tác dụng của một lực theo 
luật bình phương nghịch đảo, chỉ ra rằng 


trong đỏ W là thê năng. 
(SUNY, Buffalo ) 
Lời giải: 
(a) Xem Q(1) = 5”; m„ï; - r,. Chúng ta có 


(0) = À mi; ‹Ýy + L3 TIỀN -T¡ 
P í 
— S mu? L .ẽ Eìy-ry- 
B ï 
Trung bình theo thời gian của @(¿) là 
= J Ö()4 = : [ 3 mia+ [ Si nát, 
TJq Ta “ty #0 


cụ thể là 


-l0(x) ~ Q(0)] =2 + 3F, cự, 


trong đó r là chu kì nêu các chuyển động là tuần hoàn với các chu kì giống 
nhau, hoặc nêu không r — œ. Trong cả 2 trường hợp, về trái phương trình 
băng không và chủng ta có 
2T + »` F, -T: = 0 
1 ' 
đó là điều phải chứng minh. 
(b) Khi tác động lên một hạt duy nhất bằng một lực tỉ lệ với bình phương 
nghịch đảo khoảng cách, 


l 
KSÃ 
r? 


hay V= 
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trong đỏ Œ là hằng số. Khi đó định ly virian cho ta, 


¬I 

| 

| 

I— 

| 
¬ 

= 

lI 

| 

I = 
Vu G.. 5 

| 
“4 

| 

2| | 


1127 


Ba hạt mị., mạ và mạ, được đặt ở 3 góc của một tam giác đều có cạnh là s, 
các hạt hút nhau theo định luật hấp dẫn của Newton. Xác định chuyển động 
quay khiển cho khoảng cách tương đỗi của mỗi hạt không thay đổi. 

Gợi ý: Viết ra lực trong hệ khối tâm tác dụng lên một trong các hạt. 
(Wisconsin ) 


Hư) 


Hình 1.99 
Lời giải: 


Trong hệ tọa độ Descartes ra trong hình 1.99, ba bạt z1, rnạ, rna CÓ tọa độ 
tương ứng là (0,0), (s,(0) và ($, xà). Vị trí của tâm khôi Œ là 


. 
1 
Tn — 
3m, 


! 


ri ——==—— l(ss + 5) i+ SỔ mai 


Tnị ‡ Tạ + Tna 


Xét lực tác động lên rn¡. Có 2 lực hút 


min, : Grmirna Í ì V3j 
fịạ — = va Hà = — 21-2 
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tương ứng do 7nạ và mạ gây ra. Hợp lực của chúng là 


—— _ ma mạ\, v3, 
h= 0a +0a = E9 | (m + E2)1+ Tôm 


Vì f¡ song song với rọ và cả 2 đều bắt đầu từ cùng góc Ó, f¡ đi qua tâm khối Ơ. 
Chính vì vậy rmmị chịu tác động bởi lực xuyên tâm với tâm ở Ở và đo đỏ znị đi 
chuyển theo một vòng tròn tâm khôi Œ. Bán kính của quỹ đạo hình tròn này 


là 
8 
Rì = |rel = | ——— | vn + mm + tmạmna . 
1 |rol (ng) 2 3 21a 


Ạ z ? ` LT: ) x 
Vận tốc tuyến tính của rmị là uị được cho bởi “R¿ = |Ñ|, hoặc 


b lì _ G mà + mộ + mra?na 
: ?nị + rnạ + Tna . 


Bằng cách hoán vị các chỉ số, kết quả trên cũng được áp đụng cho mạ và mạ. 
Chính vì vậy chuyển động quay khiên cho khoảng cách của mỗi cặp hạt không 
thay đổi là chuyển động tròn có chư kì 


i0 


T M 
TỊ G(m\ + nạ + nạ) 


Chu kì này chung cho tất cả 3 hạt. 
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Hai hạt phi tương đôi tính có khối lượng và năng lượng bằng nhau được 
chỉ ra trong hình 1.100 va chạm gần như thẳng vào nhau. Trong một hệ tọa 
độ (hệ tâm khối) dị chuyển với vận tốc là V, các hạt có vẻ như va chạm đối 
đầu với nhau. 

(a) Tìm V, vận tốc của hệ tâm khối. 

(b) Sơ sánh năng lượng tổng trong hệ thông tâm khối với năng lượng tổig 
ban đầu. 

Trình bày câu trả lời của bạn dưới dạng vận tốc u và góc va chạm đọ. 

(Wisconsin ) 
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Sy) 


3 
- 
Re 
c 
Ä 
| 
{ 
» 


Hình 1.10Q 
Lời giải: 


Dùng hệ phòng thí nghiệm ở hình 1.100 và lây thời điểm va chạm + = 0. 
Các vectơ vị trí của rmị và rn¿ tại thời điểm t < 0 là 


Tạ =11, 
rạ = - ư(cos Ổgi + sin Đg]) . 
Do vậy vectơ vị trí của tâm khôi là 


TrịT1 + TrạF$¿ rị +rạ 
ïx= ——————'=— 
TnỊ + Tnạ bộ 


= zwf|( — €osfg)i - sin Øaj] 


khi mị = mạ = rn, chăng hạn. 
* '; , ` + # ,à Á‹c1^ 
(a) Vận tốc của tâm khỏi, tức là của hệ tâm khỗi là 


V=tie-— 2(ũ cos Öạ)i — sỉn đạj] . 
(b) Trong hệ tâm khỗi, vận tốc của mm là 


V/ s ' ` + 
I=Ïfi—-c -tỉ | 


3 (1 — cos Øg)i — sin 8g] 
+4 K ' 3 
= si" + cos đg)i + sin Øaj| , 
và vận tốc của m; là 
V,=†¿ —e T— - u[cosØại + sin Ổgj| — siú — cos ổn)i — sỉn 6ạj] 


= sI0 + cos Øg)i + sin Øụj] 
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Tổng năng lượng của m¡ và zn¿ khi đó là 


V2 x TrV2° 
2 2 


E.= 


À.. 8 

= =rnu®(l † cosØq).. 
s2 

Vì năng lượng toàn phần ban đầu là 


E tu? % trau? 
2 9 


= mmu2 ‹ 


tỉ số của 2 năng lượng là 
E'_ 1+cosổo 


E 3 
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Một quả rốc-két được phóng thẳng lên trên và nổ vỡ thành 3 mảnh có khỏi 
lượng bằng nhau khi đạt đến điểm cao nhật của quỹ đạo (hình 1.101). Một 
mảnh rơi thẳng xuông đưới sau thời gian ;, còn 2 mảnh khác chạm đắt sau 
thời gian ¿¿, sau khi nổ. Tìm độ cao h(¿\. ta) tại thời điểm mà quả đạn võ làm 
ba phản. 


(Wisconsin ) 


Hình 1.101 
Lời giải: 
Vận tốc và xung lượng của của quả róc-két là bằng không khi nó chạm tới 
đỉnh của quỹ đạo. Sự bảo toàn xung lượng sau vụ nổ cho ta 
THỊVỊ tP TR2Vạ +†?n3Vạ = U). 
Vì 


TĩìỊ — rnạ — Tnạ, tạ tuạ Oua —0. 
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Vi mảnh thử 2 và mảnh thứ 3 chạm đất cùng lúc, các thành phẩn thẳng đứng 
của vạ và vx là như nhau. Vì vị hướng thẳng xuống dưới, nên môi thành phần 
thẳng đứng của vạ và vạ là —o/2. Từ đó đối với mảnh thứ nhất và mảnh thứ 
2 ta có 


t2 
h=unh +, 


—tI† t2 
1⁄2. Ø2 


h= 
2 Và 


cho ta 


g(t — 11) 

2h +1 ` 

= gíttạ : tị + 22 
2_ 2i~+1 
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Một vệ tỉnh có khối lượng zn chuyển động trên quỹ đạo hình tròn bán kính 
R với vận tốc u xung quanh trái đất. Nó đột ngột nhận một vật nhỏ khôi lượng 
ôm. đứng yên trước khi va chạm. Tìm sự thay đổi năng lượng tổng của vệ tính, 
và cho răng quỹ đạo mới là gắn tròn, tìm bán kính của quỹ đạo mới. 

(Wisconsin ) 

Lời giải: 

Trước khi nhận vật khối lượng nhỏ, vệ tỉnh chuyển động trong quỹ đạo 
hình tròn, đo đỏ 

mù? _ GMm 
R Rẻ ' 

từ đó cho o2 = GM, trong đó M là khôi lượng của quả đất, Chính vì vậy 
tổng năng lượng của nó là 


Sau khi nhận một khối lượng nhỏ tĩnh đmn, tốc độ của vệ tỉnh thay đổi thành 
(xem quỹ đạo mới gắn tròn, mặc dù thực tế nó là quỹ đạo elip) 


ý TrtU 


_7n+ồm ` 
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và tổng năng lượng của nó trỏ thành 


Do vậy năng lượng mắt đi do sự va chạm là 


J xế 1 ỗ 
E—E= m2 (1< )=gm? bú, 


m + ôm rn + m 


= sâm : 
Nếu bản kính mới là #' chúng ta cũng có 


NRư2 =GŒM = Ru?, 


„`2 ? i 
R~())n-(”> ”) nx(t+”)n. 
ư mn m 


cho ta 
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Cho một hệ thông như hình vẽ 1.102, hai vật có khối lượng giỗng nhau và 
khói lượng của các lò xo là không đáng kể. Tính chu kì dao động nêu các vật 
được giải phóng từ cầu hình đôi xửng ban đầu như hình vẽ. 
(Wisconsin ) 


Hinh 1.102 


Lời giải: 
Do tính đổi xứng, các dao động của 2 vật là giỗng nhau. Xem xét một trong 
hai vật và viết phương trình chuyển động 


m3 ==—Kr- K(z+z)= (K+2Kz, 
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trong đỏ z là ly độ từ vị trí cân bằng tương ứng. Khí đó tần số góc của dao 


động là 
— l|K+9K' 
=VW =— 
L4) 
§ CHÚ Re 2 RỂ c 


Chú ý, nói chung có hai kiểu của dao động tuyến tính cho hệ thông này tương 
ứng với hai kiểu chuẩn. Nhưng diều kiện đổi xứng ban đầu xác định rằng chỉ 
một kiểu được kích thích. 


và chu kì của đao động là 
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Xét hệ thông trái đất - mặt trăng và để đơn giản giả thiết rằng có thể bỏ 
qua mọi tương tác với các vật khác. Mặt trăng di chuyển quanh trái đất chậm 
hơn sự quay của quả đất tạo ra các dòng thủy triểu trên quả đất. Một tình 
trạng tương tự trên sao Hỏa, nhưng với sự khác biệt đó một trong những mặt 
trăng của quay quanh sao Hỏa nhanh hơn sự quay của hành tỉnh. Chứng minh 
rằng một hệ quả của ma sắt thủy triều là trong một hệ thông khoảng cách mặt 
trăng - hành tỉnh thì tăng lên và trong trường hợp kia nó giảm xuống. Trong 
trường hợp nào thì giảm xuống? 

(Wisconsin ) 
Lời giải: 

Với hệ thông trái đất - mặt trăng, lực ma sắt được gây ra bởi thủy triều làm 
chậm tốc độ quay của trái đất. Tuy nhiên, tổng momen xung lượng của hệ trái 
đắt - mặt trăng được bảo toàn bởi vì sự tưởng tác giữa hệ thông này với các 
đổi tượng khác có thể được bỏ qua. Sự giảm mnomen xung lượng quay của trái 
đât sẽ dẫn tới sự tăng momen xung lượng của mặt trăng quanh trái đất (chính 
xác là xung quanh tâm khối của hệ thông). Momen xung lượng của mật trăng 
là Jj =m.R2u:. Vì 
máu - Em, 


chúng ta có 
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Ở dây chúng ta xem tâm của trái đất là gản đúng đứng yên, do đó R là khoảng 
cách trái đất - mặt trăng. Khi J tăng, F cũng sẽ tăng. Chính vì vậy đổi với hệ 
thông trái đât - mặt trăng, sự ảnh hưởng của thủy triểu làm tăng khoảng cách 
giữa trải đât và mặt trăng. 

Với hệ sao Hỏa — mặt trăng, mặt trăng quay quanh sao Hỏa nhanh hơn sự 
quay của sao Hỏa, chính vì vậy lực ma sát gây ra bởi hiện tượng triều sẽ làm 
tăng tốc độ chuyển động của sao Hỏa, momen xung lượng quay của nó do đó 
sẽ tăng lên. Vì tổng momen xưng lượng được bảo toàn, momen xung lượng 
của mặt trăng sẽ giảm. Những luận cứ trên chỉ ra rằng khoảng cách giữa sao 
Hỏa và mặt trăng của nó sẽ giảm. 
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Hai chất điểm, mỗi chất điểm có khối lượng m, được đặt đứng yên trên bể 
mặt nằm ngang không ma sát. Chúng được nôi bởi một lò xo có chiều dài cân 
bằng / và hằng số . Tác động một xung ï tại thời điểm ‡ = 0 lên một chất 
điểm theo một hướng vuông góc với lò xo. Giả sử răng lò xo luôn năm đọc 
theo đường nỗi chiều đài ¿ và không bị cong. 

(a) Sau thời gian :, năng lượng tổng cộng và xung lượng tổng của hai chất 
điểm sẽ như thễ nào? 

(b) Vận tốc của khỗi tâm (kể cả hướng) và tổng momen xung lượng quanh 
khôi tâm sẽ như thế nào? 

(c) Khoảng cách lớn nhất giữa hai chất điểm trong chuyển động sau khi 
xung tác động sẽ như thể nào? 

(d) Tốc độ tức thời lớn nhất nhận được bởi mỗi hạt sẽ như thế nào? Hãy 
giải thích. 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Do sự bảo toàn của xung lượng và của cơ năng, xung lượng toàn phần 
và năng lượng toàn phần của hai chất điểm ở thời điểm ¿ là giống như khi 
chúng ở thời điểm ‡ = 0 sau khi tác động bằng xung lực 

Pˆ lá 


P=Ek E=_—=_——. 
2m 2m, 


(b) Hệ có tổng khối lượng là 2m, xung lượng toàn phản là 7, chính vì vậy 
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tâm khôi có vận tốc là 

. 

ng 

Sau khi tác động vào một xung, momen xung lượng của hệ thông quanh tâm 
khôi là L = ÿ. Vì momen xung lượng bảo toàn trong hệ tâm khỏi, 7 là momen 
xung lượng quanh tâm khối ở tất cả các thời điểm sau đó. 


5c 


(c) Coi ¿x; là khoảng cách lớn nhất được yêu cầu. Bảo toàn momen xung 
lượng và cơ năng 


"kí Khu ˆK(hz n0? = —— 
m (2) B2 7 NI To 


2m KIẨ+ — 4m.KHÄ, + (2mKl2 — I2); + 20 =0, 


cho ta 


nghiệm thực dương của nó là khoảng cách cực đại giữa hai chất điểm trong 
chuyền động sau xung trên. 


(d) Coi z là khoảng cách giữa 2 chất điểm. Sự bảo toàn của cø năng đưa 


ra 
1 #4\2, /#\1| 1 JóWP= Si ¬. 
sim (89) +§) |*s.(%) +zKữ~) ai 


hoặc 


4 
chỉ ra rằng khi z = !, động năng của hệ 2 chất điểm, được cho bởi số hạng 
đâu tiên ở về bên trái là lớn nhất. Đó là trường hợp tại thời điểm  = 0. Ngoài 
ra, tại £ = 0 chỉ có hạt bị tác động bởi xung có vận tộc trong khi hạt kia vẫn 
đứng yên. Chính vì thể hạt đầu tiên sẽ có vận tốc lớn nhất 


1 
VAƒ —= — 
Tn 


T2 8ý đổi đ: ›FŒ ~P?= hằng số, 


ở tại thời điểm ¿ = 0, 

Diễu kiện z = / đôi khi lại có thể được thỏa mãn. Tuy nhiền, vì vận tốc của 
hạt thứ nhất không tiễn về không, do đó hạt thứ 2 cũng không thể đạt được 
vận tốc lớn nhất nói trên. Do đó vận tốc lớn nhất hạt thứ 2 có thể đạt được 
nhỏ hơn vận tốc ạ,. 
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1134 
Một chuỗi xích với tỉ số khôi lượng/độ dài = u treo thẳng đứng ở một đầu 
nơi tác đụng một lực hướng lên £` như hình 1.103. Tìm phương trình chuyển 
động cho h, độ cao của đầu phía trên so với bàn (h là độ dài của đoạn xích 
treo tự đo). 
(Wisconsin ) 


Hinh 1.103 


Lời giải: 

Vì bài toán này đề cập đền biên khỏi lượng nên sẽ thuận tiện hơn khi làm 
việc với xung lượng. Xét sự thay đổi xung lượng của chuỗi dây xích trong một 
khoảng thời gian từ ¿ đến ? + At. Nếu h và œ tương ứng là độ cao vả vận tốc 
của phản dây xích treo tự do ở thời điểm ?, xung lượng của nó là „o tại thời 
điểm ! và íh  Ah)(ø + Ao) ở thời điểm t + At (xem hình 1.104). Phần Ah 
của chuỗi xích chạm tới bàn và truyền một xung lượng ~ ;^h cho bàn trong 
khoảng thời gian, định lý xung lượng đưa ra 


n{h — Añh)(u + Âu) + koAhù — phụ = (hụ — F)Ất, 
hay, chỉ giữ lại các thành phân bậc nhất 
uhâu = (uhg - F)Át. 
Khi A( — 0Ú, phương trình trên trở thành 
juhù = nh — `. 


Khi ø - —h, chúng ta có phương trình chuyển động 
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t tsAt 


Hình 1.104 
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Dùng phương trinh tên lửa để tìm khối lượng còn lại ma của tên lửa (theo 
khối lượng) mà ở đó xung lượng của tên lửa là cực đại, đỗi với một tên lửa 
khi lượng rn bắt đầu đứng yên trong không gian tự do. Vận tốc xả khí là một 
hãng SỐ tụ. : 
(Wisconsirn ) 
Lời giải: 

Phương trình chuyển động cho một rỗc-két (tên lửa), vận tốc u, trong 
không gian tự do là 


rrẻu " —tptn 

dc dị ` 
ngha là 

Chim... 


T 


Lấy tích phần, chúng ta được 


“1m 
= —UgÌn | — ] y 
Ta 


trong đó r+¿ là khôi lượng rốc-két khi bắn đi. Xung lượng của rôc-két là 


†P' — Tnu — —rroÌn (5) - 
nọ 


216 Bởi tập & lời giải Cơ học 


ri... ˆ. * x À2 z 
Để nó đạt giả trị cực đại ta cần có 


2n = T90 ( mm) ~ Đạ =Ũ. 
đm Tnọ 


Vì thế rỗe-két có xung lượng cực đại khi khôi lượng còn lại là 
Tnọ 
Tn = ——. 
e 
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Một quả rôc-két được phóng thắng lên trên không vận tốc ban đầu. Nó 
dược đẩy bởi khối lượng phụt ra với vận tốc phụt không đổi w so với rôc-két 
và với tốc độ không đổi được xác định sao cho gia tộc ban đầu là không. Giả 
sử gia tốc là hằng số theo lực hập dẫn. 

(a) Tìm gia tốc của rôc-két như là một hàm của thời gian; 

(b) Chỉ ra cách bạn sẽ tìm độ cao của rốc-két như là một hàm của thời 
gian. 

(Không cần thiết phải lây tích phân). 

(Wisconsin ) 

Lời giải: 

(a) Xem v là vận tốc của rộc két, phương trình chuyển động là 


mâu — tt m 
Per sả 


Vì đdm/dt = hằng số và mm —= mạ, đu/dt = 0 tại t = 0, phương trình trên cho 


đm _ _ mog 
dị — tứ 
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hay 
ĐỘC cu 06, 
dc. ung. 
nó diễn tả gia tốc của rốc-két như là một hàm của thời gian. 
(b) Vận tốc ở tại thời điểm ¿ là 


( , 
gt D 6 
= ———_ | dt = -gỉ - . 
` j 1m) š tan (ên) 


Tích phân lần nữa cho ta độ cao của rốc két như là một hàm của thời gian 


h lÌ Pyulw=e= dữ ` # j In — —dữ 
= = tứ =T—. tứ : 
0 Bị t — gf! 27 o0 Ư—øU 
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Một thùng khối lượng A7 (khi trồng) đứng yên tại thời điểm ban đầu và 
chứa đây nước được kéo lên từ giêng bằng một sợi dây thừng với một lực ổn 
định P. Nước bị rò rỉ ra ngoài với một tốc độ đều và thùng sẽ trồng sau thời 
gian 7. Tìm vận tốc của thùng tại thời điểm mà nó rò rỉ hết nước. 


(Wisconsin} 
Lời giải: 
Coi tổng khôi lượng của thùng và nước là A/“. Khi đó 
D 
M'=M+m~ 
+ TỦ 


trong đó rn là khôi lượng ban đầu của nước. Vì nước bị rò rỉ có vận tốc bằng 
không với thùng, phương trình chuyển động là 


đù 
M'—=P-M'‹q, 
i KP MĨ q 


hay 


P_—Ml?g P 
đu „ dị lữxn=m r)á, 


Vận tốc của thùng ở thời điểm bị rò hết nước là ˆ 
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Một tàu kiểu rốc-két với khối lượng Aíạ và được nạp đầy nhiên liệu khôi 
lượng » cất cánh thẳng đứng trong một trường hâp dẫn không đổi như hình 
1.105. Nó phụt nhiên liệu với vận tôc La so với con tàu. Nhiên liệu sẽ phụt hết 
sau một khoảng thời gian 7¡. 

(a) Tìm phương trình chuyển động của rốc-két theo dM/dt, Lạ, g, và A1, 
trong đỏ A/ lả khối lượng của rốc-két ö thời điểm ¿. 

(b) Vận tốc của phương tiện ở tại thời điểm t¿ khi tất cả nhiên liệu được 
phụt hết ra ngoài là bao nhiều (viết theo Afa, mạ, ø và tp)? 


Ñ„ 
'§ 


li) 


(MIT) 


Hinh 1.105 
Lời giải: 
(a) Coi rôc-két có khôi lượng A/ và vận tốc 1, trong khoảng thời gian Â/ 
phut ra một khối lượng AA với vận tốc Uạ so với rốc-két và nhận được thêm 


một vận tóc AV'. Lây hướng dương là hướng thẳng lên trên, chúng ta có theo 
định lý xung lượng 


(Äf - AA/J(V + AV)~(V +Ua)AM — MỸ = -MgAI, 


cu thể là 
AV AM 
\ l hộ 
đẠy Ứo A, tạ 
hay khi A¡ — 0, 
d\/ dM 
Aƒf—- = -i = 
Tnn Mới TNNG. 
(b) Phương trình có thể viết lại như sau 
dÀI 


(đV = tu =e gát ' 
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Lây tích phân chúng ta có 
V = —Uaìn M — gt + K. 
Khi ÀMƒ = Mức + mnọ, V = Ö tại thời điểm £ = 0, 
K = UaIn(Mo + mạ). 


Vậy khi M = Ao ở thời điểm ¿ = tạ, chúng ta có 


— Mu + na 
V =UaIn ( Mg ) gio. 
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,Một giọt nước nhỏ kết tỉnh trong sương mù tĩnh đẳng đêu, Sau đó nó rơi 
xuống, đi qua đám sương mù quét thành một đường. Giả sử rằng nó giữ lại 
hệt tât cả các hạt sương khác trên đường mà nó rơi xuống. Nó vẫn giữ nguyên 
dạng hình cầu và trượt không dính. Dẫn dân tiệm cận nó rơi với gia tốc không 
đổi a: 

VứŒ) — ai, dỗi với ¿ lớn. 
Tìm a. 
(MIT) 
LỡIi giải: 
Coï øì, Ø2 tương ứng là mật độ của giọt nước và sương, /#(¿) là bán kính 


và V(?) vận tốc của giọt, và giả sử rằng sức nổi của không khí có thể bỏ qua. 
Dùng "phương trình rôc-két" trong bài 1138, với 


4 
M = am. Ủa=0—(—V)=V, 


và thay 
V —¬_—V, 
dM __aM 
dt dt ` 


chúng ta có 


15-RTRL6 CƠ HỌC 
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hay 
dV dđh 
—— +3V_—.~- = : 
R ng THẾ tò, Ra 
Giọt nước quét thành một hình trụ z72V trong đơn vị thời gian, đo đó tốc độ 
thay đổi khối lượng m của nó là 
Tê 3 _ 2ÄR — sa 
MP” đc Làn” Ầ Sĩ TIẾP: up S HDPP, HENh 


cho 
V =nhR, 


trong đó r¡ = ø¡/ø¿. Như vậy chúng ta có 
4nRR + 12nR” = do. 


Vì ¿ lớn, V = a‡ hoặc R = vn chúng ta đặt R = ¿2 + e, trong đó b,c là các 
hằng số và thay nó trong phương trình ví phân. Đặt bằng nhau các hệ số của 
£2 và †9 tách riêng ở hai về của phương trình, chúng ta có 

56nb — q = Ô, (8„b — g)c =0. 
Để có nghiệm thích hợp, chúng ta lây 


B 8 


nã =0. 
B)9W) : 


Do đỏ V = 4n. = 8nbt = ‡1, nghĩa là gia tộc tiệm cận là 


—-: 
a=ộ‹ 
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Một đồng hỏ cát đặt trên một cái cân. Ban đầu tất cả cát (khối lượng mm) 
trong đồng hồ (khối lượng M) được giữ ở phễu chứa trên. Tại ¿ = 0, cát bắt 
đầu rơi xuông. Nếu nó chảy khỏi phần trên ở một tốc độ không đổi dn/d¿ = À, 
vẽ (và đánh đấu định lượng) sơ đồ chỉ ra số đọc của cân ở mọi thời điểm £ > 0. 
: (MIT) 
Lời giải: 
Giả sử tất cả cát rơi xuống đáy của phân đưới của đồng hỏ cát, chính vì 
thế với tắt cả các hạt đều rơi từ độ cao là h. Một hạt rơi từ khoảng cách này 
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(M«m)g«XÍ2gh 


(-mìg 
(+ mìg -À Ƒ2gh 


Hình 1.106 Hình 1.107 


sẽ có vận tốc \“ = v/2h khi nó chạm tới đáy và khí đến đây nó mắt một thời 
8ian †¡ = V2 : 

Để đọc giá trị của cân, ta xem xét bón chu kì dưới đây theo thời gian: 

Chu kì 1: Thời điểm £ — 0 khi cát bất đầu rơi tới thời điểm 4; khi cát bắt 
đầu đến đáy của nửa dưới. Giả trị đọc được trên cân ở chu kỉ này là 


Vì — (Àfƒ ~ tr)g — Àtg. U<Štf<tdt; 


trong đỏ tị - v20h. 

Chu ki 2: Tại thời điểm #¡ khi cát bắt đầu đên đáy cho đến thời điểm r; khi 
tắt cả các hạt cát thoát hệt khỏi nửa trên của chiếc đồng hỏ. Trong chu kì này, 
lực tác động lẻn cân bao gồm 2 phản: trọng lượng của cát như đã đưa ra ö 
phương trình trên với £ = ?¡ và một phần do xung lực của cát ở đảy của nửa 
dưới đồng hồ với độ lớn 

trn 


V—— —-Àv2qh. 
n AV30 
Do đỏ cần chỉ 
M; = [UM Ð m)g — Ahg| ÐÀvV/2gh = (Àf + m)g — h<t<1), 


trong đỏ !› = rm/A, 
Chu kì 3: Thời điểm ?¿ khi tất cả cát rồi khỏi nửa trên của đồng hỗ cho đến 
thời điểm £¿ khi tât cả cát chạm tới đảy. Giá trị đọc từ cân là 


W = W¿ + À(t — t¿]q, lạ < £ < tạ, 
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trong đó ía = tạ +1. 
Chu kì 4: Thời gian sau đó tất cả cát chạm tới đáy. Giá trị đọc từ cân là 
hằng số tại : 
W= (M + mì)g, t>ủa. 


Số đọc của cân được vẽ trong hình 1.107, 
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Một quả rôc-két có khôi lượng tức thời là zz đạt được một sức đẩy cô định 
F bằng cách phụt chất nổ đẩy tốc độ thắp với vận tốc tương đối cao. Rốc-két 
luôn hướng lực đẩy của nó đọc theo hướng của vận tốc tức thời u. Bởi vậy nó 
chuyển động từ bán kính ban đầu là rị (đo từ tâm của trải đất) tới một bán 
kính r›, lớn hơn, duy trì trong cùng mặt phẳng và bay theo một đường gắn 
giống đường xoắn ốc. Bán kính ban đầu r¡ gần với bán kính trái đất rọ, ở đó 
gia tốc trọng trường là ø, trong khi rz >> rọ. Tọa độ góc từ tâm quả đất là ¿. 

(a) Momen xung lượng của rốc-két trên khối lượng đơn vị là một hằng số 
của chuyển động? Thảo luận. 

(b) Tìm các biểu thức đỗi với vận tốc tức thời và gia tốc trọng trường ø 
theo r, ro, ?, Và ở : 

(c) Tìm các biểu thức đối với ? và ó theo các đại lượng đã liệt kê ở trên. 

(Princeton ) 
Lời giải: 

(a) Dùng tọa độ cực (r,ở) như đã nói ở trên, Momen xung lượng của róc 
két trên khối lượng đơn ví là 7 = r2¿. Mặc đù trọng lực là lực xuyên tâm, song 
lực đẩy rốc-két thì không. Vì vậy momen xung lượng thì không phải là một dại 
lượng bảo toàn. - 

(b) Vận tốc tức thời của rốc két là 


U = 1©; † Uuey —= 7G; † rựe©, 


với độ lớn 
u= V†?2+r?¿?. 


Gia tộc trọng trường ø là 
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Vì øo = Gật, nó có thể được việt như 
6 
2 
To 
g _= go r2 


trong đó f = E + mg, mm = m{t), các số hạng liền quan tới $" được bỏ 
qua. Do lực đẩy F luôn song song với u, các thành phần của nó là Ƒ; = rẻ, 
Fụ = F2. Gia tốc trọng trường là g = —ge„. Vì thế phương trình chuyển 


động có các phương trình thành phần là 


¬ bài rngorỗ 
m(f - rớ?) = ƒ£ =———_— 2 1 
V?2+r242 7 
Prỏ 


(rộ + 229) = f4 = —————: 
TnẬT zó} t! P>¬ nạ2 


từ đó có thể nhận được các biểu thức đôi với £ và ¿ 
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Một con tàu dùng tên lửa đẩy ở xa mọi trường hắp dẫn có một nguồn năng 
lượng #. Con tàu có khối lượng ban đầu là mạ và khối lượng cuôi là rnạ. 

(a) Tìm vận tốc lớn nhất ø con tàu có thể đạt được bắt đầu từ khi nó đứng 
yên. Fÿ rrị, Và Tna cô định nhưng vận tốc khối khí phụt ra œ (so với con tàu) 
có thể biên thiên như là một hàm của khối lượng thức thời n của con tàu. 

(b) Vận tốc lớn nhất ø có thể nhận được là bao nhiều nêu vận tốc phụt khí 
+ là không đổi? 

(Princeton ) 
Lời giải: 
(a) Tích phân phương trình chuyển động của con tàu là (bài tập 1138) 
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và lẫy điều kiện ban đầu ø = 0, zn = rmạ tại thời điểm £ = 0, chúng ta có 


U—T— ị HT : 


mì m 


Vậy vận tốc lớn nhất là 


TrL2 1n 
max Ð — J Tần t 
' 


Trì Tn 


H ` ^ H ^ Ậ “ Ậ ` 
(b) Nêu ø là hãng số, vận tộc lớn nhật là 
THỊ 


Umax = UÌn ma 
2 
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Một hạt bụi hình cầu rơi qua một đám mây mù mọng nước có mật độ 
không đổi. Tốc độ bám hơi nước thành giọt đó tỉ lệ thuận với thể tích của đám 
mây mù mà giọt quét qua trên đơn vị thời gian. Nêu hạt bụi đó ban đâu đứng 
yên trong đám mây mù, tìm giả trị gia tốc của giọt trong những khoảng thời 
gian lớn. 

(Prmceton ) 
Lồi giải: 

Giả sử hạt bụi hình cầu ban đầu có khối lượng Mọ và bán kính hạ. Lẫy vị 
trí ban đầu của hạt bụi như gốc tọa độ và trục z hướng thẳng xuống dưới. Coi 
Äf(†) và R() là khôi lượng và bán kính của giọt ở tại thời điểm +. Khí đó 


M(t) = Mẹ + Sx(Rề — Rậ)p , 


b) 
trong đó ø là mật độ của mây mù nước, cho ta 
đM dh 
=—— = ø4r2?——, 
PIN g2 7 


Giọt nước đó có tiết điện z R2 và quét thành một hình trụ thể tích zR?z trong 

một đơn vị thời gian, trong đó + là vận tốc của nó. Vì tốc độ bám của các phần 
“ 5 ˆ ˆ F ~ Lẻ ` , Lậ 

tử nước tỉ lệ thuận với thể tích này, chúng ta có 


AM 
đt 


=anrR?+, 
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+ là hằng số đương. Vì thế 


Định lý xung lượng cho 
AMf(t+ đĐz(t + dÐ — M(Ð+() = Mgdt. 


Dùng định lý Taylor để khai triển A⁄(¿ + đứ) và 3(# + đ£) và chỉ giữ lại các số 
hạng có bậc thấp nhất, chúng ta nhận được 


M 
¿TT + MB = Mg, 


Với ¿ lớn, Af(!) ~ šxHŸa, JM /dt 3M R/R, và phương trình trên trổ thành 


¬ 
+ —=—.. 
R 4ø 
Với một nghiệm riêng hợp với trường hợp ¿ lớn, đặt 
Rí) = a2, 


trong đó z là hằng số, ở phương trình trên ta có 


EM j 
a= 56p ` 
Vì thê với trường hợp ¡ lỏn, 
4 ‡ 
¿= -C .2at = `, 


7 


Vậy gia tộc trong trường hợp t lồn là ø/7. 
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Giả sử một phi thuyền có khôi lượng znọ và tiết diện ngang là A di chuyển 
với vận tốc uạ khi nó chạm vào một đám bụi đứng yên có mật độ ø như hình 
1.108. Nếu bụi đó chạm dính vào phi thuyền, tìm lời giải cho chuyển động 
tiếp theo của phi thuyền. Giả sử 4 luôn là hằng só. 
(Princeton ) 
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——n— 


Hình 1.108 


Lời giải: 
Giả sử rằng đám bụi xuất hiện mà không cản trở con tàu. Định luật thứ 2 
Newton ' 


d{mu) —- 
Đỹ Si St 
hay 
SỐ + Tà =0 
dt dí : 
ngụ ý rằng mu = mmaòo. Do đỏ 
đm = puAdt, = = 0ÂU, 
Chúng ta có 
du pÁAdtL — 
0U Tmạug - 


Lẫy tích phân chúng ta nhận được 


] _ 2p4i 


U?  TmmaOo 


H 


* ` 
trong đó Ở là hằng số. Nêu chúng ta đo thời gian từ thời điểm đầu tiên con 
tàu chạm đám bụi, thì  = œạ tại £ = 0, cho Ở = uạ?. Do vậy chuyển động của 
phi thuyễển có thể miêu tả bằng 


1 1 20ÁI _ 
02 tộ TrroUo ' 
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3. ĐỘNG LỰC HỌC VẬT RẮN (1145-1223) 


1145 


Hai đĩa kim loại tròn có cùng khối lượng Ä⁄ và có cùng độ dày ¿. Đĩa 1 có 
mật độ đều ø¡ bé hơn mật độ đều của đĩa 2 ø;. Một trong hai đĩa, vật nào có 
momen quản tính lớn hơn? 


(Wiconsin ) 
Lời giải: 
Coi bán kính của các đĩa lần lượt là #¡ và ñạ. 


Vì các đĩa có cùng khôi lượng và độ dày, do đó chúng ta có ø¡ RỆ = s23, 
hay 


HỆ s- 
HỆ øm 
Momen quản tính của các đĩa là 
MHR} MR} 
t8 nTườnn, 2= —z › 
2 P) 
chính vì vậy 
Đ G1 12 
l_ R øÐ 


VÌ ø\ < ø, ị > lạ. Do đó đĩa 1 có momen quán tính lớn hơn. 


1146 

Cho rằng momen quản tính của một hình lập phương đôi với một trục là 
To, trục đó đi qua tâm khối và tâm của một mặt. Tìm momen quán tính đôi với 
một trục qua tâm khối và một góc của hình lập phương. 

(UC, Berkeley ) 

Lời giải: 

Dùng hệ tọa độ Descartes có gốc ở tâm khôi và các trục đi qua tâm của 3 
cặp mặt của hình lập phương. Chúng ta có 

lyz = huy = 1y; = 1ọ ' 


lyy = Ïy; = zz=0, 
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Momen quản tỉnh đổi với một trục có các cosin chỉ hưởng A. /. ¿ là 


jỊ = À Ủịz + HẺ ủy IœŠŸ 
(A7 + lb + “)fụ h 


3H,l¿¿ — 2ưAl:„ — 2Aulyw 


ĐỂ tìm cosin chỉ hướng của một vectø bán kính r từ gốc tọa đỗ tới một góc của 
hinh lặp phương, không mắt di tỉnh tổng quát, chúng ta có thể chỉ cẩn xét góc 
với các tọa độ r,. > dương. Khi đó 


r—ứi |} Lók, 


Trong đó, chúng ta coi 22 là độ đài của cạnh hình lập phương. VÌ r| — vŸ3¿ 
chúng ta có 


1 
À—=ư~W—-—=, 
v3 
do đó 
!l‹- 0» 
1147 


Một đĩa mỏng bán kính 7 và khỗi lượng À! năm trong mặt phẳng + có 
một chắt điểm khối lượng 1n — 5ÀT/4 năm trên mép của nó (như hình 1.109). 
Momen quản tỉnh của đĩa đối với tâm khối của nỏ là (tục z hướng ra ngoài 
mặt tð giấy) 


#ÍT 
An 
ly: 1Ú 


0 0 2 


Hình 1.109 
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(a) Tìm tenxơ momen quán tính của tổ hợp đĩa và chất điểm đổi với điểm 
A trong hệ tọa độ được chỉ ra trong hình vẽ, 


(b) Tìm các momen chính và các trục chính đối với điểm A. 

(c) Tác dụng để đĩa quay quanh trục với vận tốc góc œ bởi các chốt xoay 
ở các điểm A và . Miêu tả momen xung lượng quanh điểm 4 như là một 
hàm của thời gian và tìm vectơ lực tác dụng tại điểm / (bỏ qua trọng lực). 

(ÚC, Berkeley ) 

Lời giải: 

(a) Đóng góp của một phân tử khối lượng Arn tại vectơ bán kính r = 
(rị..r¿, za) cho các momen quán tỉnh và các tích quán tính gồc là 

ly =1 (P ốp <= Bi), 


trong đó ốny ~ l1 Tiểu í = j, ðj¿ =0 nêu ¡ z 7. Chính vì vậy tenxơ momen quán 
tính của chất điểm đối với A là 
5A7R? Í - 
4 


Tenxơø momen quán tính của đĩa đôi với 4, theo định lý các trục song song 
là 
0 0Ô 
1 0Ô 
0 6 


AJn? 
4 


=Cec:! 


Z , 2 ~ ` £ ._ Ñ: . ` 
Vì thể tenxơ momen quán tính của đĩa và chất điểm đổi với A là 


#o/10..>6c, v0 
ME (Ẩ ọ  ọ 
0 0 16 


(b) Để tìm các trực chính và các momen quát tính, giải phương trình đặc 
trưng sau 
l10—-+x —ðB lÂ) 
AIR2 ; 
—5 6—+ 0 =0, 
0 Ú_ l6—+ 


4 
hay 
(16 — +)(yŸ — 168y + 35) =0. 


Các nghiệm là 
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^=l6, + y=8—v29,  +s=8+ V29. 


Vì thể ba momen quán tỉnh chính đỗi với trục 4 là 


29 29 
h =4MR}, lạ= : = v) MRẺ, lạ= Ẫ ) MR?. 


Các cosin chỉ hướng của các trục chính (À, ¿, ) tương ứng với ï¡ thì được đưa 


ra bởi 
=6 -—B 0 À 
=5 -—10 0Ú ð0|=0, 
0 00 U 
nghĩa là 
—BÀ —5u =0, 
—BÀ— lŨu =0, 
Ö0u=0. 


Nghiệm là À = ¿: = Ũ, w = tùy ý. Vì 
A?+”+w?=1, 
theo định nghĩa, các cosin chỉ hướng là 
À=U,_ =0 „=1. 
Các trục chính dỗi với 7; và /¿ có cosin chỉ hướng được cho bởi 
2+ v29 —5 0 À 
5 ` -2+Vv29 0 ID 
0 0 8+v29/ \ 
nghĩa là 


(2+ v29))A — 5= 0, 
—5À + (—2 + V28)u = 0, 
(8 + v29)» =0, 


trong đó dẫu ở trên là cho 7; và đâu ở đưới là cho 7. 
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Các nghiệm là 


À_ -2+v28 _ [06077 
Hộ 5 — | —-1.47? 


l 
= 


ý U 


Khi đó vì À2 + 2 + 2 = À? + w? = 1, chúng ta có 


| =3) - Điện 
G 2 0,561 ` 


Chúng ta luôn đòi hỏi rằng các trục chính đôi với 7; và Ia là trực giao 
À3Àa + makạ + Uạ1ua = 0. 
Chính vì vậy chúng ta lây các trục chính như sau 


(0,0,1), 
(0.561.0,828,0) 
(—0, 828.0. 561,0) . 


(c) Tenxơ momen quán tính 7 của hệ thông đĩa và chất điểm đỗi với điểm 
gôc 4 tìm được trong (a) liên quan đên hệ tọa độ (+. , z) găn với đĩa. Trong 
hệ này momen xung lượng của hệ thông quay với một vận tốc góc œ là 


L= Tu, 
hay 
li: 2 /10 —5 0\ /0 ¬—~: 
le MR“- 5 6 0 ĐÀ Mu 6 
L) = AT 
Hì # -‹À 0” sứ 30/400 ẤP cá vn 


Xem xét hệ tọa độ thí nghiệm (z⁄,, z') có cùng trục như hệ tọa độ quay 
(+, ,z) sao cho các trục tương ứng trùng nhau tại thời điểm ¡ = 0, như hình 
1.110. 


Khi 


+' = zcos(†) + zsin(/), Wˆ=, 


z” = —zsìn(u£) + z cos(f) , 
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w† 


w† 


Hình 1.110 


chúng ta có thể định nghĩa vectø biển đổi 


cos(#f)  Ô sin(u2) 
S= Ù 1 0 
—in(„#) Ú cos(f) 


sao cho vectơ V được biên đổi theo 
` =S§SƯ, 


Áp dung phương trình trên cho vectơ momen xung lượng, chúng ta xác định 
dược momen xung lượng xung quanh 41 trong hệ tọa độ thí nghiệm là 


JẺ : —5C0S(È) 
h „„ — AIRÖu ú 
ly] =Sb= —. 
; Đã Dsin(f) 
nghĩa là 
—5MR° 3AIHÀ. DẠIH°u 
_ AM SE 9 kủ “ cus(u), Tỳ = = _ _. L;= — sinef) 


khi xét một minh cái đĩa. Trục là trục quán tính chính và do đỏ Sự quay 
quanh nó sẽ không gây ra bắt kì một lực nào lên các chốt xoay. Vì thê các lực 
trên các chột xoay hoàn toàn do sự quay của chắt điểm. Trong hệ quay chất 
điểm chịu một lực ly tâm có độ lớn Š3+ˆ, nó được cân bằng bởi các lực tác 
dụng lên đĩa bởi các chốt xoay đó. Lực tấu *ển lên các chốt xoay là phản ;ực 
của các lực nảy. Chính vi vậy chốt xoay # chịu một lực có độ lớn 5M/“ˆ cùng 
hướng như lực ly tâm trên chất điểm. Trong hệ phòng thí nghiệm nói. trên, lực 
nảy quay với một vận tốc góc u. 
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Bồn vật khối lượng như nhau và bằng zn, nằm trong mặt phẳng z ở các vị 
trí (Z,1) = (a,0),(—a,0), (0, +22), (0, —2a). Những vật này được nội với nhau 
bởi các thanh không khỏi lượng để tạo thành vật rắn. 

(a) Tìm tenxơ quán tính, dùng các trục z, y, z như là hệ quy chiêu. Biểu 
điễn tenxơ như là một ma trận. 

(b) Xét một hướng được đưa ra bởi vectơ đơn vị ñ nằm "cân bằng giữa" 
các trục dương z, , z, nghĩa là tạo thành các góc bằng nhau với 3 hướng này. 
Tìm momen quán tính đôi với sự quay quanh các trục này. 

(c) Cho trước tại một thời điểm ¿ nào đó vectơ vận tốc góc nằm dọc theo 
hướng trên ñ, tìm góc hợp bởi giữa vectơ momen xung lượng và ñ tại thời 
điểm đó. 

(UG, Berkeley ) 
Lời giải: 


(a) Các phần tử 7;; của tenxơ quán tính được đưa ra bỏi 


l = S ` ma(r2ôy — đn, Tin, ) 


L) 


trong đỏ 


2 


=—- 2 2 
Tn = Tạ, +, + Tịa - 


Vì ít nhất một trong những tọa độ của mỗi hạt là 0, z¡z; = 0, chính vì vậy 
l¿ = 0 với mọi ¡ # 7. Với ¿ = 7, do tính đôi xứng chúng ta có 


HN 2m(a? _ a2) + 2m(4a? —0)= §maÈ , 
lạa = 2rn(a? — 0) + 2m(4a? — 4a?) = 2ma?, 


lạa — 2m(a? ~ 0) + 2rm(4a? — 0) = 10ma?. 


Vì vậy tenxø quán tính được cho bỏi ma trận 


8a? 0 0 
lô) 2ma2 0 
lÔ) D 10m2 


(b) Khi hướng đưa ra tạo góc giỗng nhau với các trục, các cosin chỉ hướng 
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của nó À, ø, + là bằng nhau. Momen quản tính dỗi với hướng này là 


T= A mm + H21; + °]ya — 2Ul+a — 2UÀla+ — 2Àu1n› 
= (§ma2 + 2m2 + 10ma?)A? 


= 20ma?A?. 


Các cosin chỉ hướng tuân theo điều kiện 


\ tt ˆ ¿02 <3? =1. 
cho A*=1. Vì thê 
20 2 


T= -a má : 


(c) Hướng ñ thì được đưa ra bởi 
À 

ñ= |ø¿| =À|I 
Ự 


Tại thời điểm 7, œ song song với ñ 


hay 


với độ lớn 

L —= Ama3u3/82 + 22 + 102 = V168Amau, . 
Góc ở giữa L và ñ là 

L-ñ_ A?ma?(8+2+10) 1 20 


CO8 Ò = = = =0,891, 
, L Arna2¿x/168 V3 v168 
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nghĩa là 
¿=27°. 


1149 
Do độ đẹt ở cực, trái đất có một momen quán tính đối với trục cực hơi lớn 
hơn so với momen quán tính đối với trục xích đạo của nó. Giả sử có đói xứng 
trục quanh trục cực. 
(a) Chứng minh rằng các số hạng chủ yếu của thế hấp dẫn trên bề mặt của 
trái đất có thể được biểu diễn như sau 


: GM CT— A /as2 /3cos?89 — 1 
Đố tru nỜI: c lÌU 


trong đó Ở và A tương ứng là các momen quản tính quanh trục cực và trục 
xích đạo, A7 là khối lượng trái đất, ø là bán kính trung bình của trải đất và z 
là khoảng cách tới tâm khôi của trái đât. Hệ số (Œ — 4)/AMa? là khoảng 10ˆ3. 

(b) Số hạng thứ hai sẽ có hiệu ứng trường kì nào khi một vệ tỉnh quay 
quanh quỹ đạo tròn quanh trái đât? 


(c) Nêu pháp tuyên với mặt phẳng của vệ tỉnh nghiêng một góc ø với trục 
cực trải đât, dân ra biểu thức cho độ lớn của hiệu ứng này bằng việc lẫy trung 
bình theo thời gian trên quỹ đạo tròn. 

(UGŒ, Berkeley ) 
Lồi giải: 

(a) Chọn trục cực là trục z và mặt phẳng xích đạo là mặt z. Đặt phân tử 
khối lượng đA/ của trái đất có vectơ vị trí r' = (z”,g/, š') và đặt vệ tỉnh phía 
trên bể mặt của trái đât có vectơ vị trí r = (z,,z). Khi đó thể năng hấp dẫn 
trên một đơn vị khối lượng của vệ tỉnh là 


U I= GảM J Ga+M 
, rcr[s- [r2 — 2r -r/ + r2}? 
J GAM [)_ 2tr HÊI - 
T rẻ Ty, 


tích phân trên toàn trái đất. Khai triển Taylor, bỏ qua SỐ hạng bậc cao hơn 
đ© Lộ 
()”, ta có 


J GdM 1 „TP rẻ r2 a(r.r)? 
LG: 


r2? 2r2 2 rầ 


‡8-8T4LG CŨ HỌC 
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Vì r là vectø không đổi và trái đất được cho là elipsoit đôi xứng 


j† -TỔM —r‹ TraM — 


Do đó 


: GÀI —G dị‹r)Ẻ rz 
l.= . l ca? 9 đẠf 
_— ŒGAI 
" " 
ie 1Š "- > „2 r2 Nà 
_ cÍÍ ˆ“ +u'+rz)°—(z + ‡ z1 sự Tộ JAW 
r3 3r* 


Do tỉnh đôi xứng của trái đất, các tích phân của z', /ˆ° và z'+? tât eä bằng 
không và ta có 


” . . 
— (z?” ti ga W6" a3 22 1a hấth 62W“) 


Bây giờ chọn trục z và ¡ tuỷ ý (chừng nào chúng còn nằm trong mặt phẳng 
xich đao), để tích phân của +“ bằng tích phân của „'. Như thế 


: GÀ G t7” + W? +2:2z:? r?z? ụ?;?t 2xir? 

Ứm“= r rà r3 dài 
_ CAI Ö (z2 t UÊ)z2 - 2z2z2? +(2z?-xz? yˆ)z^] HH 
rổ 2r2 | vã 

GÀI Œ 1ˆ 1£” —= 
on, = Ú JÊÊG SN lẻ. CHẾ QưẾi 
" r3 Kiện 
GA G/38z2 1 Z ma. s 
(M Gƒầc 1Y, 
Tp E _ ;)0 Tụ). (1) 


Cơ học Newton 237 


Vì ly = ly = A, l„ = Ở, z = rcos6, ở đây 0 là góc giữa r và trục cực biểu thức 
trên có thể viết như 


GM Ơ~—A /ax2?/äcos?Ø — 1 
hỢGG h mj' 2 )|: 


(b) Phương trình (1) có thể được viết U =  +U¿. U = —GM là thế năng 
trên một đơn vị khôi lượng vệ tỉnh có thể có nêu trái đất là hình cầu hoàn hảo. 
U; xuất hiện do độ dẹt cực. Nó làm xuất hiện thêm lực bổ sung trên một đơn 


vị khối lượng của vệ tỉnh F = —VU¿. Vì Wz = ti Vẽ <s.v= —, 
Vz? =2zk, 
3G(A1-— Œ) nZ" 
r=#C“|Í:- r+2zk Ề 


Lưu ý rằng phần thứ nhật trong ngoặc vuông vẫn sẽ là lực xuyên tâm, mặc 
đù không phải kiểu bình phương nghịch đảo. Nó không làm thay đổi độ lớn 
và hướng của momen xung lượng quanh tâm trải đất; do đó nó không ảnh 
hưởng đến mặt phẳng quỹ đạo, nhưng chỉ làm cho vệ tỉnh lệch khỏi quỹ đạo 
tròn chút ít. Phần thứ hai, 

_ 3G(A—C) 


†* — ng 


, 


không phải là lực xuyên tâm, nó làm cho mặt phẳng quỹ đạo tiên động xung 
quanh trục z. 

(e) Vì chuyển động của vệ tỉnh rất gần với chuyển động đểu với tâm ở 
góc, do sự đổi xứng tích phân của F;d¿ trên một chu kì chuyển động tròn 
bằng không, cho nên ảnh hưởng trung bình của nó đến chuyển động là bằng 
không. Momen xoắn gây nên bởi E› đổi với tâm trái đất là 


3G(C - A) 
rõ 


M-=rxFE;= (—wzi + ~zj). 
Đặt giao cắt giữa mặt phẳng quỹ đạo và mặt phẳng xích đạo là trục z (hình 
1.111). Trong quả trình quay, gz luôn luôn dương trong khi giá trị trung bình 
của zz là bằng không . Do đó, qua một chu kì momen xoắn trung bình hướng 
theo hướng —z. Vì vectơ momen xung lượng nằm trong mặt phẳng z và như 
vậy vuông góc với momen xoắn trung bình, nên momen này không làm thay 
đổi độ lớn của momen xung lượng. 

Vectd momen xung lượng L có hai thành phần Ty và L;. Vì momen xoắn 
trung bình, nó nằm trong hướng —+z, vuông góc với 1;, nên nó không ảnh 
hưởng đến L,. Do đó nó không làm thay đổi góc œ giữa L và trục z. Kết quả 
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`» 


Hình 1.111 


là L sẽ tiên động quanh trục z, vạch ra một hình nón nửa góc đỉnh œ trong hệ 
toạ độ cô định ở một ngôi sao ở xa. Vì hệ quy chiều (+, . z) cô định so với quỹ 
đạo, trục z sẽ quay quanh tâm trái đất trong mặt phẳng xích đạo. 

Đặt Ø là góc giữa vectø vị trí của vệ tỉnh và trục z. Khi đặt 2 = U tại ? = U, 
tạ có # = „f, «¿ là vận tộc góc của vệ tình. Vì  = rsimØsỉn œ, z — rsm Ủcos, 
trung bình M trên một chu kì 7 — ”” là 


WS'—-áyý # 
M _—1 `... j zdl 
r1Ị dụ 


i4G(Œ — A)sin(32 xX 

BE 3 ánh = ị sin” («t)dt 
l“n đụ 

.JG(Œ ;1)simm(2e) 

l 4m° ' 


Vì (NU) vuông góc với momen xung lượng L„ nó sẽ khiến cho vectơ momen 
xung lượng tiễn động quanh trục z với vận tộc góc 


_ JM)N| 3G(Œ” 4)sin(2a) 
— #2? ˆ 4r5uu l 
1150 


Một bánh đà có dạng của một đĩa dày đều đường kinh 4 ft nặng 600 lbs 
(pao) và quay với tốc độ 1200 vòng/phút. Tính momen xoắn không đổi cần 


thiết để nó dừng quay trong 2 phút. 
(Wisconsin ] 


Cơ học Newton : 239 
Lời giải: 
Phương trình chuyển động của bảnh đà là 


Ï8 = —-ÌÀ{, 


trong đỏ ƒ là momen quản tỉnh và Af là momen xoắn để dừng. Vi thê 


Aft 


Ö = ứa 1 


Khi bảnh đà ngừng quay ở thời điểm f, 0 — 0 và 


Với ƒ — *!#” — 1200 lb fỞ, «¿g - 40x rad/s, + = 120 s, 


Aƒ - 400z pdl fL (paođan fut) — 39 ]b ft (pao fut) 
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Một câu trúc được tạo thành từ các thanh có độ đài bằng nhau từ 1 đến 

11 được chỉ ra như trong hình vẽ 1.112, được lắp bản lễ ở các khớp nỗi ở các 

diểm 41. #,....Œ. Điểm ¿1 được xem như là cỗ định, trong khi Œ chỉ được tựa 

thẳng đứng. Bỏ qua khỏi lượng của các thanh, Một vật nặng + được đặt ỏ 72. 

Mỗi câu kiện chỉ chịu sức căng 7 hoặc lực nén C. Giải tìm các lực tựa thẳng 
đứng ở 41 và Œ và tìm lực căng 7 hoặc lực nén Œ ở mỗi thanh. 

(Columbia ) 


Hình 1.112 Hình 1.113 
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Lời giải: 
Xét cầu trúc như một khối thống nhất. Các điều kiện cân bằng cho các lực 
ỏ ÀA và G và cho momen xoän xung quanh 4 cho 


Nax =0, 
NẠy +Nœoy —W =0, 
AE-W - AG- Ney =0, 
từ đó W ` 
NAx = 0, NAy — sang Neoy ha NG" 
h) b) 
Xem các lực căng và các lực nén trong các thanh như chỉ ra ở hình 1.113. Xét 
các điểu kiện cân bằng cho điểm A chúng ta có 


Nạy — TỊ sn 602 =0, 
C; — 7ì cos 602 =0, 
Giải ra 


2 


Xét sự cân bằng của các lực thẳng đứng ở Ø,C, Ð, G, F. Chúng ta nhận được 
bằng cách xét hình 1.113 


2v3 2v3 3 
Cạ=ì = 2X w ý = Cy = PYẦw, Œ;=Ty = 2V uy, 
Noy _ 4v3 4v3 
=.-——= —— = —= ——W 
H= nang (Ca =Tn=g 


Rồi xét sự cân bằng của lực năm ngang ở 8, C, E, F chúng ta có 


1a - (Tì +) cos 60” — 0, 

Œs — (Ca + Tš) cos B0” — Œạ =0, 
Co ni (Ca ¬ Œ;) cos 60” — Cs =0 } 
Tạ — (Tìi + Cạ) cos 60” = 0, 
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Một thanh cứng, mỏng, đều có khối lượng Aƒ được nâng bởi 2 con lãn 
quay nhanh, trục của chúng được giữ ở một khoảng cách có định a. Thanh 
cứng ban đầu được đặt nằm yên tại một vị trí bất đôi xửng như hình 1.114. 


(a) Giả sử những con lăn đó quay ngược chiêu nhau như hình vẽ. Hệ số 
của ma sát động giữa thanh cứng và các con lăn là ¿. Viết ra phương trình 
chuyển động của thanh và tìm độ chuyển đời z(2) của tâm € thuộc thanh 
cửng từ con lăn 1 giả sử rằng z(Ú) — zạ và r(0) = 0. 


TT 
Đ : KG CT 


Hình 1.114 Hình 1.115 


(hb) Bây giờ xem xét trường hợp các quay của 2 con lăn là bị đảo ngược lại 
như hình 1.115. Tính độ chuyển đời z(¿), lại giả sử rằng z(U) = +u vả #(U) = 0. 
(Princeton ) 


Tgáp: 
KHE TEOET 
f Ệ:) hẢ kì 

1 


Hình 1.116 

Lời giải: 
(a) Các lực tác dụng bởi con lăn lên thanh cứng như trong hình 1.116. Với 
sự cân bằng dọc theo phương thẳng đứng chúng ta cẩn 
Mì+ N: = Án, aN;¿ =1M,, 
cho ra : R 
Wị›= ( ° —) Mg — N:s= Mạ. 

q q4 

Các lực ma sát động là 


# = uN, °› = uÀN› 1 


242 Bài tập & lời giải Cơ học 


với các hướng được chỉ như ra trong hình vẽ. Hãy nhớ rằng khi tắt cả các 
con lăn quay nhanh, sự thay đổi trong hướng chuyển động của thanh cứng sẽ 
không ảnh hưởng tới các hưởng của những lực này. Từ định luật II Newton ta 
có 


: M1 
Mz=ñh hạn =C 


'Với £ = 2z — a, phương trình trên trẻ thành 


(œ— 2z}. 


_2H9 
a, 


TC X 


đó là phương trình chuyển động của một dao động tử điểu hòa. Với các điều 
kiện khởi đầu £ = 2zo — a, £ = 0 ở ¿ = 0, nghiệm là 


£ = (2ra — a) cos(œ£) , 


trong đó 
_ J2ug 
œ) — ===.. 
ö 
Vì vậy 


q ở 
?.= Ứ — 3) cos(¿£) + 3- 


(b) Với các hướng quay của con lăn đảo ngược, các lực ma sát cũng đáo 
ngược hướng và chúng ta có 


hay 


trong đó £ = 2z — a giông như trước đó. Chuyển động không còn là dao động 
điểu hòa đơn giản. Với các điều kiện ban đầu giống nhau, nghiệm là 


£= (zo — 3) ” + e“° = (2o sả] cosh(a) , 


nghĩa là 


x~e= zo = 3) cosh(2È) + 5 h 


trong đó œ = \/?##, Chú ý rằng nếu zo # $, thanh sẽ đi chuyển theo một 


hướng đến khi nó mắt sự tiếp xúc với một con lăn, tại thời điểm đó phương 
trình không còn được áp dụng. 
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Một con lắc xoắn bao gồm một dây thẳng đứng gắn với một vật, vật này có 
thể quay xung quanh chiều trục thẳng đứng. Xét 3 con lắc xoắn bao gồm các 
sợi đây giống nhau treo các khối rắn đểng nhất giỗng nhau hình lập phương. 
Một hình khôi lập phương được treo ở góc, một hình lập phương khác treo ở 
giữa một cạnh bât kì, con lắc còn lại được treo ở điểm giữa của một mặt như 
trong hình vẽ 1.117. Tỉ số các chu kì của 3 con lắc này như thế nào? 

(MIT) 


Hình 1.117 


Lời giải: 

Trong cả 3 trường hợp nói trên, dây treo thẳng đứng đi qua tâm khối của 
khối lập phương rắn. Vì elipsoit quán tính của các khối lập phương rắn đồng 
nhất là một hình cầu, nên quán tính quay xung quanh bất kì một hướng nào 
qua tâm khối đều giống nhau. Vì thê các chu kì của ba con lắc xoắn này là 
bằng nhau. 
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Hình 1.118 chỉ ra một hình ảnh đơn giản hóa một trục cam với các chất 
điểm m và 2m được đặt cô định trên các thanh không khối lượng, tắt cả trong 
cùng một mặt phẳng. Nó quay với một vận tốc góc không đổi « quanh trục 
OỚ' qua trục dài, được giữ bởi các ổ trực không ma sát ở Ó và Ø', 

(a) Momen xoắn dỗi với điểm giữa của trục dài gây ra bởi các ổ trục sẽ 
như thế nào ?(ĐÐưa ra độ lớn và hướng). 

(b) Đặt một trục, giữ yên trong mặt phẳng chứa các vật, xung quanh một 


vật có thể quay với momen xoắn bằng không khi vận tốc góc là hằng số. 
(ÚC, Berkelay ) 


2m|_ .—- 


Hình 1.118 


Lời giải: 

Chọn một hệ tọa độ gắn với trục với góc ở điểm giữa Œ của trục quay dải, 
trục z dọc theo trục Ø' và trục z nằm trong mặt phẳng của các chất điểm 
như hình 1.119. 


Hình 1.119 


Tenxơ quán tính tương đỗi với Œ được tỉnh bằng cách dùng công thức 
..x ca TP \ số 2 r2... Khi các khói ] 
 — 2„Ttu(TRÔjj - Tniray), trong dÓ rà = rậi | zá¿ ‡ rạa¿. Khi các khỏi lượng 


9? 
có toa độ 


2m : (0.0,]). m : (L0 —Ï). 
2n : (0,0, —]), mm: (—l,0,1), 


chúng ta có 
mi? 0 3ml? 
I=[| 0 8m 0 
?ml 0 2m2 


Xét momen xung lượng .J và momen xoắn M xung quanh C, chúng ta có 


dJT #4 l 
N= #= m t'œ X:J =Stữ Xj, 
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trong đó các kí hiệu * chỉ đạo hàm theo hệ tọa độ quay (z. ¿, z), vì vận tốc góc 
là hằng số. Khi đó 


0 1 
J=1I¿=1I|0| 2m32 |0|, 
vụ 1 
chúng ta xác định được 
l— j k 
M=uxJ=| 0 0 ư |=2ml2.2j. 


2ml 0 2ml? 


Momen xoắn đôi với diểm giữa của trục quay gây ra bởi các ổ trục có độ lớn 
2rni2u” và theo hướng 1. 

(b) Coi trục trong mặt phẳng zz quanh đó momen xoắn là 0 như là trục 
z' và giả sử nó tạo ra một góc Ø với trục z. Xem hình 1.119, trục z, và z/ 
tạo thành hệ tọa độ Descartes, trong đó trục z“ cũng nằm trong mặt phẳng zz. 
Trong hệ quy chiều này, vận tốc góc œ là 


ưsinØ 
UJ —= O 
ằœ COs Ô 
và 
6m2, sin 0 + 2ml2 cos 6 
J= Tư = 0 
2m2 sìn 9 + 2ml°®u cos 6 
Vì thế 
M=uxjJ 
1 3 k 
= œ Sìn 8 0 ¿ cos 8 


ml2/(6 sin Ø8 + 2cosØ) 0 2rml2¿(cos0 + sin 0) 


= 2ml?,?(sin 28 + cos 26)j 


Với M = 0, chúng ta cần 
tg2Ø — —1, 


246 " Bài tập & lời giải Cơ học 


nghĩa là Ø = —22, 5° hay 67,5°. Chủ ý rằng trục z“ quanh nỏ momen xoắn thiết 
điện là một trục quán tính chính. Như vậy cũng có thể tìm được bằng phương 
pháp bài 1147. 
1155 
Một đồng xu với mặt phẳng của nó thẳng đứng và quay với vận tốc góc 
„ trong mặt phẳng của nó như hình 1.120 được đặt nằm xuống một bể mặt 
phẳng. Vận tốc góc cuối cùng của đồng xu là bao nhiều?.(Giả sử đồng xu đứng 
thẳng được bỏ qua ma sát lăn). 
(Wisconsin ) 


k2 


Hình 1.120 
Lời giải: 
Sự quay của đẳng xu thực hiện trên một mặt phẳng nằm ngang. Vì các lực 
tác động lên đồng xu cụ thể là lực đỡ F và trọng lực P, cả 2 điều có hướng đi 
qua tâm khỏi của đồng xu, momen xung lượng của đồng xu quanh tâm khối 


của nó được bảo toàn. Vì vậy vận tốc góc vẫn là „: sau khi nỏ được đặt xuống 
bẻ mặt phẳng. 


1156 
Chân người kích thước bình thường thấy thoải mái khi đi bộ ngoài tự 
nhiên, sải bước đi chừng một bước trên một giãy, nhưng không thoải mái khi 
bị buộc phải đi về nhanh hơn hay chậm hơn. Bỏ qua ảnh hưởng của khớp đầu 
gói, dùng mô hình đơn giản nhất bạn có thể ước lượng tấn số xác định nhịp đi 
đó, và tìm xem nó phụ thuộc vào đặc tỉnh nào của chân. 
(Wisconsin } 
Lời giải: 
Xét chân người như là một thanh đều có chiều đài !. Trong mô hình đơn 
giản nhất, tần số đu đưa của chân phải bằng tần số đặc trưng của thanh khi 
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nó đu đưa xung quanh điểm cuỗi cô định của nó. Chuyển động đỏ là chuyển 
động của một con lắc kép miễu tả bởi 


Ủ_ 1 
mi  = ~gm@t sim, 


hay 
0+ —0_—0. 
2l 
đôi với nhỏ khi đỏ tấn số đụng đưa là  = + V 1. Nêu chúng ta coi ! 
0.4m, thì, = 1s Ì, 
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Hình trụ €' (khôi lượng 10,0 kg và có bán kính 0,07 m) lãn mà không trượt 
lên một đổi nghiêng 7 như hình 1.121. Sợi dây không duỗi thẳng ra mà cuỗn 
xung quanh hinh trụ Ở. 

(a) Trụ €' đi chuyển thẳng đứng lên được bao xa khi được kẻo bởi vật thể 
nặng 2 kg di chuyển xuông một mét? 

(b) Đô lớn và hướng của gia tộc là như thế nào? 

(c) Độ lớn và hưởng của lực ma sát tĩnh tại điểm tiếp xúc Ø? là như thê 
nào? 


(Wiconsin } 


Hình 1.121 


Lời giải: 
(a) Vì đây không được kéo thẳng, khi tâm của Œ di chuyển đi lên trên 
mặt nghiêng với một khoảng cách Az+, vật có khôi lượng 2 kg cũng sẽ rơi 
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xuống một đoạn đúng bằng Az. Tuy nhiên, khí đó một thêm một đoạn dài 
Az của sợi dây cũng tở ra trong quá trình đó được. Vật 2 kg thực tế sẽ rơi 
xuống thêm 2Az. Chính vì vậy khi nó đi chuyển xuống đưới một mét, trụ Œ 
sẽ chuyển động đi lên mặt nghiêng một đoạn 0, 5 m, hoặc đi thẳng đứng một 
đoạn 0, 5 sin 30° — 0, 25 m. 


(b) Các lực có liên quan được chỉ ra trong hình 1.121. Hiệu ứng trên có 
nghĩa là đỗi với vật khối lượng 2 kg chúng ta có 
2rn# = ng — †'`. 
Với hình trụ € chúng ta có 
Mf# = F'+ ƒ— Mgsim 30”, 
T8 =(F - nh. 
trong đó ï = 3A”. Hơn nữa, vì trụ € lăn mà không trượt nên chúng ta còn 
có 
+ = R0. 
Các phương trình trên cho ta 


„ —  4m_— M 
8m + 3M 


)ø = —0,0435ø = —0,426 ms~?, 


Như vậy gia tốc có độ lớn 0,426 ms~? và tác động hướng xuống đọc theo mặt 
phẳng nằm nghiêng. 


(€) ƒ# = 4M(š + g) = 40 x 0,574g = 23,0. Hướng của nó là hướng lên 
đọc theo mặt phẳng nằm nghiêng. 


1158 

Một cái vòng đều khôi lượng Aƒ và bán kính R treo theo mặt thẳng đứng 
bởi một lưỡi dao tại một điểm trên mặt chu vi trong của vòng tròn. Tính tần 
sô tự nhiên của các dao động nhỏ. 

(Wisconsm ) 

Lời giải: 

Momen quản tính của vòng quanh lưỡi đao tựa là 

]= MR“” + MR? = 2MR?. 


Xem hình 1.122, chúng ta có phương trình chuyển động 
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Hinh 1.122 


I = —Alụfsin . 
hay 
lÚU AInna 
đôi với các đao động nhỏ. Do đó tần số là 


œ l1 /AgN 1g. 


I 


3x 2rV J —2xV2R' 


U—= 
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Một roto tốc độ siêu cao câu tạo gầm một đĩa đồng chất khôi lượng A/, bán 
kinh /? độ đảy là 2/. Nó được lắp vào một trục quay gác trên các ổ trục cách 
nhau một khoảng cách 2# như hình 1.123. Hai vật thêm vào có khôi lượng 
bằng nhau là r, được sắp xếp đổi xứng sao cho roto nằm ở trạng thải cân 
bằng “tĩnh”. 'Iìm lực biến thiên theo thời gian trên các ổ trục nêu roto quay 
với vận tốc góc .... 


(Wconsin ) 


Hình 1.123 


L0i giải: 


Trong hệ quay sắn với đĩa như trên, 2 khối lượng thêm vào, mỗi cái chịu 
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một lực ly tâm rn.R„?, dẫn đến momen xoắn 7' = 2m.?!. Momen xoắn này 
được cân bằng bởi một momen xoắn cùng độ lớn nhưng ngược hướng, sây ra 
bởi các ổ, trục cách nhau một khoảng 2d. Do đó với các ổ trục, mỗi cái chịu 
một lực + = ch f trong cùng hướng như là hướng của lực Ìy tâm tác dụng 
lên vật gần hơn. Trong hệ quy chiều cổ định những ổ trục đó quay với vận tốc 
SÓC «J. 
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Một tắm pín mặt trời rộng 100 m2 được ghép với một bảnh đà sao cho, nó 
chuyển đổi ánh sáng tới thành cø quay với hiệu suất 1%. 

(a) Với vận tốc góc nào một bánh đà hình trụ rắn khôi lượng 500 kg và 
bán kính 50 cm sẽ quay sau 8h tâm pin đó được phơi nắng (nêu đầu tiên nó 
đứng yên)? 

Lấy hằng số hâp thu năng lượng là 2 cal⁄/cm2/phút trong suốt khoảng thời 
gian (1 cal = 4,2 Jun) 

(b) Giả sử trục của bánh đà nằm ngang đột nhiên rời khỏi ỏ trục tĩnh của 
nó và bắt đầu lăn dọc một mặt phẳng nằm ngang với hệ số ma sát động là 
 = 0,1. Nó sẽ lăn được bao xa cho đến khi ngừng trượt? 

(c) Tâm khôi di chuyển với tộc độ tại thời điểm đó là bao nhiêu? 

(d) Bao nhiêu năng lượng sẽ biến thành nhiệt? 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 


(a) Động năng quay của bánh đà là # = 3 /uậ, trong đó ƒ = m2, cho ta 


An 


2x 0,01 x 100 x 10 x 8 x 60 x 2x 4,2 
1 x 500 x 0,52 


= 1136 rad/s. 


(B) Đo khoảng thời gian từ khi bánh đà đó được giải phóng, khi đó nó quay 
với vận tốc góc uo. Sau khi giải phóng nó lăn trên mặt phẳng, lực ngang duy 
nhất tác dụng lên bánh đà là lực ma sát như hình 1.124. Các phương trình 
chuyển động là 

T = —ƒh., rủ —= ƒ. 
Tại thời điểm !¡ khi bánh đà đừng trượt, coi vận tốc góc của nó là u¡. Các điều 
kiện biên là œ = ứo, ø =0 Ởt =0, = ứi, 0 = 0i = Rứa ðt = íy, Lấy tích 
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Hình 1.124 


phân các phương trình trên cho ta 


l(ìị —xo}— TH, 
Trở — THIỀU) = ƒ†t. 


Chủ ý: những phương trình này luôn có thể nhận được trực tiếp bằng cách 
xem xét xung lực. Giải các phương trình này chúng ta có 
bộ) ứug l? 


vJ| — n fị= š 
3 : dựa 


Vì 1 — jmửt2, ƒ = ma. Khoảng cách đi được của bánh đà trước khi nó ngừng 
trượt là 


„. E#f%„ œ011\? _ (uoR)? 
S=_-| -|†t:—- ——— = ¬— = 18290 
( ) 29 (ng) l8ug - 


(c) Tại thời điểm !¡ tốc độ của tâm khối là 


: R 
Sa lấy = Xã — 189,3 ms ~! 


(d) Tại thời điểm 0 < f < ¿¡, tích phân phương trình chuyển động cho 


[{¿¿ — œp) = †HI, 


nu = ƒt. 


Tại thời điểm 0 < £ < f¡, bánh đà vừa trượt vừa lăn, chỉ cỏ phần trượt của 
chuyển động biến năng lượng thành nhiệt. Vận tốc trượt là 
3/1 
"nã - Tp 
Tn 


17-B1ã1G CƠ HỌC 
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và tổng năng lương tiêu tắn thành nhiệt là 


Q 


lỊ 


¬=... 
q 


| 


3/2 
Ko 


2,2 
= T2 = 2,688 x 107 J, 


Điều này cũng luôn có thể nhận được bằng cách xem xét sự thay đổi động 
năng của bánh đà. 


1 : : 
`. (gư⁄ D: 2m) 


2 3 2 
s R2 bến] _ m (R¿o)2 z mu 
— 4 x....  wa 
giông như trên. 
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Một người muốn bẻ gãy một thanh dài bằng cách đập nó lên một tảng đá. 
Một đầu thanh được cầm trong tay và đầu đó của thanh quay mà không dịch 
chuyển như hình vẽ 1.125. Người đó muốn tránh một lực lớn tác động lên 
tay ở thời điểm thanh dập lên tảng đá. Nên đập vào tảng đá ở điểm nào của 
thanh? (Bö qua trọng lực). 

(CUSPEFA ) 
Lời giải: 

Coi điểm va chạm đến chỗ cầm O của tay có khoảng cách là z và phản 
lực của lực tác động lên tay do tác dụng lực #' là F”, như trên hình 1.126. Xét 
chuyển động của tâm khối Ơ, chúng ta có 


JưŒ~ P)át = mà, 


ƒff(-‡)-rfls-+ 


trong đó ø là vận tốc của Ở, ¡ là vận tốc góc quanh Œ ngay sau khi tác dụng 
` 2 ` + : , `. . ⁄ 
lực *', và ƒ = rn là khối lượng của thanh. Vì O vẫn là điểm có định, chúng 
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là) lI tảng đá : 
£ 


Hình 1.125 Hình 1.126 


À 
ta can 
hay 


Chúng ta cũng coi #” + 0, chính vì vậ 
S 5 aY 


J“=. (z-;) [ra=m, 


cho ta 
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Hai bánh đà như hình 1.127 lấp trên các trục song song không ma sát 
nhưng ban đầu không có điểm chạm. Bánh đà lớn có / = 2000 vø/phút trong 
khi bánh đà nhỏ đứng yên. Nếu hai trục song song di chuyển dến khi tiếp xúc 
nhau, tìm vận tốc góc của bánh đà thứ 2 sau khi xảy ra trạng thái cân bằng 
(nghĩa là: không trượt tiếp ở điểm tiếp xúc), cho Rị = 2ï, h = 16a. 

(Wisconsin ) 
Lồi giải: 

Giả sử xung của lực tương tác giữa hai bánh đà từ khi tiếp xúc tới khi cân 
bằng là J. Khi đó momen xoắn của xung lực tác động lên bán đà lớn là JRị 
và lên bánh đà nhỏ là JRạ. 
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_ 
c—— 
Hình 1,127 


Chúng ta có Ƒ; (uị — a1) = JRị, lau; = JRạ, trong đó dị và ¿2 tương Ứng 
là các vận tốc góc của bánh đà lớn trước tiếp xúc và sau khi cân bằng xảy ra, 
và ¿2 là vận tóc góc của bánh đà nhỏ sau khi xảy ra sự cân băng. Không có sự 
trượt giữa các bánh đà khi đạt tới sự cân bằng 

uI Rị = l2 ]a, 
Các phương trình trên cho ta 
;— nữ) Rau 


= —1 Lễ201 — 1 6y = 3200 vg/phút. 
“2TR + BI} l #P 
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Hai hình trụ đồng đều quay độc lập với nhau quanh các trục song song của 
chủng. Một cái có bán kính Rị và khối lượng Mì, còn cái kia tương ứng là R; 
và Ma. Ban đầu chúng quay cùng chiều như nhau với vận tốc góc tương ứng 
là Q¡ và O¿ như hình 1.128. Sau đó chúng di chuyển cho đến khi xảy ra sự 
tiếp xúc đọc theo tiếp tuyên chung. Sau khi đạt tới trạng thái ổn định, vận tỐc 
góc cuôi cùng của mỗi hình trụ là bao nhiêu? 


Hình 1.128 


(CUSPEA ) 


Lồi giải: 


Coi ¡¡, œ; lần lượt là vận tốc góc của 2 hình trụ sau khi đạt tới trạng thái 
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ổn định. Khi đó 
œ¡†Ìi = —ư2Ï2 . 


Xem /\ và J; là momen xoắn tích hợp theo thời gian trên hình trụ 2 tác dụng 
lên hình trụ 1 và hình trụ 1 tác dụng lên hình trụ 2, thì 


jJ) = hen — Ôn), J;¿ = la(u¿ — 2); 


hay 
hen — Ôg) — Ta(øa — 92) 


Vì 7 œ A4R2, phương trình cuối cùng trở thành 


MiRhi(un == Mr = MaRa(02 = Øa) ' 


nghĩa là 
MỊ Rịen — MaR¿¿¿ = Mi FìQ ~ MaRaÔ0;. 
Vì vậy 
đục MítTìO0n — M;†àQ; 
?.ì(Mh + M;}) 
„y - MaR¿Q; — Mi RiGi 
Rạ(Mì + Mạ) 
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Ba hình trụ giỗng nhau quay với vận tốc góc như nhau Q quanh các trục 
song song qua tâm. Chúng được đưa gần lại nhau cho tới khí chạm vào nhau, 
vẫn giữ nguyên các trục song song. Một trạng thái ổn định mới có được khi ở 
mỗi đường tiếp xúc, mỗi hình trụ không trượt so với hình trụ bên cạnh, hình 
1.129. Động năng quay ban đầu giờ còn lại bao nhiêu? 

(Thứ tự chính xác mà vật 1 vật 2 chạm nhau, rồi vật 2 vật 3 chạm nhau, không 
có liên quan gì cả). 

: (CUSPFA } 
Lời giải: 

Vì không có sự trượt, nêu @' là vận tốc góc cuối cùng của hình trụ 1, thì 
vận tốc góc cuỗi cùng của hình trụ 2 và 3 tương ứng là —9” và Q*. Coi 7 là 
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Hình 1.129 


momen quản tính của mỗi hình trụ quanh trục quay của nó, Af;; là xung lực 
góc mà hình trụ thứ 7 truyền cho hình trụ thứ ¿ tương ứng với trục quay của 
nó. Định luật II Newton yêu cầu rằng, khi các hình trụ có cùng bản kính 


1; = Mji. (7—1,2.3. ¡z 2) 


Xem xét động lực đưa ra 


I(0'—Q)= Ma, Œ) 
1(—0!0 — Ô) = Mại + Ma, (2) 
1(0'— Q) = Mạ¿. (3) 
(1) + (3) — (2) cho ta 
I(0'— Q) =0, 
hay 
§) 
Q=—. 
3 


Tỉ số giữa các động năng quay sau và trước khí chạm nhau là 


T'_— 3(3102) —- (9= 1 
7T. 1410) \0 


g 
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Tìm tỉ số của các chu kì của 2 con lắc xoắn như hình 1.130. Con lắc xoắn 
thứ hai chỉ khác với con lắc 1 do thêm vào 2 vật hình trụ như hình vẽ. dán 
kính của mỗi vật thêm vào bằng 1⁄4 bán kính của đĩa. Mỗi hình trụ và đĩa có 
khối lượng bằng nhau. 

(Wisconsin ) 
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Hình 1.130 


Lời giải: 

Coi 7; và ï¿ tương. ứng là momen quán tính của hai con lắc xoắn. Nêu 
2 là hẻ số phục hồi của mỗi dây treo, thì các phương trình chuyển đệng là 
hø ¡210 — Ú, lạổ ~ A0 = UI. Vì vậy các tắn số góc dao động của các con lắc 


xoắn lä „ị = V “A/h Và a — V “A/T¿. Với con lắc thứ nhất h — AIR°/3, và 
đôi với con lắc thử hai 


Afn* M /PN? dh 97 : 
xạ -—— ="H Nhì — . 
lạ = + (0) + rốn tạ 1t 


ˆ £ ` £ 3 + ` * 
Vì thẻ tỉ số của các chu kì là 


HỆ dg TM - 
ï.. l 
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Một thanh đồng chất mảnh khối lượng A7 và độ dài được treo từ một 
trục cô định (giả sử không có ma sát) ở 4 như hình 1.131. Momen quán tính 
xung quanh 4 là A//.2/3. 
(a) Một xung lực ngang tức thời j được phát ra ở #, bên đưới điểm 4 một 
khoảng lả a. Vận tốc góc ban dẫu của thanh là bao nhiêu? 


(b) Nỏi chung, như là kết của J, sẽ có một xung lực ./' lên thanh từ trục 
4, J° là gì? 
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Hình 1.131 


(c) Xung lực . nên tác dụng vào chỗ nào để J' = 0? 
(WIisconsin ) 
Lời giải: 
(a) Ja = 1(œ — œạ), trong đó ¡ọ là vận tốc góc của thanh trước khi tác 
dụng xung lực. Vì «ạ = 0, vận tốc góc ban đầu là 


_ Ja _ 3Ja 
UP AE", 

(b) Vận tốc ban đầu của tâm khối của thanh là » = ằœƑ72. Vì vậy sự thay 
đổi xung lượng của thanh là Mu = M«¿L/2. Vì nó bằng tổng xung lực trên 
thanh, chúng ta có 


guyànc RE 
2 
Vì vậy 
Mu 3a 
#ƒ.= vs 7|. e= 
vị II 1) 
(c) 
2L 
J=0 _ a= .. 
¡ la 3 


Vì vậy, sẽ không có xung lực nào từ trục nếu J được tác động vào điểm 2/3 
phía dưới điểm 4. 
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Một trục khuỷu như hình 1.132 quay với vận tốc góc có định ă, Tính các 
lực tổng hợp lên các ổ trục. Trong phác họa chỉ ra hướng của những phản lực 
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đó và hướng của momen xung lượng. 
(Giả sử trục khuỷu được chế tạo từ các thanh mảnh mật độ đồng nhất). 
(ÚC, Berkeley } 


L 
Hinh 1.132 Hình 1.133 
Lời giải: 

Xét chuyển động trong một hệ gắn với trục quay như hình 1.133. Khi các 
thanh hoặc song song hoặc vuông góc với trục quay, lực ly tâm tác động lên 
mỗi thanh có thể xem như là lên một điểm cùng khôi lượng đặt tại tâm khỗi 
của thanh đó. Coi là lực ràng buộc mà ở trục tác dụng lên môi thanh. Vì 


không có sự quay xung quanh trục z nên chúng ta cần các momen của các lực 
xung quanh Ø2 phải cân bằng 


t 3b : ạ 
2): N + 2 - PB - t2 = 5 © Øb - auŸ + 2b ‹ 0d + gu” , 
cho ta Š 
VY = uaqu! 
: my 
trong đỏ ø là khỏi lượng trên đơn vi độ dài của thanh. Các phản lực lên các 
ổ trục thì bằng và ngược với W như hình 1.133. Ở hệ tọa độ cô định những 
lực này quay, cùng với trục khuỷu, với vận tộc góc .; xung quanh trục. Momen 
xung lượng của trục khuỷu được cho bỏi 


bị b/ lrrư 
by | =7 |0] = | lv, 


b¿ 0 


(œ+Ù). 


lay, 
trong đỏ í là tenxơ momen quản tính quanh trục Ø với các phân tử như sau 


Ty = 3 Amu(r?ê,, #17) : 
" 


Vì tất cả z = 0, /;„ — 0. Hơn nữa có thể thây rằng ï„; > Ú, 7„x < 0. Vì vậy 
momen xung lượng L có hướng trong hệ tọa độ quay như hình 1.133, Chú ý 
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rằng trọng lực được bỏ qua trong tỉnh toán, nêu không sẽ có một lực cô định 
bổ sung có độ lớn (3 + b); tác động lên môi õ trục đố thanh vả có hướng là 
hưởng thẳng đứng xuống dưới trong hệ tọa độ cô định đỏ. 


1168 ' 


Hai chất điểm như nhau có khỏi lượng Àf được nỗi bằng một thanh cứng 
không khôi lượng có chiều dài 2,1 (một tạ), chúng liên kết với nhau để quay 
quanh một trục có dình vào tắm của thanh theo một góc # (hình 1.134). Tâm 
của thanh ở góc hệ tọa độ. trục quay đọc theo trục : và quả tạ đỏ nằm trong 
mặt phẳng r> tại ? = (I. Vận tốc góc „ là không đổi theo thời gian và hướng 
theo trục z. 


(a) Tính tắt cả các phẳn tử trong tenxøơ quản tính. Phải tin chắc đặc tả được 
hệ tọa độ bạn sử dụng. 

(b) Dùng các phần tử vừa tỉnh toán để tìm momen xung lượng của quả tạ 
trong hệ phòng thí nghiệm như là một hàm của thời gian. 

(c) Dùng phương trình L = r x p, tính momen xung lượng và chỉ ra rằng 
nỏ giông như kết quả câu (b). 

(d) Tính momen xoän trên trục như là một hàm của thời gian. 

(e) Tính động năng của quả tạ. 

(UC, Berkeley } 


Hình 1.134 


Lời giải: 
(a) Dùng hệ tọa độ +: gắn với quả tạ sao cho là 2 chất điểm nằm trong 
mặt phẳng z:. Các phần tử của tenxơ quán tính xung quanh O, được đưa ra 
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bởi LÊ — ân mạ (r?ôi; = #i7j), là 
lyy = 2ÀMIA?cos? 0, ly = 2A”, l„„ =2A1A?sìin? 6, 
Tạy =1; = Ú— 1yy¿ = —MIA cosBsin0 = —MA?sin? 0. 
Do vậy 
2M 4?co20 0 —MA?sin28 
l= 0 2M A” 0 
—MA?sin20 0 2MA?sin?0 
(b) Dùng hệ tọa độ phòng thí nghiệm z'‡⁄z' sao cho trục z/ trùng với trục 
z của hệ tọa độ quay trong câu (a) và tật cả các trục tương ứng của hai hệ tọa 
độ đều bắt đầu ở ? = 0. Các vectơ đơn vị dọc theo các trục của hai hệ tọa độ 
liên hệ với nhau bởi 


e Cosuf  sinu£f O\ /et 
e› | = | TC sSinwt cosut 0 Có 

+ 
e3 0 0 1/ \@ 


Khi đó tenxd quán tỉnh trong hệ tọa độ phòng thí nghiệm là 


COS(£†_ — Su 0Ô 
U=SIS= |sinut cosut 0Ô 
0 0Ô 1 
2Xf 4 cos? 6 IÐ —M 4ˆ sin 28 COSư  sInu£  Ô 
x Ũ 211A? 0 -8Ìnœ# cosu# 0Ö 
—M A2 sin20 0 2M A2 sin? 6 0 0 1 
Do vậy momen xung lượng của quả tạ trong hệ tọa độ phòng thí nghiệm là 
ữ — sìn 28 cos uf 
L=VW |0 | = MA2u | —sin2Ø sinœ£ 
d 2sin? Ø 


(c) Các vecto bán kính của Ä⁄4: và Ä⁄; từ Ó tương ứng là 
rị = Á(sin6.,0,cos 8), 
rạ = Á(— sinØ,Ũ, — cos Ø) 
trong hệ tọa độ quay. Dùng phép biến đổi đỗi các vectơ đơn vị chúng ta có 
r = Alsin Ø(©1 cos jf + e2 sín £) + es cos 6} 
= A(sin Ø cos¿, sin Ø sìn uj, cos 8) , 


rạ = A(— sÌn Ð cosut, — sỉn Ø sin ý, — cos 0) 
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trong hệ tọa độ phòng thí nghiệm. Momen xung lượng của hệ này trong hệ 
tọa độ phòng thí nghiệm là 


L= » xp= 5 Mr x {œ xr)= 5 Mr? — {r-œ}r] 
= 2M A?uea 
— M A2? cos Ø(e1 sỉn ổ cos /‡ + es sỉn Ø sin ¿J# + es cos 0) 
+ MỸ A2? cos Ø(—e1 sìn Ø cos u£ — e2 sỉn ổ gìn ¿Ý — es cos Ø) 


= Mĩ A?(—et sìn 2Ø cos œ£ — e; sin 2Ø sin „# + e22sin? 0) , 


giỗng như câu (0b). 
(d) Momen xoắn trên trục là 
dL 


HÀ: TIỀN A4 A24? |sin 2Ø sinu#e+ — sin 2Ø cos «#ej] . 


(e) Vì œ = (0,0,œ) đồng năng quay của quả tạ là 


1„2 


"NT: M A?œ?sìn?0 . 


đ.i= 
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Một con sóc khối lượng m chạy với một vận tốc không đổi Vạ so với mặt 
trong của một cái cũi hình trụ bán kinh # và momen quản tính 7 như hình 
1.135. Cái cũi có momen xoắn tắt dẫn tỉ lệ thuận với vận tốc góc của nó. Bỏ 
qua kích cö của con sóc so với R. Nếu ban đầu cái cũi đứng yên và con sóc bắt 
đầu ở điểm thấp nhất 4rong vòng hình trụ và chạy, tìm chuyển động của con 
sóc so với hệ tọa độ cô định trong trường hợp các dao động nhỏ tắt dần quá 
yêu. Tìm vận tốc góc của con sóc theo góc của nó so với phương thẳng đứng 
dối với các chuyển, dịch góc bất kì trong trường hợp không tắt dần. Thảo luận 
một sô tiêu chỉ thiết kế tiêu chuẩn cho cái cũi trong trường hợp này. 

(Wisconsin } 
Lời giải: 

Trong một hệ tọa độ cô định, định nghĩa 9 chỉ ra như hình 1.136. Với con 

sóc, phương trình chuyển động của nó là 


mRÖ = ƒ — mẹgsin Ð, 
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¬% 


mg 
Hình 1.135 Hinh 1.136 


và với cải cũi phương trình chuyển động là 


. ` và S5, # sư 2 ‹ gÌx. #\@fca ` ˆ > £ .. 
trong đó ƒ lả hệ sô ma sát giữa con sóc và cải cũi, k là một hằng số. Ngoài ra, 
khi con sóc cỏ tốc độ không đổi Vọ so với với cải cũi, chúng ta có 


R(P v)-~ Vụ, 
điểu đó có nghĩa 3 = ổ, ¿ = Ø — 2, Dùng những kết quả nảy và để khử ƒ từ 


các phương trinh chuyển động cho ta 


dò 32 $ V 
(I + mñR?)ðổ + kô + mạR.sin0 — Sải : 


Với các dao dộng nhỏ, 0 <1 và phương trình trên rút gọn thành 
bến : kW§p 
(+ mˆ)8 + kÐ + rngÌ‡0 — . 


Một nghiệm riêng của phương trình này là 


— *Vn 
—rnglt2 ` 


trong khi đó đối với tắt dẫn quá yêu nghiệm tổng quát đổi với phương trinh 
thuần nhất là 
0=  Í( | xnuuf + Dcosuf) , 


trong đó ' 
k ¡ruul 


Ị 


= =— — Lư = —————-* 
" Tymmn "“*WTaasuni 
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Do đó nghiệm tổng quát của phương trình trên là 


0= thà + P!(Asinut + Bcos u#) , 
mạ 
Dùng điểu kiện ban đâu tại ¡ =0,Ø9 =0,¿=0,¿=0,0= 1, chúng ta tìm 
được 


kWb kVb b_ mụgR`. — bự 
0= mnaR2 = Tho” [oer+ Ế — sgIn | e 


Đối với trường hợp không tắt dẫn (k — 0), phương trình vi phân là 


(I + m.R2)ỗ + mgRð = 0 


5e vì 9= 1392 
hoặc, vì 0 = 3 


S 


(1 + mR?)dô? = —2mgR0d0, 


ấ2— (VBN”__ mạR— 
h T+mR2 


có dùng điều kiện ban đầu cho 9. Do đó 


; w\7 mg 
=+ 62. 
Ệ ( R) I+mR? 


tích phân 2 vé ta có 


Chúng ta cần 7 + m.R? > k để cho trường hợp không tắt dân đúng. Vì thê cái 
cũi cần được thiệt kê với một momen quán tính lớn, 
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Một bản mỏng hình vuông có độ đài mỗi cạnh là ø quay ở tần số góc không 
đổi œ quanh một trục qua tâm nghiêng một góc 9 so với pháp tuyên của bản 
đó. 

(a) Tìm các momen quản tính chính. 

(b) Tìm momen xung lượng +J trong hệ tọa độ phòng thí nghiệm. 

(c) Tính momen xoắn trên trục. £ 
(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Lẫy gốc ở tâm (O của bản vuông đó. Với hệ tọa độ gắn với bản mỏng 
này, lây mặt phẳng của bản như là mặt phẳng z với z và song song với các 
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Hình 1.137 


cạnh. Trục z đọc theo pháp tuyên và tạo thành một góc Ø với trục z/ của hệ 
tọa độ phòng thí nghiệm mà trong đó có bảng vuông quay, như hình 1.137. 
Chúng ta giả sử rằng các trục +, z và z là đồng phẳng. 


Do tính đối xứng các trục z, y và z là các trục quản tính chính quanh Ó với 
các momen quán tính tương ứng là 


+z VU 12 ` zz ế. # 
trong đó rn là khối lượng của bản mỏng hình vuông. 


(b) Momen xung lượng J được giải theo các trục tọa độ của hệ quy chiều 
quay là 


: 2 _ 
jJụ ng” cÚ 0 œ sin 0 5$, sin Ø 
2 1 
Ju|= lÑ) KỊP, 0 0 = 0 
Số 0 Ũ ma œ COs 8 _ cos 8 


Chúng ta có thể chọn hệ tọa độ phòng thí nghiệm sao cho trục ' của nó trùng 
với trục g tại thời điểm ‡ — 0. Do vậy, các vectơ đơn vị của hai hệ tọa độ đó 
liên hệ với nhau bởi 


©z — COS Ở COS 6z; + COS  sỉn 6 -E sỉn ổ@zr, 
Đụ — — 8Ì LUỆGz/ + COSLUẾCV, 


e; = —SìnØ cosf@z: — sin ổ sỉn f@ + cos đe: . 


Vì thế momen xung lượng được giải theo các trục của hệ tọa độ phòng thí 
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nghiệm là 


- - 2,Ố 
Jyi CoS Ø COS#“ — sinu  — sinfcosul “z0 sỉin 8 
jJự |-= | cosØsinuf  cosut —sìnØsin,f 0 
k 2 
Jạ: sin Ø 0 cos 8 P39”) cos 0 
rna2 


= œ sìn Ø cos 8 cos œf 


2 v . 
=|— ET, œJ sin ổ cos 8 sỉn 


HH” (1 + cos20}) 


(€) Momen xoắn trên trục đó được cho bỏi 


M=(Š) -(Š) +œxjJ=uxửJ 
đị lab dt rot 


eự Đụ ©; 
u sim Ø 0 ưJ cos 8 


2 W 2 
“2 usinØ 0 “cu cosØ 


lÌ 


ma? 


3. 
= ———.sin ổ cos đe... 

IỆ, lý 
Momen xoắn có thể được biểu diễn theo các thành phân trong hệ tọa độ đang 
xét phòng thí nghiệm 

2 

H412) 
= .c sỉn Ø cos Ø(— sin ufE„: + cOsuJEey) . 

Kết quả có thể nhận được bằng cách lấy đạo hàm L trong hệ tọa độ phòng thí 
nghiệm 
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Một bản mỏng hình chữ nhật khối lượng M có các cạnh là a và 2a, quay 
với vận tốc góc không đổi u quanh một trục đi qua hai góc đối diện nhau trên 
đường chéo như hình 1.138. Trục này được đö bởi các ổ trục ở góc của bản 
mỏng. Các ổ trục chỉ tác dụng lực lên trục. Bỏ qua trọng lực và lực ma sát, tìm 
lực do các ổ trục tác động trục như là hàm của thời gian. 

(Princeton ) 
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Hình 1.138 


Lời giải: 
Dùng một hệ tọa độ gắn với bản mỏng với gốc tọa độ ở tâm khỗi @, trục 
ụ dọc theo pháp tuyên, trục z song song với cạnh dài của hình chư nhật như 


hình 1.138. Khi đỏ các trục z, và z là các trục chỉnh với các momen quản 
tình chính 


Ma? _ SÄAfa? AAa? 
12 ˆ xnxx... 


đày = “SGa MỤ — 


Coi z' là trục quay và œr là góc giữa các trục z và z, Momen xung lượng của 
bản mỏng là 


Afa° h 3 : My Có T Aa2u .. 
12 0D 4 J CÓS Œ 12 4cos œ 


Momen xoắn trên trục của bản mỏng sẽ là 


đd 
r-(%) -(Š) LưxéU=uxL 
dt cô định át quay 


z|€© e ° 
Afa3,2| PP l 
= - smnœ _ cosd 


12 Ẹ 
sina Ð 4cosư 
Afa°° : Aa?u2 
=~— —— (95 51h qd©y, = — ©ụ, 
4 :  “® 
VÌ sỉn œ = p CS — mm Xem Vụ, /Vp; tương ứng là các lực ràng buộc gây ra 


bỏi các ổ trục lên trục quay tại điểm 4A, 8. Quay hệ tọa độ 2zuz quanh trục 
sao cho các trục z và z' trùng nhau. Các trục tọa độ mới là z', ' chúng đẳng 


1#8T&( CƠ HỌC 
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nhất với trục z và trục z như trong hình 1.138. Vì tâm khối đứng yên, chúng 
ta CÓ 
NA + Nuạ =Ô, Nay + Ngự =0. 


Xét momen xoắn quanh O chúng ta có 


Mau? 


Ngựid _ NaA„id —= — 10 


Ngựd— Ngựd =0, 


trong đó d = 34B = v°a. Các phương trình trên cho ta 
Này: == Như: = 0 


Ma? _ Mau? 


NA... = — 
Ma2u? Mau? 
Ngự: = —-——- —= ==— ——,. 
20d 10V5 


_Những lực này là cô định trong hệ tọa độ quay. Trong hệ tọa độ đứng yên 
CHÚNG quay với HIệt vận tốc góc ¿›. Trong hệ tọa độ cỗ định Øz+”“z” với cùng 
trục z” và trục z” trùng với trục z” tại thời điểm  = 0, 


N MauŠ COS N Ti c8 sỉnưt 

7= ———COSU, ‡ J.=— (Ủy 
Jun. sự 10/5 
2 2 
qư) Mau 

Nhạ¿ = — COS GUẺ, Nhựa = Sìn œý 
_c 105 BỤ”” d5 
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Một thanh mảnh đồng chất khôi lượng Aƒ và độ đài là b được gắn bằng 
một SỢI dây nhỏ không thể co giãn với một lò xo có hệ số đàn hỏi là k. Sợi đây 
được vắt qua một ròng rọc rât nhỏ và nhẫn cô định ở điểm P. Thanh mảnh đó 
tự do quay quanh 4 mà không có sự ma sát trong một khoảng góc —m < Ö < 7 
như hình 1.139. Khi e = 0 lò xo nằm ở trạng thái tự nhiên. Giả sử rằng ð < ø 
và trọng lực tác dụng hướng xuống. 


(a) Tìm các giả trị của 6 cho trường hợp hệ thông trên ở trong Ô cân bằng 
tĩnh, và xác định trong mỗi trường hợp nêu hệ thống cân bằng là bên, không 
bên hoặc phiên định. 
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Hình 1.139 


(b) Tìm các tân số đói với các đao đông nhỏ quanh các điểm cân bằng bên. 
(Chủ ý: đường P231 song song với g). 
(SUNY, Buffalo ) 
Lởi giải: 
(a)I ay hưởng ra phía ngoài trang giấy là hướng đương của momen xoãn. 
Momen xoắn quanh điểm 4 đo trọng lực là 


Dị 


ˆ 


sin , 


hạ = — 


và momen xoắn gây ra bởi lực hổi phục do lò xo là 1¿ = ke bsinØ), trong đó 
0 là góc hợp bởi thanh với dây nói hoặc dùng định lý sin 


Š - ã8 
sim ginØy Ì 
[. = kha si. 


Với trường hợp cân bằng, chúng ta cẩn /„ + Z¿ — 0, hoặc ka sin Ø = gu sin 8, 


j) Nếu &a = A/ø/2, điều kiện cân bằng thỏa mãn cho tắt cả Ø và cân bằng 
là phiêm định. 


i] Nêu ka < Afg/2, điều kiện cân bằng thỏa mãn nêu Ø = Ú hoặc Ø = z. 
Xét cần băng ở Ø — 0. Coi Ø — (+ c. Trong đỏ ‹ > 0 là một góc nhỏ. Khi đó 


M 
L.= lạ ~ tạ % 36| ka)c. 
Như vây 
L<U dỗi với Ø = ~c, 
L >0 đôi với Ø = —‹ 
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Do đó 7 có xu hướng làm tăng < trong cả hai trường hợp và cân bằng là không 
bên. Đôi với cân bằng ở Ø — z + ‹, chúng ta có 


M 
¬.... 


L <0 dỗi với 6 = x — c, 


Khi đó 


L > 0 đỗi với 60 = x +. 


Trong trường hợp L có xu hướng làm giảm ‹ và cân bằng là bên. 

ii0 Nếu ka > Aø/2, tỉnh huỗng là ngược với trường hợp (i¡). Vì vậy trong 
trường hợp này 6 = 0 là mót vị trí cân bằng bền và Ø = z là một vị trí không 
bên. 

(b) Lây trường hợp ka > Mø/2 trong đó 9 = 0 là một vị trí cân bằng bên. 
Coi Ø = c trong đó c là góc nhỏ. Phương trình chuyển động là 


M MP2 
b (sa — ˆ9) sin« = - 3 ềy 


hoặc với các đao động nhỏ 


2Mb?. 
b(2ka — Mụg)c + 5 c=0 
Vì thế tần số của đao động là 
ra. /2012 — Mg) 
— 3m 2Mb : 


Tương tự trong trường hợp ka < Ma/2, tần số của các do động nhỏ quanh vị 
trí cân bằng bên ở Ø = z là 


£= 1 j3(Ag— 2ka) 
— 9 2Mb 
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Một cái nhẫn mảnh khối lượng AZ bán kinh R xoay quanh chốt ở điểm P 
trên một cái bàn không ma sát, như hình 1.140. Một con rệp khối lượng m bò 
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x 
P 
... 
Hinh 1.140 


dọc cái nhẫn với tốc độ + so với nhẫn. Con rệp bắt đầu từ chốt xoay với nhẫn 
đứng yên. Con rệp bò nhanh như thê nào so với cái bàn khi nó đạt đên điểm 
X đôi diện theo đường kính với P trên cái nhẫn? 
(MIT) 
Lời giải: 
Momen quản tỉnh của cái nhân so với chốt xoay P là 
1— MIE + MR? =2MR?. 


Ũ = ` £ „ai " " Ấ h D1 ` ` ` 
Khi con rệp bỏ đến điểm X, vận tóc của nỏ so với bàn làu 27: và momen 
xung lượng của nhẵn xung quanh ? là 


.j - 5ÀJRu:, 


trong đỏ «+ là vận tốc góc của nhẫn quanh điểm ? ở thời điểm đang xét đó. 
Ban đầu, momen xung lượng toàn phần của nhẫn và con rệp quanh điểm P là 
băng không. Sự bảo toàn của momen xung lượng khi đó cho 


2MIP/ - 3mR[u - 2R¿) =0, 


hay 
¬= Ti1U 
“— (AT + 2m) ` 
Vận tốc của con rệp tại điểm X so với cái bàn là 
1u 
SN 
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Một hình nón có chiểu cao j: và bán kính đáy là #8 được cho quay quanh 
trục thẳng đứng của nó như hình 1.141. Một cái rãnh nhỏ thẳng được cắt đọc 


2 
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bẻ mặt của hình nón từ đỉnh tới đáy như hình vẽ. Tác động để hình nón quay 
với vận tốc góc ban đầu wụ quanh trục của nó và một hạt nhỏ (như một điểm) 
khối lượng rn được thả từ trên đỉnh của rãnh không ma sát và trượt xuông 
dưới tác động của trọng lực. Giả sử rằng hạt đó năm trong rãnh và momen 
quản tính của hình nón quanh trục của nỏ là 7ụ. 


(a) Vận tốc góc của hình nón khi hạt chạm tới đáy lä bao nhiêu? 


(b) Tìm tốc độ của hạt trong hệ phòng thí nghiệm ngay khi nó rời khỏi 
hình nón? 
(MIT) 


Hình 1.141 


Lời giải: 
(a) Khi momen xung lượng toàn phân của hệ thông được bảo toàn, vận tốc 
góc z của hình nón ở thời điểm khi mà hạt chạm tới đáy thỏa mãn hệ thức 


Tqeun = (lạ + H2). 


lo đó 
Ïo-uo 
Ïn + mR> ` 


(b) Vì năng lượng của hệ thông được bảo toàn, vận tốc của hạt khi nó 
chạm tới đảy thỏa mãn 
2 tuu/3 + rngh = TT. + LNG 
- XuÐ, 2 2 


với 
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trong đó oị là vận tốc của hạt song song với rãnh và 0. là thành phần vận tóc 
vuông góc với rãnh. Như vậy 


1 1„ - 1 Ï. 3+2 
g m3| = 5 la20 +ngh — Tinh — am.) : 


cho ta 
b s (lạ+mHR) - lậu?” Tuệ R? 
= Ï, 2gh —= ————; + 2qh 
HN SUSg rn Œo + mR2)2 ko, lạ +nR? b 
Do đó vận tốc của hạt khi nó chạm đáy là 
v=iniÌì+ ĐÌM 
1 Tauạ RĐ 
¬.— TH S4 00h, 


|/_ louoR \°. TuậP? 
= 2nh. 
(rớm) Tp SE 4n 17217 : 


Tốc độ này có thể nhận được trực tiếp bằng cách thay biểu thức của œ trong 
phương trình năng lượng. 


1175 


Một đĩa đồng chất mỏng, bán kính ø và khối lượng m, quay tự do trên ổ 
trục không ma sát với vận tốc góc đều ¿ quanh một trục đứng yên thẳng đứng 
đi qua tầm của nó, và nghiêng một góc ø với trục đối xứng của đĩa. Độ lớn và 
hướng của momen xoắn và độ lớn của lực tổng hợp tác động giữa trục và đĩa 
bằng bao nhiêu? 

(Columbia) 
Lời giải: 

Lây hệ tọa độ Oztz gắn với đĩa với gốc tọa độ tại tầm Ó của nó, trục z dọc 
theo PHẬP tuyên của đĩa, và trục z nằm trong mặt phẳng của trục z và trục 
quay z⁄, như hình 1.142. Các trục z, và z là các trục chính của đĩa với các 
mmomen quán tỉnh chính 


1 1 1 
t¿ =_— 2 =— 2 =.- 2 
P) ma › Ÿÿ ma : T1, ma 
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11lỉnh 1.142 
Momen xung lượng quanh (2 là 
‡ma? ụ ũ u)Sỉn œ 
1L„— 0 ma} Ũ úU 
0 0 )ma? ư! CO8 œ 


Ủ HÔNG 
= {me (¿simeœ Gx + 22 COS œ+@,). 


Vì thể momen xoắn là 


M= () -(Š) +>xU=w@xL 
đỈ Ö ñxea đt mạ 


: Ï, „VỐN. maờy 
= ('Sỉn œ@; +!€0S œ@;) x qma*¿(sin œe©x + 2cos œ©;} 


] : 
=— qmaŸu Sin œcos œ@y,. 

Momen xoắn nằm trong mặt phẳng của đĩa và vuông góc với mặt phẳng được 

tạo bởi pháp tuyến của đĩa và trục quay. Nó quay cùng với đĩa. Do tâm khôi 

của đĩa đứng yên, lực tổng hợp trên đĩa bằng 0. 


1176 


Một mặt trăng khỗi lượng m chuyển động với vận tốc góc „ quanh một 
hành tỉnh khối lượng Af. Giả sử + < A7. Sự quay của mặt trăng có thể bỏ qua 
nhưng hành tỉnh quay quanh trục của nó với vận tốc 9. Trục quay của hành 
tỉnh vuông góc với mặt phẳng quỹ đạo. Coi 7 = là momen quán tính của hành 
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tỉnh quanh trục của nó và D = khoảng cách từ mặt trăng đến tâm của hành 
tinh, 

(a) Tìm biểu thức đối với momen xung lượng toàn phần ¿ của hệ thông 
quanh tâm khối của nó và biểu thức dỗi với năng lượng toàn phần Z. Khử D 
từ cả hai biểu thức này. 

(b) Nói chung 2 vận tốc góc ¡ và Ö là không bằng nhau. Giả sử có một cơ 
chê như là sự ma sát thủy triều có thể giảm làm 7# nêu œ # ©, nhưng bảo toàn 
momen xung lượng. Bằng cách khảo sát biểu diễn của E như là một hàm của 
œ, chỉ ra rằng có một khoảng các điều kiện ban đầu sao cho cuỗi cùng ¿ = © 
và ta thu được câu hình ổn định cuỗi cùng. 

Các ví dụ nổi tiếng của hiệu ứng này xảy ra trong các quỹ đạo của các mặt 
trăng của sao Thủy và sao Kim. (Tuy nhiên, chính thiên thể nhẹ hơn (hay sao 
Thủy) mới có sự quay liên quan tới những ví dụ này). 

(Princeton ) 
Lồi giải: 

(a) Vì M >> m, vị trí của hành tỉnh có thể được xem là đứng yên trong 
khòng gian. Momen xung lượng toàn phần quanh tâm khỗi và năng lượng 
toàn phân của hệ mặt trăng và hành tính khí đó là 


L=TIQ+mD 24, 


1 1 + GMm 
= =IQ2 lào bà SA : 
F2) 5 + 2mD œ _~ 


Xét lực hút hâp dẫn giữa hai vật chúng ta có 


hay 


Thay biểu thức này vào phương trình trên ta có 


2a/2N3 
L=1n+m (S) 


E= si? ~ S(GMu)Ï, @) 
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(b) Vì momen xung lượng phải là bảo toàn, đƑ = 0, cho ta 


dQ _ mD? 
du — RI 


Để cấu hình là ổn định, năng lượng tương ứng phải là nhỏ nhất. Lây ví phân 
(1) chúng ta có 


4E = JOdQ — ạ (GM)3ø ảo 


D2 
=^5 (0 — ø)d,, 
d?E ` 2mD dD rmnDˆ /dÔ 
HAT TÀ “A0 Dạ (1) 
rxnD2 (2 1 4Q 
— 9 EIG cý “@ 2 


` H : z À 
Vì thể để cầu hình ôn định, chúng ta cần 


và hơn nữa 


: _ ... h „ kị ~ + ^ - ; ` LA À 
Điều kiện cuỗi cùng có thể được thỏa mãn bởi một dãy các điểu kiện ban đầu. 


1177 


Một con lắc bao gồm một thanh cứng đồng chất độ dài 7, khối lượng M, 
một con rệp khôi lượng M/ä3 có thể bò đọc cái thanh. Thanh đó quay quanh 
một đầu và lắc trong mặt phẳng thẳng đứng. Ban đầu, con rệp ở điểm chốt 
của thanh mà thanh lại đứng yên ở một góc 6o (Øo < 1 rad) so với chiều đứng 
như hình 1.143, và được thả ra. Với ¿ > 0 con rệp bò chậm với vận tốc không 
đổi V đọc theo cái thanh hướng tới điểm cuôi của thanh. 


(a) Tìm tần số dao động œ của con lắc khi con rệp bò được một khoảng ï 
đọc theo thanh. 
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(b) Tim biên độ quay du đưa của con lắc khi con rệp bò tới điểm cuôi cùng 
của thanh (/ = L). 
(c) Con rệp phải bỏ chăm thê nào để câu trả lời của bạn trong câu (a) và 
(b) là hợp lý? 
(Wtsconsin ) 


Hình 1.143 


Lời giải: 
(a) Khi con rệp bò được khoảng cách í, momen quản tính của thanh và con 
rệp quanh chôt quay là 


Bo Sở đà tà 
NI? = -M(L? +), 


3 s 


l F 
I=-Mt2 
3 b 
Phương trình chuyển động của con lắc là 
d,.2 PB 
—(18) = -Mụ> sinØ — g.Mol sin 9 ị 


dt 
hay 


: lu —AfH = —Mạg: TỶ. 
¬.- L )+ SAHH Iysin9 (Š t3) 
Với các dao động nhỏ nó trỏ thành 

9llD — g~ 3)8 — 


ụ — ——=-=Ú; 
DẾP7 ĐEN: bà Lˆ+l? k 


Nếu con rệp bò quá chậm thì sự thay đổi ¡ trong một chu kì của dao động là 
không đáng kể, nghĩa là / _ ø « I„+, chúng ta có thể bỏ qua số hạng thứ hai 
của phương trình và viết lai 
z., g(3L+ 3L) 
2(L2 +12) 
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H": HÀ Z , ^ ` 
Do đó tần số góc œ của đao động là 


_— Ig(2l+ 3L) 
“" W202+Ð)- 
(b) Xét chuyển động của con rệp đọc thanh, 


MĨ + ,:2\ Mlqecos0 
ER\ —89ˆ)= =— +) 
trong đó ƒ là lực của thanh tác động lên con rệp. Khi con rệp bò với tốc độ 
không đổi, Ï = 0. Ngoài ra đôi với các đao động nhỏ, cosØ ~ 1 - và. Phương 
trỉnh trên cho ta _ 
M M M19 
an. co 
3 6 R) 
Công thực hiện bởi ƒ khi con rệp bò được một khoảng di khi đó là 
\Mĩq M (g0 33 
W =-ƒ/dl= Ỉ L, 
đ Ƒ 3 dt + 3 ( 2 10ˆ21d 


công này được trữ lại như năng lượng của hệ thông. Số hạng đầu của về phải 
là độ biến thiên thế năng của con rệp, trong khi số hạng thứ hai là độ biến 
thiên năng lượng dao động # của hệ thông, 


ẤY VAy 
4P = S (ST s10) 


3 
Dưới điểu kiện / «< ¿¿¿, ! hầu như không thay đổi trong một chu kì của đao 
động và có thể xem như là một hằng số. Đối với mỗi ¡, khi chúng ta xem xét 
một chu kì đầy đủ, các đại lượng động trong phương trình trên có thể được 
thay thế bằng các giá trị trung bình của chúng 


Ma? + 
E=—l| —-!2 | ai. 
d r5 )a 


Bây giờ, trong các dao động điều hòa đơn giản thể năng và động năng về trung 
bình bằng nhau, chính vì thế 


2 
".“ ...... 8. 
lá In T00 8 0n 


“.... 
s (š+1)P-=ƒ: 
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hoặc 
?>= 3E 
— M(EI?+12)` 
2 6E 


_ Mg(8L+20` 


Thay thê những giá trị này vào phương trình năng lượng chúng ta có 
dE ( 1 bu 
PP VI EL +0: EU 


34'+2! 
ìn# — - 2h (Tn +: 


Hoặc 


trong đó K là hằng số. Ban đầu, ! = 0, E = q, nghĩa là 


1 3 
lì ño = zin 8 + K, 


và như vậy chúng ta có 


: ni Kế | 


Fọo 3(12 +2) 
Khi ! - ¿ 
| s xui: (ÉP 
SN Keo 
nghĩa là 


Đ 
k= \xEn. 
Về 


0 bằng biên độ khi ố — 0 nghĩa là 7 = 0 và # = V, Khi! = ñ, biên độ 6max 
được cho bởi 
h : 
2ÁMg E kuêg 


1 L 
XP - nó = 
2Mg: 


Khi đó vì # = V§Eo, các biểu thức trên cho ta 


Khi ! = 0, chúng ta có 
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(c) Chúng ta loại bỏ vận tốc xuyên tâm của con bọ khi so sánh với vận tốc 
tiêp tuyên Ï «< l«. Đây là điều kiện để cho những trả lời trên là hợp lý. 


1178 

Một thanh đồng chất khôi lượng ra và độ dài ? có đầu ở dưới được điều 
khiển lên xuống theo một tín hiệu điều khiển hình sin như trong hình 1.144, 
với biên độ là A và tần số góc „›. Thực tế là với các lựa chọn thích hợp của các 
thông số mm, !, A và ø, con lắc sẽ trải qua các đao động quanh vị trí không bên 
tĩnh Ø = 0. (Chuyển động được hạn chế trong mặt phẳng của sơ đề.) 

(a) Liệt kê tất cả các thành phần của tắt cả các lực trên thanh. 

(b) Momen xung lượng góc của thanh có được bảo toàn? 

(c) Xung lượng đài tuyến tính của thanh có được bảo toàn? 

(đ) Năng lượng của thanh có được bảo toàn? 

(e) Tìm các thành phần gía tốc của tâm khói như là các hàm của thời gian 
được biểu diễn theo 6(0). 

(Ð Viết ra phương trình chuyển động góc của thanh theo các lực tác động 
lên nó. 

(g) Dùng (e) và (0 để tìm một phương trình chuyển động cho 0(2). 

KHÔNG YÊU CÂU BẠN GIẢI PHƯƠNG TRÌNH CHUYỂN ĐỘNG NÀY, 
NHƯNG LÀM SANG TỎ NÓ: 

(h) Định tính, loại chuyển động được dự đoán là gì khí A = 0? 

(¡) Về mặt vật lý, các dao động xung quanh vị trí thắng góc có thể xảy ra 
thì như thê nào? 

(Gợi ý: Bạn nghĩ về tần sô của chuyển động 6 liên hệ với ¿› như thế nào?) 

: (Wisconsin ) 

Lời giải: 

(a) Các lực trên thanh là trọng lực rng, các thành phản ƒz, ƒy của lực ƒ gây 
ra bởi chốt quay chuyển động. 

(b) Momen xung lượng của thanh không được bảo toàn. 

(c) Xung lượng dài của thanh không được bảo toàn. 

(d) Năng lượng của thanh không được bảo toàn, 

(e) Dùng một hệ tọa độ chuyển động “z2 như hình 1.145 với các trục 
song song với các trục tương ứng của hệ tọa độ cô định Oz, và gốc Ó' di 
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>x~ 


Hình 1.144 Hình 1.145 


chuyển dọc trục ¡ sao cho vectơ bản kính của nó tử @ là 
rn — ÀCOs~]. 
Khi đó vectơ bản kính của tâm khối của thanh lả 


„ củs 8] 


Tt=Taạ~ si + 


“ “ 


l 
sẽ. gìn đi † (¿ COs ~.È + 5 tos 0)i § 


từ đó 
đ L„ h h | Ê cuÄ š 
“êm 2Ú c0 01 — (4« Sim „# + n” sin ?) \l'ợ 
ÉP 1à. ; - : L., Lời : 
E=I : lâu cos 8 — 8° gìn Ø]ï — (4. COS 2E 4 g8sin + s0" sox0)Í : 


Phương trình cuỏi cho ta các thành phản gia tốc tâm khôi z và ¿. 
(Ð (g) Xem +”. ¿ là các tọa độ tâm khối của thanh trong hệ toạ độ chuyển 
động. Khi đó 
+ đu U= /È ~ Ácosut, 
và do đó 
CC T~. j =— Awcosut, 


Định luật II Newton cho ta 


TP? =m®—= hs 


mt — 1n} + Âu! cos J# = + ru COS 0E. 
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Như vậy để vậy áp dụng định luật II Newton trong hệ toa độ chuyển động, ta 
phải thêm vào một tưởng tương lực ?:.42 cos „¿t]", 

Xét sự quay của thanh trong hệ toạ độ chuyển động quanh gốc ©“. Chúng 
ta có " : 

sa = TRỤ + n gìn ñ — rn.Á~+” cosul - "in ñ„ 
hay 
Bl-; ¡(9 — Au®eosuf) sin #. 

(h) Nếu 4 = (0l, chuyển động chỉ là sự quay của một thanh dưới tác động 
của trọng lực, không có sự khác nhau giữa các hệ toạ độ chuyển động và cô 
định. 

(ï) Giả sử thanh đao động quanh vị trí thẳng đứng Ø = 0. Khi đó Ø = Ú và 
phương trình của chuyển đông góc trở thành 


0+ sA! COsuf - g)0 — tì. 


Như vậy, nêu A4 Z 0 momen xoắn của lực tưởng tượng thỉnh thoảng tác động 
như là momen xoắn hỏi phục. Với một khoảng thời sian nào đó chủng tả có 


thể có 4”cosf — g > Ú và các dao động xung quanh vị trí thẳng đứng cỏ 
thể xảy ra. 


1179 
Một cải Yo - Yo (cái giật lăn của trẻ em) khôi lượng Af nằm trên một cải 
bản nằm ngang nhãn như hình 1.146. Momen quán tỉnh quanh tâm có thể 
xem như là š Aƒ.4°, Một sợi đây được kéo với một lực #' từ bán kính bên trong 
J như được chỉ ra như hình 1.147. (a) Theo hướng nào cải Yo — Yo sẽ lãn nêu 


—. c~” F : “ưu 
(c: @ 
Tr 
8:0 8: 3 8:1 
Hình 1.146 Hinh 1.147 


 =0,né/2, r7? 
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(b) Vỏi giá trị nào của Ø Yo - Yo sẽ trượt mà không phụ thuộc độ thô ráp ' 
(hệ số ma sát) của bàn hoặc do độ lớn của lực Ƒ? 


(c) Ở góc 9 nào Yo-Yo sẽ lăn, không phụ thuộc vào độ nhẫn của bàn? 
(Columbia ) 
Lời giải: 
Giả sử Yo - Yo đứng yên trước khi chịu tác dụng một lực Ƒ. 
(a) Vì không có ma sát tác động lên Yo-Yo, hướng lăn chỉ được xác định 


bằng hướng momen xoắn của lực £' tác động lên tâm của nó. Hướng lăn được 
chỉ ra trong hình 1.147, với Ø = 0, x/2 hay ø. 


(b) Ma sát tác động lên Yo — Yo là ƒ = øN, trong đó Ñ là phản lực theo 
pháp tuyên của bàn, như hình 1.146. Yo — Yo sẽ trượt mà không lăn nêu 
tPĐB—=uNA. 
Gia tốc a của tâm khôi Yo ~ Yo được cho bởi công thức 
#'cos0 — uN = Ma. 


Như vậy 
os  —= B4Êc + : 
Œ = D Ầ ù 
Nếu điều kiện này được thỏa mãn, 6 độc lập với „. Nó vẫn phụ thuộc vào Ƒ' 
trừ khi ø = 0, nghĩa là không chuyển động. 


(C) Coi gia tốc tâm khói của Yo — Yo và gia tốc góc của nó quanh tầm tương 
ứng là a và œ. Chúng ta có (hình 1.146). 
Fcos8 — ƒ = Ma, 
1 
ƒ†A-FB= sMA?a : 


Với trường hợp lăn mà không trượt, a = — Áo, Khử ø và a cho ta 
2U 1 
Ƒƒ= E1 (z- gÁcos0) , 


Khi 

ƒ <uN =(Mạ— F = sin0), 
Để Vo - Yo để lăn mà không trượt bất chập độ nhẫn của cái bàn, nghĩa là độc 
lập với „, chúng ta cần 


sin0 — Tết, cong = SỐ, 


19-8T§Lô CƠ HỌC 
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hoặc 


Như vậy chúng ta đòi hỏi, trước hết 28 < A, Mg < F. Sau đó có thể có hai 
giá trị của 0, một dương và một âm với cùng | sin 0|. 
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Một quả bowling mật độ đồng nhật được ném đọc một đường kí với vận 
tốc ban đầu œạ theo cách sao cho ban đầu nó trượt mà không lăn. Quả bowling 
có khôi lượng rn, hệ số ma sát tĩnh là u„ và hệ số ma sát trượt là ,¿ với sàn. 
Bỏ qua ảnh hưởng của ma sát không khí. 
Tính vận tốc của quả bóng khi nó bắt đầu lăn mà không trượt. 


(Princeton ) 
Lời giải: 
Khi quả bowling trượt mà không lăn ma sát ƒ = ạmg nó tạo ra một gia 
tôc / 
a=~~— =_ Hag. 
TT: 


Momen của ƒ tạo ra một gia tốc góc œ cho bởi 
2 
ƒR= cMR?«, 
5 
vì quả bowling có một momen quán tính Ÿzn.2 quanh một trục qua tâm của 
nó, # là bán kính của nó. Giả sử tại thời điểm ¿ quả bowling lăn mà không 
trượt. Chúng ta cần 
tot = 0ạ + dt, 
cho ta 


Vận tốc của quả bowling khi điểu đó xảy ra là 


5 
Độ Cù tp lọt HỦi ` /BIIME hú HÙ 5 
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Một đồng xu quay quanh trục đối xứng của nó với tần số góc ¡ được đặt 
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lên trên một bể mặt nằm ngang (hình 1.148). Sau khi nỏ ngừng trượt, với vận 
tốc nào nó sẽ lãn ra xa? 
(Wconsii ) 


đ). 


Hình 1.148 Hình 1.149 


Lời giải: 

Lẫy các trục tọa độ như hình 1.149. Trước khi đồng xu dừng trượt, lực ma 
sát là ƒ = ung, trong đó ¡ là hệ số ma sát trượt. Coi z„ là tọa độ z của tâm 
khối đồng xu. Các phương trình chuyển động của đồng xu trước khi nó dừng 
trượt là 

rnŸ¿ = — ung ¿ 
lỗ = -tmgR, 
trong đó rn và 7? tương ứng là khối lượng và bản kinh của đẳng xu. Và J - 
‡m HH”, Tích phân 2 về và dùng các điểu kiện ban đầu ‡„ — 0, ở = w tại f = 0, 
chúng ta có 
Ÿđ„= -hút, 


. 2ug†t 
D'==ttUist= ch / 
R 
Khi đồng xu lăn mà không trượt, chúng ta có 
‡ạ=-ÊR. 
Giả sử điều này xảy ra tại thời điểm +, thì phương trình ở phía trên cho 
—Hgt — —z]è ‡ 2ugt 
Hay 
u¿Ït 
[Ty 
Šug 
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Z %Vö, ` P £ Â‹ „5 Fì ` 
Tại thời điểm này, vận tốc tâm khối của đồng xu là 


1 
đ¿ = — uụt = _auR : 


Am. 2ˆ. ` Hội ⁄Ố' mẻ ~ ` ˆ 
đó là vận tóc với mà với nó đẳng xu sẽ lăn ra xa mà không trượt. 
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Một bánh xe khôi lượng Aƒ bản kinh # được phóng ra dọc theo bê mặt 
nằm ngang với vận tốc đải ban đầu tụ và vận tộc góc ban đầu là „¿ như được 
chỉ ra ở hình 1.150, do đó nó bắt đầu trượt dọc theo bể mặt (œạ có khuynh 
hướng tạo ra sự lãn theo hướng ngược với Vạ). Cho hệ số ma sát giữa bánh xe 
và bể mặt là /:. 

(a) Bảnh xe sẽ trượt thêm bao lâu nữa? 

(b) Vận tốc ở khôi tâm của bảnh xe tại thời điểm nỏ ngừng trượt bằng bao 
nhiêu? 

(Columbia ) 


= 


tụ —># 


Hình 1.150 


Lời giải: 
(a) Chọn chiều dương của trục z hướng sang phía phải và vận tốc góc Ø 
là dương khi bánh xe quay theo chiều kim đồng hồ. Giả sử rằng bánh xe có 
momen quán tính )Aff? quanh trục quay. Chúng ta có 2 phương trình của 
chuyển động 
M3 = -uMạ, 
| 


MñR20 —~ uMạR. 


"Ị 


Sử dụng điều kiện ban đâu #„ — Wọ, Ø¿ = —wg ở thời điểm ‡ = 0 ta có các 
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phương trình sau bằng cách lây tích phân 
#= VậạT— Hgt › 


l 2uợøt 
Ổ = up + “S—. 
0p + P 


Chọn 7 là thời điểm khi vật dừng trượt. Ta có ở 7 
+ = RẺ, 
hoặc 
Wb — HợT' = — lo + 2ug1' 
bằng phép biến đổi ta thu được 


— Vạ + Ruo 


T 
ảug 


(b) Vận tốc ở khối tâm của bánh xe ở thời điểm khi nó trượt là 


. -- 
#= Và T Hợ = g(2Vb — Ran) . 
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Một vật hình trụ rỗng, mỏng có bán kính # và khôi lượng M trượt trên sàn 
không ma sắt với vận tốc Wạ. Ở thời điểm ban đầu vật hình trụ đang quay tròn 
về phía sau với vận tốc góc ¿ạ = 2Vạ/E như được biểu điển trên hình 1.151. 
Vật trụ lăn qua 1 khu vực ghê ghế và tiếp tục chuyển động theo một đường 
thẳng. Do ma sát, cuỗi cùng vật lăn tròn. Vậy vận tốc cuỗi cùng Vr bằng bao 
nhiêu? 

(MIT) 


_ — — — £ bon ua› 


Hình 1.151 Hình 1.152 
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Lời giải: 

Giả sử vật hình trụ đi vào khu vực có ma sát tại thời điểm ¡ — 0 và nó 
bắt đầu lăn mà không trượt tại thời điểm ? = í¿. Tại thời điểm 0 < ‡ < iọ các 
phương trình chuyển động của vật hình trụ là (hình 1.152) 


dV 
¬. 
PS MU 

chủ 
JR= tu 


với ï = M⁄N?. Tích phân phương trình ta được 
tọ 
MỤU ~ W6) = = | at, 
Ũ 
hay 
tp 
Tuy = (Ceo)| = R Ệ_ Ját, 
0 
thê 2 phương trình vào nhau ta được 


J(2r + +0) = 1ƒ R.(M = Vỹ) ì 
Vật hình trụ lăn mà không trượt ở thời điểm ¿ = io, khi V/ = „. Chúng ta 
cũng được cho ¿p7 = 2Vọ. Phương trình cuối cùng khi đó cho 
I 
V¡ạ =——~V§. 
/ƒ 39 


Từ phương trình ta thấy cuối cùng vật hình trụ sẽ chuyển động giật lùi với vận 
tốc 3 Vọ. 
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Tính hệ số ma sát tôi thiểu để một chiếc nhẫn hình tròn mảnh không bị 
trượt trong quá trình lăn xuống trên 1 mặt nghiêng 1 góc 9 so với mặt phẳng 
năm ngang. 

(Wtksconsin ) 
Lời giải: 

Sử dụng hệ trục tọa độ như hình 1.153 và viết các phương trình chuyển 

động của chiêc nhân 


n3 = rngsìn Ô — ƒ, lạ =ƒn, 
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Hình 1.153 


ở đây z¡ và 7? lần lượt là khôi lượng và bán kính của chiếc nhẫn, 7 
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> #ndf" là 


P . * H Ẩ Á- « k + . . , 
momen quản tỉnh của chiếc nhân quanh trục đôi xứng của nó và ƒ là ma sát 


tỉnh của chiếc nhẫn. Thay các biểu thức vào ta rút ra được 
+ l l2 — găan9. 
Điều kiện để không trượt là /t¿ - ¿, hoặc ï?¿ = š, ta rút ra 
: }' 4 
#= sữsm ũ. 
Từ đó 


] 
ƒ ~ mgsinØ - mĩ = amgsin . 


Phản lực pháp tuyên của mặt nghiêng là M - zmgcos0, và để chiếc nhẫn 


không bị trượt ta cần ƒ < 4V, hoặc 
] : 
ạ”g sin0 < ưng cosØ , 


nghĩa là 
1 
atgg <. 


Do đó hệ số ma sát tỏi thiểu để giữ cho chiếc nhân không bị trượt trên mặt 


nghiêng là ¡ = 3tgổ. 
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Một vật rắn hình trụ đều có khối lượng TL, bán kính 7 được đặt trên một 
mặt phẳng nghiêng 1 góc 0 so với mặt phẳng nằm ngang, hình 1.154. Chọn 
ø là gia tốc thông thường gây ra bởi trọng lực và ø là gia tốc đọc theo mặt 


nghiêng của trục hình trụ. Hệ số ma sát giữa hình trụ và mặt phẳng là ¿. 
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Cho Ø nhỏ hơn góc tới hạn 0 nào đỏ, hình trụ sẽ lăn xuống trên mặt phẳng 
nghiêng mà không bị trượt. 
(a) Góc tới han Ø, bằng bao nhiêu? 
(b) Đôi với Ø < 0., thì gia tốc œ bằng bao nhiêu? 
(CUSPEA ) 


Hình 1.154 


Lời giải: 
Chọn ƒ là lực ma sát và œ là gía tốc góc đổi với trục của hình trụ. Các 

phương trình chuyển động là 

Trg sìn Ð — ƒ = na, 

E8= la. 
với ' 
—_ 2L 2 
đà sM â 


(a) Nêu không có sự trượt chúng ta cần a = ro, ƒ < uN, ö dây N, 
phản lực pháp tuyên của mặt phẳng nghiêng, bằng mg cos 0. Các phương trình 
chuyển động cho 


+ Ũ Lì 
Do đó chúng ta cần 


_ k | 
uumag cos 8 > qing sing, 
hoặc 
đu > tgổ. 
giả sử tg0, = 3u. Khi đó để vật không trượt chúng ta cẩn tgØ < tgØ,. Do đó 
góc tới hạn sẽ là Ø„ = arctg3:. 
(b) Dỗi với Ø < 9,, vật trụ lăn không bị trượt và từ trên ta có 


2 
TY 28gsinØ. 
m3 
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Một bánh xe bản kính r, khói lượng :, và momen quản tính / = n7” bị 
kéo dọc theo một bê mặt nằm ngang bằng cách tác dụng một lực theo phương 
ngang F để tháo dây cuỗn trên trục của bánh xe có bán kính b như ở hình 
1.155. Bạn có thể giả thiết rằng có lực ma sát giữa bảnh xe và bề mặt và bánh 
xe không bị trượt trong quá trình lăn. Trong biểu thức 7 = zn#2 đại lượng # 
là một hằng số với thứ nguyên là độ dải. 

(a) Hãy tính gia tốc tuyến tính của bánh xe. 

(b) Tĩnh lực ma sắt tác động lên bánh xe. 

(Wisconsin ) 
Lời giai: 

Giả sử z là độ dịch chuyển khối tâm của bánh xe dọc theo phương ngang 
và Ø là độ dịch chuyển góc của bánh xe so với phương ban đầu qua khối tâm 
của nó, 

(a) Các phương trình chuyển động của bánh xe là (hinh 1.155) 


trz = P`— ƒ, 


lỗ =Fb+ ƒr. 


Hinh 1.155 


Rảng buộc để không có sự trượt là # = rổ hoặc # = rũ. Do đó 


3 


mÌ 


T#=Fb+(FP -mã)r, 


T 


hay 


„— #(h+r}r 
— m{R2+r*) ` 


z 1% - 4 £ z M # 
nó là gia tôc tuyên tính của bánh xe. 
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(bì Lực ma sát là 
ƒ=È=ntdữ 


ml — (b3 r)r) _ E(Rˆ — br}) 
PP Na rế| ^” RET ll 
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Một chiếc đĩa đẹt có khối lượng m = 1.8 kẹ và bán kính z = 0.2 m nằm 
trên một mät bàn nằm ngang không ma sát. Một sợi dây cuỗn quanh bề mặt 
hình trụ của đĩa tác dụng một lực 3N theo phương bắc hình 1.156). Tìm gia 
tốc ø của khôi tâm (độ lớn và hướng) và gia tốc góc a đôi với khỗi tâm. Có thể 
cha a — r+¡ được không? Hãy giải thích. 

(Wisconstrt ) 


4 
8 
Hình 1.156 
Lời giải: 
Các phương trình của chuyển động là 
 = Thẻ ( 
Jt=ủn, 
Trong đó 7 — mr°/2, ta rút ra 
q~ NN= 1,7 m⁄s, 
†n 
3 
.. 17 rad⁄s 
TIỊT 


Phương của ø là giỗng với phương của ƒ. Ta thây rằng ¿ # a7. Điều này là do 
chiếc đĩa nằm trên bê mặt phẳng của nỏ, hai chuyển động là không liên quan 
với nhau cho dù chúng được gây ra bỏi cùng một lực. 
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Một bảnh xe bán kính /? và momen quán tỉnh 7 được lắp trên một 1 trục 
không ma sát tại (). Một sợi dây mềm, không trọng lượng được cuồn lên vành 
của bảnh xe và trên sợi dây treo một vật có khói lượng A/ bắt đầu chuyển 
động xuống phía dưới, được mô tả như trên hình 1.157. Hãy tỉnh lực căng của 
sợi đây? 

(Wisconsrn ) 


k— Ô 
x 

| F 
- 
g 


„M 


Hình 1.157 
Lời giải: 
Giả sử #` là lực căng của sợi dây, z là vị trí khỏi tâm của vật thể như chỉ ra 


trên vả /? là văn tốc góc của vật thể, hinh 1.157. Chủng ta có các phương trình 
sau 


ID—=Eh, 
Af*~ Alg—-PF, 
+— HN, 
thay thê và biển đổi ta được 
& Mạø1 
— I+ AMR?` 
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Hai chiếc đĩa đồng chất trong mặt phẳng thẳng đứng có các khối lượng 
A/ạ và Af¿ với bản kinh tương ứng là /t¡ và /?;. Có một sợi chỉ dây cuỗn quanh 
chu vi hai đĩa này và chúng được nỗi với nhau như hình 1.158. 
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Chiếc đĩa đâu tiên có trục quay nằm ngang không ma sát cô định đi qua 
tâm của nó. Hãy thiết lập các phương trình để xác định gia tốc của khôi tâm 
của chiếc đĩa thứ 2 nếu nó rơi tự do. 
(Không cần giải phương trình). 
(Wisconsin ) 


Hình 1.158 


Lời giải: 

Giả sử #' là lực căng của sợi dây, r; là khoảng cách giữa khối tâm của đĩa 
1 và đĩa 2, Ủ, 0; là vận tốc góc tương ứng của các đĩa nảy, như ở hình 1.158. 
Chúng ta có các phương trình chuyển động 


Mạ# = Mạn - F, 
hổi = Fñt, 
la — FñR¿, 
ö đây ïì = zmì R†/2, lạ = ray R)/2. Chúng ta cũng có ràng buộc 
+ = HịÊn + Rạổ;, 
hoặc - 
#= Rịổy + Rạ0;. 


Vậy từ bổn phương trình trên chúng ta có thể tìm ra được các ẩn số ẩ¡, ổa, ở 
và Ÿ'. 
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Một chiếc Yo - Yo có khôi lượng Aƒ được làm từ 2 chiếc đĩa lớn có bán kính 
!‡ độ dày là ¿, giữa chúng là một trục có độ đài ? và bản kính r. Giả thiết mật 
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độ của chúng là đổng nhất. Hãy tìm lực căng của sợi dây không khối lượng 
gắn trên trục nỗi này khi chiếc Yo - Yo hạ xuống đưới tác dụng của trọng lực. 
(Wisconstn ) 

Lời giải: 

Giả sử mật độ của chiếc Yo - Yo là ø, khi đó momen quản tính và khói lượng 
của nó tương ứng là 

1 1 
†=2- 27ipft + antpr) : 
M = 2mlpR? + ntør?, 


2 4 4 
f2” 1” 
2 2H2+r2 


Các phương trình chuyển động của chiếc Yo - Yo sẽ là 


do đó 


Mz = Mg- F, 
lỗ = Fr, 


ở đây Ƒ' là lực căng của sợi dây. Chúng ta cũng có ràng buộc # = rổ. Từ các 
phương trình ở trên ta thu được 


— IMg — (2R1+r1)Msg 
— I+Ar? 2R++AR?r? + 3r+ ` 
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Một hình cầu có khối lượng A/ và bán kính # (7 = ‡A⁄/R?) đặt trên sàn 
của một toa xe. Toa xe bắt đầu chuyển động từ trạng thái nằm yên và có gia 
tốc không đổi là A. Giả thiết rằng quả cầu này lăn không trượt. Hãy tìm gia 
tốc của khôi tâm của quả cầu so với toa Xe. 

(Wisconsin ) 

Lời giải: 

Giả sử Ozy và Ở'z'/ tưởng ứng là các hệ trục tọa độ gắn vào roa xe và cô 
định không gian với các trục z và + đọc theo phương năm ngang, như hình 
1.159. Coi đoạn Ø“Ó = £, chúng ta có đôi với khôi tâm của hình cầu 


z—=z+€, hoặc + —=#+Ê. 
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Hình 1.159 


Vì lực tác đụng lên khối câu là lực ma sát ƒ, theo định luật II Newton ta có, 
viết A thay cho £, 
ƒ= MữØ = Mã + MA, 


hoặc 
M>=ƒ_ MA, 


Như vậy trong hệ trục tọa độ chuyển động có 1 lực tưởng tượng ` = —-MÁ 
tác động lên hình cầu qua khối tâm, ngoài lực ma sát ƒ. Xét momen xoắn đối 
với khối tâm chúng ta có 

lỗ=ƒR 
với ï = ‡MR?. Để khí lăn khôi cầu không trượt chúng ta có điều kiện, #¿ = 
—1?9, hay # = — RẺ. Từ 3 phương trình ta rút ra # = — š 4, đây chính là gia tốc 
của khối tâm hình cầu so với toa xe. 
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Quan sát hình 1.160, hãy tìm độ cao tôi thiểu h (so với đỉnh của chiếc 
vành tròn) để một quả bóng hình cầu có bán kính z (lăn mà không trượt) duy 
trì tiếp xúc liên tục với dưng tây của chiếc vành tròn này. (Momen quán tỉnh 
đôi với tâm của quả cầu là 2 §mr?.) 
(Wisconsin ) 


Hình 1.160 
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Lời giải: 

Sự bảo toàn cơ năng đòi hỏi rằng động năng của quả câu ở vị trí đỉnh của 
vành tròn là bằng độ giảm mạh trong thê năng khi quả bóng rơi từ vị trí ban 
đầu tới vị trí này. Động năng của quả cầu gồm 2 phần: động năng tịnh tiên và 
động năng quay của quả câu dôi với khôi tâm của nó. Giả sử m, 0y tương 
ứng là khối lượng, động năng, vận tốc của khối tâm và vận tốc góc đối với 
khối tâm của hình cầu. Khi đó 


1 › 3š 
3. amuÌ + sia? 


VỚI Ï = šmr2, Vi quả cầu lăn không trượt, ø = «;r và 


1 2_ su 7 : 
c5 mm + Sa) = xamu”. 


Trong trường hợp tới hạn, lực tác dụng bởi vành tròn lên quả cầu là bằng 
không khi quả câu lên tới đỉnh của vành tròn. Nói cách khác, lực hướng tâm 
cần cho chuyển động tròn của quả cầu được cung cấp toàn bộ bởi trọng lực 

TnuẺ 


R 


=HHM 


từ đó ø? = ??ụ và 


7 
+= 1o Ra =maoh. 


Do đó h = 7/10 là độ cao tôi thiểu cần thiết. 
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Một quả cầu bán kính b nằm yên như ô = 0 ở trên một quả cầu cô định bán 
kính ø > ò. Quả cầu bền trên hơi di chuyển để lăn dưới tác động của trọng 
lực, như hình 1.161. Hệ số ma sắt tĩnh là u„ > 0, hệ số ma sát trượt là „ = 0. 

(a) Mô tả văn tắt và giải thích trình tự các chuyển động liên tục của hình 
cầu từ lăn, trượt và tách ra. 

(b) Viết phương trình ràng buộc cho chuyển động lăn thuần túy của quả 
câu phía trên, trên quả cầu đưới. 

(c) Viết phương trình chuyển động theo ổ và Ø khi quả cầu lăn không trượt. 

(d) Tìm phương trình liên hệ giữa ô và 0. 
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(e) Giải phương trình đó tìm 0(0), với giả thiết 0 < Ø(0) < 8(!). Bạn có thể 
sử dụng hệ thức sau 
dư ư 
Jamm Š #(3) 


(MIT) 


Hình 1.161 


Lời giải: 

(a) Lúc đầu quả cầu phía trên lăn không trượt, vận tóc góc trở nên lớn hơn 
và áp lực pháp tuyên lên nó nhỏ hơn với góc 9 tăng dần. Khi điều kiện cho 
chuyển động lăn thuần túy không được thỏa mãn thì quả cầu bắt đầu trượt và 
cuỗi cùng khi lực hướng tâm không đủ lớn để giữ được chuyển động tròn của 
quả cầu phía trên thì nó sẽ tách ra khỏi quả cầu bên dưới. 

(b) Giả thiết ban đầu O. 4,C', # ở trên cùng đường thẳng đứng. Khi quả 
cầu bên trên lăn được một góc „z, thì tâm của nó dịch chuyển được một đoạn 
Œ0, như biểu diễn trên hình 1.161. Do đó điều kiện cho chuyển động lăn 
thuần tủy là 

(a + b)0 — bạ. 


(c) Các phương trình chuyển động của quả cầu bên trên là 


m(u + bì = mgsin 8 — ƒ, 
.. 
lự —= „!nbÊ\Š — ƒb, 
5 


ở đây / là hệ số ma sát tĩnh của quả câu. Khi quả cầu lăn không trượt thì từ 
cảu (b) ta cỏ 
(u + b)9 = bạ, 


Khi đó các phương trình của chuyển động cho 


— Jgsinf 
` Tía+b) ` 
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(đ) Bởi vì : 
_ 14t 
_—9.đ6 "` 
phương trình cuỗi cùng cho 
; 10g cos 8 
2 — _——— 
đÐờ 727 l0un 
Với ô = 0 tại Ø =0, K = TEEX2E Do đó 
ậ2 = 10ø(1 — cosØ) 


7({œ + b) 


d9 — l10g(1— cos0) — 20s N: 
dị 7(a+b) — VW7(a+b) 93! 


chúng ta có, với Øạ =: Ø(0) tại ? = 


0 
0; Sỉu Š địa +8) ễ b) + 
ìn K: ) = 0f, 
ty? 


trong đó a = V ri: Do đó 


0 = 4arctg Ga) : 


(e) Vì 


hoặc 


công thức đúng cho phần chuyển động khối cầu lăn mà không trượt. 
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Một khói cầu có khôi lượng ra, bán kính ø và momen quản tính 2 ;ma” . Khôi 


cầu lăn không trượt từ vị trí ban đầu của nó nằm yên ở đỉnh của miệt hình trụ 
cô định có bán kính b (mô tả trên hình 1.162). 


(a) Xác định góc Øma„ để tại đó hình cầu rời khỏi hình trụ. 


228T£ CƠ HỌC 
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t (yỳ 


Hình 1.162 


+ Š + _ kì = ˆ ˆ &x sÀ Ẵ ... .. , ` 
(b) Xác định các thành phần vận tốc của tâm khối cầu tại thời điểm nó vừa 


rời khỏi hình tru? 


Lời giải: 


(Wbcansin ) 


(a) Các lực tác dụng lên khối câu được trình bày trên hình 1.162. Các 


phương trình chuyển đông đói với khổi tâm của hình câu là 


mịa + b)8 = mạgsin 8 — Ƒ, 
mía + b)Ú? = mạcos8 — N. 
và phương trình cho sự quay của khối cầu là 
3 


2 : 
gia ÿ a. 


.ã LAI r* £. 3 x Ạ ˆ 
Điều kiện để khôi câu lăn không trượt là 


(a + b)8 — uẻ. hoặc (a + b)B — a2. 


Từ (3) và (4) ta tìm được 
ïe= smÍa + b)Ữ.. 
Thay nỏ vào phương trỉnh (1) ta có 
_ 5u#ng 
T(a + b) ` 
Vì 0 =ô =0öt =0 và ổ = } 4ˆ”, nên ta có 


10g(1 — cosØ) 


¬ 
P “ng 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 
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Thay nó vào (2) ta có 


1 10 
 =rngcos8 — . — coäØ) = mứ ( cc0§P — T) : 


ỉ ỉ7 


Sau khi khối cầu rời hình trụ, W = 0. Ta giả thiết rằng hệ số ma sát là đủ lớn 
để khoảng thời gian khối cầu vừa lăn vừa trượt trên hình trụ trước khi khối rời 
hình trụ là không đáng kể. Khi đó ở thời điểm X trở nên bằng không, Ó = 6ụax 
sẽ được cho bởi 

10 


cƠOS Ômax = ra 


(b) Ở thời điểm khi cầu bắt đầu rồi khỏi hình trụ vận tốc của tâm của 


khói cầu có độ lớn 
› 10 
?=(a+b)9= Vịzs(a+Ð) : 


và vận tốc đó song song với hướng tiếp tuyên của hình trụ ở điểm mà 0 = Øm„„. 
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Trong hình 1.163, quả bóng bên phía trái lăn không trượt theo chiều ngang 
với vận tốc V vẻ phía một quả bóng giống nó ban đầu ở trạng thái nghỉ. Hai 
quả bóng có dạng cầu đồng chất, khôi lượng Àí. Giả sử rằng toàn bộ lực ma 
sát là đủ nhỏ để có thể bỏ qua trong khi va chạm và va chạm tức thời là đàn 
hồi lý tưởng, hãy tính: 

(a) Vận tốc của từng quả bóng một thời gian đủ dài sau va chạm khi từng 
quả bóng lại lăn mà không trượt. 

(b) Tỉ lệ năng lượng ban đầu bị chuyển thành nhiệt năng do lực ma sát. 

Momen quán tính của khôi cầu có khối lượng M, bán kính # dối với tâm 
của nó là š A7R3. 

(CUSPEA ) 


Hình 1.163 
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Lời giải: 
(a) Trước va chạm 


VWì =V, Vạ =0, UJ) = uạ =Ũ. 


h , 
Trong quá trình va chạm, vì ma sát có thể được bỏ qua, các lực tác động qua 
lại giữa các quả bóng là trực tiếp qua tâm sao cho momen xung lượng dói với 
tầm của môi quả bóng được bảo toàn. Như vậy 


Vì va chạm là đàn hỏi, nên sự bảo toàn của xưng lượng tịnh tiền và động năng 
khi đó đồi hỏi 
Veũ:. . VỆ ¬Weesfx 
Theo trên, ta dùng một dẫu phẩy để biểu diễn những đại lượng tức thì sau va 
chạm. Sau đó một thời gian những quả bóng lại lăn mà không trượt. Những 
đại lượng ở thời điểm này được biểu diễn bằng hai dấu phẩy. Chiều dương của 
những lượng đại này được mô tả trên hình 1.164 
Momen xung lượng của mỗi quả bóng đối với một điểm cô định nào đó 
trong mặt phẳng chuyển động là được bảo toàn. Hãy xét momen xung lượng 
của rừng quả bóng dối với điểm tiếp xúc với mặt phẳng nằm ngang. 
Với quả bóng 1, 
MRV| + lài = MRVI + lui, 
hoặc 
TV lị 
—=  `Ư# 
q (MR+ R) m 


từ đó sinh ra 


LỗNG V _ 
] MẸ +1 7 


Với quả bóng 2 
MRVj + lu) = MRVJ' + Tu}, 
hoặc 
MRV = (ua + R) KẾ 
từ đó sinh ra 
v = 
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0Ị xử: 
01 02 


Hình 1.164 
(b) Năng lượng ban đầu và năng lượng cuối cùng của hệ là 


M,= LMV? + La? = Ì (A2 + 2>. VỀ 
lu Si NI. .ê- ha AV sĩ T 


“ r 1 ' 
W/ == -M(Vị 2 1+ gi + : 2} 


2(Ví2 + V2) 


= 0Ÿ |v⁄ + + 


"san. | 
2 5 40 


Do đỏ năng lượng mắt mát là 


và tỉ lệ mật mát là ? q- 
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Một quả cầu đồng chất có khôi lượng rn và bản kính + lăn không trượt trên 
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bể mặt bên ngoài của một quả câu lớn. hơn đứng yên có bản kinh f? như ỏỎ 
hình 1.165. Gọi 8 là góc cực của quả cầu con đôi với hệ trục tọa độ với sốc 
được đặt ở tâm của quả cầu lớn, với trục z là trục thẳng đứng. Quả cầu nhỏ 
bắt đấu lăn tử vị trí đỉnh của quả cầu lớn (ñ — 0). 

(a) Tính vận tốc ở tâm của quả cầu nhỏ như là hàm của 6. 

(b) Tính góc mà tại đó quả cầu nhỏ rời khỏi quả cầu lớn . 

(c) Nếu bây giờ cho phép trượt với một hệ số ma sát là ¿, thì ở điểm nào 
quả cầu nhỏ sẽ bắt đầu trượt? 


(Golumbia } 


`2ya 


Hình 1.165 
Lời giải: 


(a) Khi quả cầu nhỏ lăn không trượt, tổng động năng và thế năng của nỏ 
là một hằng số của chuyển động, chúng ta có 


l_ w 41 3 s .u : 
m1!" + - - crmmTr” - 2ˆ + Tng[TỲ + r)cos8 — rag(R + rị 


với u — rẻ — (R + r)6, do đỏ 


P /10 (1 — cos 8)g 
“ÚT _(Rlr)- 


Vận tốc ở tâm của quả cầu nhỏ lä 
: TT es...aốaốẵn 
ú # (R ‡riể= /;4! r)(1 — cos6)g 
( 


(b) Tại thời điểm quả cầu nhỏ rời khỏi quả cầu lớn thì lực giá đỡ lên quả 
câu nhỏ  = 0. Từ phương trình lực 


rq cos Ø — N = ' 
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ta tìm được góc Ø„ mà tại đó quả cầu nhỏ rời khỏi quả cầu lớn được cho bởi 


10 
cos Ø„ = 1g: 


Như vậy 


Lưu ý rằng sự rút ra này chỉ áp đụng cho hệ số ma sát đủ lớn. 
(e) Khi quả cầu nhỏ lăn không trượt chúng ta có 


mogsìin Ø — ƒ = mù, 


ƒr= smn^ö : 
òu=(R+r)ô = rò, 
ở đây ƒ là lực ma sắt trên quả cầu. Từ đó chúng ta tìm được 
J?= smg sin 8. 
Tại thời điểm khi quả cầu nhỏ bắt đầu trượt thì lực ma sát là 
ƒ=N, 


tức là 


= inØ = 1g COs Ở — : 
Trg S1 L | TT ¿ 


Khi đó, sử dụng biểu thức của ø trong câu (a) chúng ta có 
2sin ổ = 17,cosØ — 10. 


Giải phương trình này ta thấy rằng góc 0, mà ở đó UP cầu nhỏ bắt đầu trượt 
được cho bởi công thức 


1702 + 756/2 + 4 


289/2 + 4 


cosØ; — 
Tuy nhiên, chúng ta cần 6, > đ;, hoặc là cosØ; > cosớ„. Ở đây với giá trị của 


¡ có thể làm thỏa mãn điều đó, nói chung chúng ta phải lây dẫu trên, Do đó 


17 / 2 
Han 0UẺ + v56, + Đ): 


289u2 + 4 
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Một quả bóng hình câu bán kinh r ở bên trong một vòng tròn thẳng đứng 
có bán kính (# + r) như ở hinh 1.166. Xem xét hai trường hợp, (ï) lăn không 
trượt và (ii) trượt không ma sát mà không lăn. 

(a) Trong mỗi trường hợp thì vận tốc tôi thiểu z¡ của quả cầu tại đáy vòng 
tròn phải bảng bao nhiêu để nó không rơi tại vị trí đỉnh của vòng tròn? 

(b) Trong trưởng hợp trượt và với uị nhỏ hơn 10%, thì tại vị trí nào trên 
vòng tròn bắt đầu xảy ra sự rơi? 

(Columbia 


Hinh 1.166 


Lời giải: 
(a) Với trường hợp lăn không trượt, #6 = rụ. Từ đó 
. Hồ w 
tạ 2 = —— =_-,;, 
HQ 

ở đây o là vận tốc của tâm quả bóng. Với mục đích để quả bóng không rơi ở 
đỉnh của vòng tròn thì lực ẤN; mà vòng tròn tác dụng lên quả bỏng ở đỉnh phải 
bằng 


N( = = — ng > 
Như vậy chúng ta cẩn 
u? > Họ. 


Vận tốc nhỏ nhất »„ thỏa mãn điều kiện như thế là uỷ —= †Tg và động năng 
tương ứng là 
, 5 


2 
Tịạ= ạ muỷ ‡ 2 ` ZTT 'u¿” = ¡g HỆ 
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kì z kì ` ` LŠ kệ lệ z F H H LÁ kệ Ấ , 
Ở đây của vòng tròn, nều quả bóng có vận tốc cần thiệt nhỏ nhất ö¡, chúng ta 
có 


1 =Tị +, 
nghĩa là 
7 7 
SH uỷ = 10 tt + 23mg, 
từ đó cho bởi sụn Số 
3 _—_ „2 
=— —FP = —R T 
Mi lấp, lun) Bhg, ° Zy 
hoặc 
37 
1 — „Ra ậ 


ŒGï) Với trường hợp trượt không lăn, tại đỉnh của vòng tròn chứng ta vẫn 
cân có u2 > Rg, nghĩa là vận tốc nhở nhất ở đỉnh được cho bởi 
tị = Rg, 


và dộng năng tương ứng là 


Như vậy chúng ta có 


1 1 øs 
mu = 3m; + 2mah, 


cho bỏi 


uỷ = 5Rg, 


Ị = Slg 2 
(b) Giả sử quá trình rơi bắt đầu tại . Ở thời điểm đó vận tốc ø của tâm 
quả bóng dược cho bởi 


sm(0, 90y)2 = am + mạ(R — Rcos 6}, 


và 
2 


ru 
.N— 8= —— 
ng cos P 
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¿\'. = Ít, 
Từ những phương trinh trên rút ra 


dụ casØ = 2Hụ — 0.RIuƒ = —2,05g, 


nghra là 
cos 0.063, 
hoặc 
ÿ=180. 1°. 
1198 


Một tầm ván đẳng chất có độ dài là 24 được giữ tạm thời sao cho một đầu 
tựa lên một bức tường thẳng đứng, không ma sát và đâu kia tựa lên mặt sàn 
nằm ngang không ma sát tạo thành một góc Ø = #ạ. Khi tâm ván được thả ra 
nó sẽ trượt xuống dưới đo tác dụng của trường lực. 

(a) Tìm biểu thức cho thời gian để tâm ván trượt xuống tới một góc mới ớ. 
Bạn có thể dùng tích phần. 

(b) Tìm giá trị của góc ø khi đầu trên của tâm ván rời khỏi tường. 

(Columbia } 


N 


Hinh 1.167 
Lời giải: 
(a) Vì không có ma sát cơ năng của hệ được bảo toàn, do đó ta có 
232 


5 + mqa sin  = ma sìn Đụ , 


2.58 + › , ama 
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nghĩa là 
2P” 
aa0” = g(sin Øo — sin Ø) Œq) 
hoặc 
> 3ø,. : 
Ø = —t\/„(sinổa — sinØ). 
2u 
Chú ý rằng hệ số gmø” là momen quản tính của tắm ván đôi với trục nằm 
ngang di qua khối tâm của nó và dâu âm phải được sử dụng cho ô vì 9 giảm 
khi tăng. 
Như vậy 


t 6 
t =[ dị = -[ Bái l 
“ ớo V 3#(sinØo — sin0) 


(b) Chọn hệ tọa độ như trên hình 1.167. Khối tâm của tắm ván có tọa độ 
năm ngang 
#—=gacosÐ8. 


Như vậy 
# = —a(Ôˆ cos 9 + 6 sin 8) . 


Các lực tác đụng lên tâm ván được mô tả trên hình 1.167. Ngay tại thời điểm 
tắm ván thôi tựa vào tường, ta có Nì = m3 = 0, nghĩa là 


62 cos 9 = —8sin 8. 

Lấy ví phân phương trình (1) chúng ta có 

= _- cos 8, 
Thay giá trị này và (1) vào phương trình ở trên ta có 

_ sinØ = 2(sin ổạ — sin Ø) 

hoặc 

sin Ø = Sấ 8 

— 3 S5" Ứ0 ; 


nghĩa là 
mx.. 
8 = arcsin É sỉin %) \ 


giá trị Ø này chính là góc khi mà đầu trên tắm ván bắt đầu rời khỏi tường. 
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1199 


Một chiếc gậy nhỏ đồng chất có khối lượng zn, đầu dưới của nó tựa trên 
một bàn không ma sát. Người ta thả nó tại vị trí ban đầu nghiêng 1 góc 6o 
so với phương thẳng đứng, hình 1.168. Hãy tìm lực tác dụng bởi bàn tại thời 
điểm rât nhỏ ngay sau khi chiếc gậy được thả ra. 

(ÚC, Berkeley ) 


Hình 1.168 


Lời giải: 

Khi không có lực ma sát thì chỉ có hai lực tác dụng lên chiếc gậy, đó là 
phản lực của mặt bàn và trọng lực rmz như ở hình 1.168. Trong khoảng thời 
gian vô cùng ngắn ngay sau khí thả chiếc gậy, các phương trình chuyển động 
là 


NW~— mg — my, 
l1 1 2 
sWNksin Ủa = 1an178 : 


ở đây là trục thẳng đứng của khối tâm và b2 là momen quán tính xung 
quanh trục nằm ngang qua khối tâm của chiếc gậy. Khi đó ° 


1 
1= 2L cos 0, 
: II SN v 1... 
ÿ= —a1(8 cos 6 + 0 sin Ø8) —= ~a18sin 0a, 


với điều kiện ban đầu 
ô =0, 0 =Øạ. 
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Do đó 
N=mg+rnụ 
1 nề 1 
=mg— am.Lð0 sin đo 
=ng— 3Nsin?0ạ, 
hoặc 


` mg 
— 1+8sgin26ạ 


1200 


Hai chiếc que đồng chất A và dài 1 m có khối lượng tương ứng là 1 kg 
(4) và 2 kg (B). Chúng được đặt song song với nhau trên một mặt phẳng 
nắm ngang không ma sát Œ, ). Vị trí ban đầu của que là  = 0, z = 0 tới 
z = 1m. Que 4 đang chuyển động với vận tốc 10 m/s theo chiều dương của 
trục ÿ, và nó mở rộng từ z = (--1 + ‹) m tỏi z = em, (£ < I1 m) như mô tả 
trên hình 1.169. Que A đạt tới  = 0 tại thời điểm ! = 0 và va chạm đàn hồi 
với E. Bỏ qua khả năng có những va chạm sau đó, hãy tìm chuyển động tiếp 
theo của các que A và B, Kiểm tra tính ngang bằng của năng lượng trước và 
sau va chạm. 

(Columbia ) 


Hình 1.169 Hình 1.170 
Lời giải: 


Giả sử I là xung lượng đo que A tác dụng lên que Ö trong quá trình va 
chạm. Phương của nó là phương chuyên động của 4, nghĩa là chiên dương 
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bộ l 2 ` h . x. £ 2 Ấ» sA ` F` 
của trục 3. Giả SỬ 0A, œ4, ?g, äp, là các giá trị vận tôc của khôi tâm và vận 

z St ẤN z ` ` => .T 
tỐc góc quanh khỗi tâm tương ứng của que 4 và B, như hình 1.170. Biểu diễn 
khôi lượng của 4, 7? tương ứng là 7 4,?xp, chúng ta có 


—lÏ =mA(0a — 10), 


1 1 
2i = TRI2A4A › 
l =rmnpgup,. 
1 
=i=— 
ND 


LAI TA _s h ` Mà WaÀ ^ H Ạ, 3 +, ' 

Điều kiện để có va chạm đàn hồi là vận tốc tương đôi của các điểm va chạm 
v— ˆ ^ 1⁄4 ` _ 

giữ nguyên độ lớn nhưng đổi chiều 


1 1 
ba + s22) — (s c 2⁄2) =10. 


Các phương trình trên cho ta 


9m AT1nrp 10 


†=————=.ộNs, 
1nA + rnp R 
lá 20 
= l0———=— 3 
lóc TA 3 
T 
A = cc, = 20 rad/$, 
†nA 
Ƒ 5 
Ủủ» =——= MS, 
mp 3Š 
Ị 
Uj‡ LÊ = 1Ð rad/s 
?ïnh 


đổi với chuyển động kế tiếp. Năng lượng của hai chiếc que trước va chạm là 


+ nã 
Bị = gã -1- 10) = 50 J 
và sau va chạm là 
: 1 Hổ 1 1 1 
trị gmAUA £ 205 Ân * 1E HAĐA £ 2 ' 1a mnpuŠ 
_ 225 300 „ — 
=~ä †ịa =90J =E.. 


Vậy ta thấy năng lượng trước và sau va chạm là bằng nhau. 
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1201 
Một quả bóng bi a có bản kính 7 và khối lượng là A⁄ bị chọc bởi một chiếc 
gây bỉ a ở độ cao h so với bàn bì a như ở hình 1.171. Cho momen quán tính 
của quả bóng bị a là š M2, hãy tìm độ cao h để ở đó quả bóng bị chọc lăn 
trên bàn mà không trượt. 
(Wisconsin ) 


Hinh 1.171 


Lời giải: 

Giả sử rằng ƒ là lực va chạm do chiếc gậy bi a chọc vào quả bóng và lực đó 
tác dụng trong thời gian A gây nên độ thay đổi xung lượng của quả bóng là 
Mĩ Au và làm thay đổi xung lượng góc đổi với khối tâm của quả bóng là 7Au¿. 
Chúng ta có các phương trình của chuyển động 


MA = ƑÀIL, 
TAœ = ƒ(h — R)At 


vái ƒ = ‡ R2, từ đó ta có 


2ï”Au 
¬' 


kì r + D z 3 ` À ^ ^ HA Â 2 ,A , ` Ạ LÀ z 
Vì quả bóng ở vị trí nghỉ bán đầu nên vận tộc khôi tâm của nó và vận tốc góc 
sau va chạm thỏa mãn l 
22 


U=_—— 


5(h - R) 


Quả bóng sẽ lăn không trượt nếu ø = R. Do đó chúng ta cần 


5(h — R) = 2h, 
hoặc 
h—=.ñ. 
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1202 


Một quả cầu rắn đồng chất có bán kính ø lăn với vận tộc ø trên một bể 
mặt bằng phẳng và va chạm không đàn hỏi với một bậc có độ cao h < ø như 
ở hình 1.172. Hãy tìm vận tốc nhỏ nhất theo h và ø để quả bóng có thể lăn 
qua bậc đó, Biết rằng không xảy ra sự trượt tại điểm va chạm và momen quản 
tính của một khối cầu rắn đôi với trục đi qua tâm của nó là ?À⁄a?. 

(Wisconsin ) 


Hình 1.172 


Lời giải: 

Giả sử „ và œ', 7 và /J' là vận tốc góc của quả câu đối với khối tâm của nó 
và xung lượng góc của nó quanh điểm va chạm 4 tương ứng với trước và sau 
quả trình va chạm với bậc. Ta có 


3__„ 
Jj =Tnu(œ — h) + sine = g man ruh 


vì để quả cầu lăn không trượt thì u = øu, và 
2 7 
J? = | ma? + ma? | = -ma3 
5 b 
vì khôi tâm của quả cầu là đứng yên trong giây lát ngay sau khi va chạm. Sự 
bảo toàn của xung lượng góc đòi hỏi 


7 : 
~rna°J'= g TIÊN — rnuh , 


R) 
từ đó cho 


Với mục đích để khối cầu có thể vừa vượt đúng qua khỏi bậc thì động năng 
của nó phải đủ để lớn cung cắp cho quá trình tăng của thế năng 


1 
Tông =mah , 
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` ˆ ‹ Ũ Ũ * , . » - À Ấ« Z... 

ö dây 1° = $rna? + ma? = Ÿma? là momen quán tỉnh của khôi cầu dồi với trục 
*X - 2#... sIŠ hệ Ằ ầ -Á LẮc 

nằm ngang đi qua 4. Do đó vận tóc nhỏ nhất cần thiết được cho bởi 


II: 5h\ guy2 
—ma?[1— : (-) =1nuh , 
10 ỉú ự 


từ đó cho 


1203 


Một chiếc xe tải đang đỗ và cảnh cửa sau của nó đang được mở rộng như 
vẽ trong hình chiêu phẳng ở hình 1.173(a). Tại thời điểm ? = 0 chiếc xe bắt 
đầu gia tóc với gia tốc không đổi là a. Cánh cửa sau sẽ bắt đầu đóng lại và tại. 
thời điểm 2 sau đó cánh cửa sẽ đi qua vị trí như hình 1.173(b). Tại đây cánh 
cửa sẽ tạo một góc Ø so với phương ban đầu của nó. Bạn có thể giả thiết rằng 
cánh cửa cỏ khôi lượng z và được phân bố đều trên toàn bộ chiều dài 7. của 
nó. 


(a) Sử dụng Ø và các đạo hàm của nó theo thời gian để mô tả chuyển động, 
viết các phương trình động lực liên hệ hai thành phần lực tác dụng lên bản lẻ 
của cảnh cửa #¡ và #\ với các đại lượng động học. #\ là thành phần lực song 
song và ?, là thành phần lực vuông góc với cảnh cửa. 

(b) Biểu diễn ổ = đ°9/2, Fị và F`,_ theo các đại lượng 6, zn, L và a. 

(c) Hãy việt biểu thức cho tổng thời gian từ lúc xe bắt đầu gia tốc cho tới 
khi cánh cửa đóng lại, nhưng không cần lẫy tích phân. 


1 
TỊ: N 
£ bã ý s 
L~ 
Z °ø 
hàn |È 


la) {bì lộ) 


(MIT) 


Hình 1.173 
Lời giải: 
(a) Trong hệ quy chiều gắn với chiếc xe tải đang gia tộc, khôi tâm của cảnh 


2L8TMI 6 CÚ HỌC 
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cửa có các thành phần gia tốc 3 L8 vuông góc với cửa và - 3L8? sang song với 
cánh cửa. Phương của #| và Ƒ¡ được mô tả như trên hình 1.173 (c). Trong 
hệ quy chiêu này lực tưởng tượng —rna tác dụng lên khối tâm được tính đến 
trong các phương trình chuyển động 


1 : 

Fì — macos Ô — —smLð ' 
: 1 32 

TỊ ~ masin ổ = amk0 › 


1 : 
=EEF\ = —mL2ô, 
2 
ở đây 1sm.L? là momen quán tính của cửa xung quanh trục vuông góc với mép 
trên của cửa qua khối tâm. 
(b) Từ phương trình trên rút ra 
ä_ 3aCosØ 


Đ 2L ` 


1 
Fì — {ma cosÖ.. 


V8 = lấy tích phân biểu thức của ổ và lưu ý rằng ở thời điểm ban đầu 
8 


= ö =0 chúng ta có 

¿2 = 3asin0 

J_ 
do đó 
Rị = masin 8 + Šmasin Ø = Šmasin8. 
(c) Vì 
d9 — lầasin0 
dị ˆ TNG. 


nên tổng thời gian từ lúc chiếc xe bắt đầu được gia tốc cho tới khi cánh cửa 


đóng lại là 
b L 
t= Vacaca 40. 
/ đa sin Ø 


1204 
Một vật hình trụ rắn khối lượng rn và bán kính z trượt xuống mà không 
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lăn trên bề mặt nghiêng, nhẫn của một cải nêm khỏi lượng Af, nêm có thể tự 
do chuyển động không ma sát trên mặt phẳng nằm ngang như hình 1.174. 

(a) Vào thời gian hình tru trượt xuông tới độ cao h thì cái nêm chuyển 
động được bao xa? 

(b) Bây giờ giả sử vật hình trụ tự do lăn xuông, không trượt trên chiếc 
nêm. Trong trường hợp này nêm sẽ chuyển động được bao xa? 

(c) Trong trường hợp nào thi vật hình trụ sẽ xuống tới đáy của cái nêm 
nhanh hơn? Điều này phụ thuộc như thế nào vào bán kính của vật hình trụ? 

(UC, Berkeley ) 


Hình 1.174 


Lời giải: 

(a) Giả sử £ là khoảng cách giữa khối tâm của hình trụ và vị trí ban đầu 
của nỏ. Trong một hệ tọa độ cô định, giả sử z là tọa độ nằm ngang của khối 
tâm của cái nêm. Thành phần vận tốc nằm ngang của vật hình trụ trong hệ 
quy chiếu này là z - ¿cosØ. Vì xung lượng toàn phẩn của hệ theo phương z 
được bảo toàn, nên từ trạng thái nghỉ ban đầu của hệ ta có, 


M# + m(‡ — Ệcos0) = 0, 

từ đó cho 

(Afƒ + rrn)#‡ = TnỆ cos 8. 
Chúng ta đặt £ — z = 0 tại ? = 0 mà không mất tính tổng quát. Tích phân 
phương trình trên chúng ta được 

(M + m)z = mmệ cos 8, 
Khi vật hình trụ trượt xuống tới độ cao h, nó đã dịch chuyển một khoảng cách 
Ê = gậz. và cái nêm đã địch chuyển được một khoảng 


m£ Trth 
°=————Cco0sổ = ——( - 
tp an COS ri cot 8 
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(b) Nếu vật hình trụ được phép lăn, sự bảo toàn của thành phần nằm 
ngang của tổng xung lượng tuyến tính của hệ vẫn được giữ đúng. Điều này 
cho phép kết quả thu được ở câu (a) cũng đúng ỏ đây. 

(c) Sự bảo toàn tổng cơ năng của hệ được giữ đúng trong cả hai trường 
hợp. Vì khối tâm của hình trụ có vận tốc (# — £ cosØ, —£ sin 6) và cái nêm có 
vận tốc (+, 0), chúng ta có đôi với vật hình trụ trượt, 


1 : | 
2m|(4 — €cos 6)? + €° sin? 6] + sM# = mø€ sìn 8, 
và đôi với hình trụ lăn, 
: ` 1 
aml(# — £cos9)2 + £2 sin2 Ø] + slớ? + 2M? = mg£ sin 9 
với ï = ‡mr2, ¿ = Ê đôi với vật lăn mà không trượt. Vì 
+ =—= („z) Ệ cos 9 h 


phương trình trên sẽ được rút gọn tương ứng là 


5m0 + msin? 8)£? = mgẽ sin Ð, 
2M+mEM + m(1 + 2sin? 6)|£2 = mg£ sin 8. 


Các phương trình đó có dạng £ = b⁄£. Vì £ = 0 tại thời điểm ‡ = 0, nên lây 
tích phân ta sẽ được £ = ‡ v£. Do đó đôi với cùng £ = s1z, £ « ‡. Vì 


sin đ? 
3M + m(1 + 2sin? 8) — 2(M + msìn? 9) = M +m >0, 


nên vật hình trụ trượt sẽ xuống tới đáy của nêm nhanh hơn. 


1205 


Một chiếc thang xếp gồm hai chân được gắn với nhau bởi một khớp nỗi ở 
dỉnh và một sợi đây nằm ngang ở gần đáy. Thang được đặt trên một bể mặt 
nằm ngang và tạo với bề mặt một góc 60° như ở hình 1.175. Nêu sợi đây đột 
nhiên bị cắt thì gia tốc của khớp nỗi tại thời điểm đó là bao nhiêu? Biết rằng 

Ũ ^ ` \ À LÁ ^ ` H H H h z 
các chân là đồng đều, giỗng hệt nhau và bỏ qua tất cả các ma sát. 
(ÚC, Rerkelay ) 


Cơ học Newton ' 319 


Hình 1.175 Hình 1.176 


Lời giải: 

Xét khoảnh khắc khi sợi dãy nằm ngang đột nhiên bị cắt. 

Do tỉnh đối xứng các lực của hai chân thang tác dụng lên nhau tại khớp 
nói 4 là nằm theo phương ngang và gia tốc ax của điểm 4A là hướng thẳng 
xuống dưới. 

Xét một chân của thang xếp. Các lực tác đụng lên nó được mô tả như hình 
1.176. Giả sử ! là độ dài của chân thang và gia tốc của khỏi tâm € tại thời 
điểm tức thời dây bị cắt là ac:. Chúng ta có 


nạ — N= ThdŒy ¿ 


Ƒ` — Tnacz ¿ 
1 =. 1 - “ sẽ 
N†Icos802 — - Pf sin 602 = 78 
2 #2 
với ƒ = ;mÍ°, hoặc 
Ï..» 
N—v3F= Tung 
Vận tốc của 4 tính theo vận tóc của Œ được cho bởi 
h : đu Ni ^ ø + “ LỆ, 9 
#a =ửŒ 210 sin 607. ỨA = ức + 20 cos 60”. 
Do đỏ gia tốc a4, theo phương của y có các thành phần 


0~—ac, ~ XỔ j8, 


TẾ 
gA = cụ + Tàu : 
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Bây giờ xem xét gia tốc ap của điểm B. Ở thời điểm ngay khi sợi dây bị cắt nó 
chỉ có thành phân năm ngang. Bởi vậy ag„ — 0, nghĩa là 


1.- : 
đ£Œy — 2!0 cos 602 = đøy — I8 =0. 


TÌ các phương trình bên trên ta rút ra 


vn đQy = nỗ 


đ(*x„= 
C+ 4 
Đưa những giả trị này vào các phương trình chuyển động của ta tìm được 
L+ đo 
j= `, 
Ai 
Kết quả này cho ta gia tốc của khớp nói là 


1,. ở 
ĐA” 20 cua tú 


gia tốc này hướng thẳng xuống dưới. 
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Một hạt có khói lượng zn và vận tốc ø va chạm dàn hồi với đầu cuỗi của 
một thanh mảnh, đồng dẻu có khối lượng Äƒ như trên hình 1.177. Sau va 
chạm rr dừng lại, hãy tính A7. 

(MIT) 


M 
Hình 1.177 
Lời giải: 


¬. ` ˆ M -.a » ` ` A Ậ z » 
Giả sử o„ là vận tốc của khối tâm của thanh và ¡ là vận tốc góc của thanh 
quanh khối tâm của nó. Sự bảo toàn của xung lượng và năng lượng của hệ đó 


cho ra 


mù —= Mù, 


1 1 . - 
mu? = 2), + 21 


với ï = 1M, với ¡ là độ dài của thanh. Sự bảo toàn xung lượng góc của hệ 
xung quanh điểm cô định nằm tại tâm của thanh trước khi va chạm cho ta 

1 

~Èmu = lu). 

2 
Thay các phương trình bên trên vào ta được 


M = 4m. 
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Một thanh hình trụ mảnh, đồng đều có độ dài z và khối lượng m được 
treo ở hai đầu bằng hai lò xo không khối lượng có hệ số đàn hồi kị và kạ. Ở 
cân bằng ? thanh hình trụ nằm ngang như hình 1.178. Bạn được yêu cầu xét 
chuyển động biên độ nhỏ xung quanh vị trí cân bằng, trong trường hợp các lò 
xo chỉ có thể chuyển động theo phương thẳng. 


(a) Đầu tiên xem xét trường hợp đặc biệt kị = k¿. Hãy tìm các tấn số riêng 
của các kiểu dao động chuẩn tắc và mô tả các dao động chuẩn tắc tương ứng. 
Ở đây bạn có thể dược hướng dẫn tốt bỏi lập luận trực giác. 


(b) Bây giờ ta xét trường hợp tổng quát khí hệ số đàn hồi kị và kạ là không 
nhắt thiết bằng nhau. Hãy tìm các tân số riêng của kiểu dao động chuẩn tắc. 
(Primceton } 


Lơi giải: 


(a) Giả sử 1ì Và 12 lậu các độ dịch chuyển thẳng đứng của hai đầu thanh so 
với vị trí cân bằng như ở hình 1.178. Bởi vì độ dịch chuyển của khối tâm C là 
$(: + 12), phương trình của chuyển động tịnh tiễn đó là 


n.. 
2n +2) = —kiM — ka12. 
Đôi với sự quay với biên độ nhỏ xung quanh khối tâm, chúng ta có 


“ 1 
10 = —st(hm — k;U›) 


322- Bài tập & lời giải Cơ học 


Hình 1.178 


VỚI Ï = Tạm L?,0~ MB, Đối với kị = kạ = k, các phương trình chuyển động 
quy về 


ø - 2k 
U\I † tạ = —ẲM +92): 


"~... 
ì —U2Z = Vì — 2) - 
Từ đó tôn tại hai kiểu dao động chuẩn tắc 
(¡) Kiểu dao động đổi xứng 
a = UìỊ +2 
với tần sỐ riêng «„ — v , Kiểu dao động này tương ứng với dao động điều 
hòa theo phương thẳng đứng của thanh xét như một khôi. 
(ii) Kiểu đao động không đỗi xứng 
Ùa — Vì — 2 
với tần số riểng „ — V%. Kiểu dao động nảy tương ứng với đao động điều 
hòa xung quanh một trục nằm ngang vuông góc với thanh và đi qua khôi tâm 
của nó. 
(b) Đôi với trường hợp tổng quát kị # k¿, giả sử ị = Aie*°t, ạ = Aae*t, 
ỏ đây „ là tần số riêng của dao động. Các phương trình của chuyển động bây 


giờ cho. § 
1 _ 1 3 
kị — VAO X Án +|kạ— ni GA Ä4;=0. 


Jư? 1 1 12 
( gi) Ai + (51x — T7) 4i - 0, 
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Ậ- F 7c z ˆ Ũ bị 
Đôi với nghiệm khác không chúng ta cần 


| kị — mu kạ T— arnu? 
g =0 
#22 1 nh 
Tan sHsn 
nghĩa là 
] 4 
su = Ế P gm) (kị + kạ)ð” + Lkikạ = 0, 
hoặc 


m2 * — Am(k\ + ks)” + 12kì kạ = Ô, 


Giải cho «2 chúng ta thu được các tần số riêng 


lj& vã |ứ +) + VÍ(BŸ — kửa + KỆ) 


Chú ý rằng do kị = kạ = k, biểu thức này cho œ = 4/3, /$%, nó giống như 
trường hợp câu (a). 


1208 


Một bánh xe cứng có các momen quản tính chính ï¡ = ï¿ # ï¿ xung quanh 
các trục chính &¡, %¿ và %a, được đặt cố định ở bánh xe như ở hình 1.179. 
Khối tâm của bánh xe được gắn với một ổ trục cho phép bánh xe quay không 
ma sát xung quanh trục cô định trong không gian. Chiếc bánh xe là "cân bằng 
động", nghĩa là nó có thể quay với ø # 0 không đổi và không gây ra momen 
xoắn lên ổ trục của nó. Các thành phân của œ phải thỏa mãn diễểu kiện gì? 
Phác họa chuyển động được cho phép. 


(MIT) 
Lời giải: 
Trong các phương trình Eurler đặt \ = 7; = 7 
Tiên + (Tạ — Tạ)(s¿¿ = 0, Œ} 
1202 +(H — Ta)una = 0, (2) 


lúa + (là — TU) Ja¿n =0, (3) 
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Hinh 1.179 


chúng ta thấy rằng có thể đễ dàng tích phân phương trình (3) để có 
„a — hằng số — @, chẳng hạn. 


Khi đó chúng ta viết lại phương trình (1) và (2) như là 


đỏ là những điều kiện phải được thỏa mãn. Lây đạo hàm những phương trình 
trên ta được 


ở đầy ä — (2 *)0, Nghiệm tổng quát là 
vị = 0 COS(@Œf + £), œ2 = úy SỈI(O + £). 


Do đỏ tổng vận tốc góc có đô lớn 


_==... 
“ = V2 + +uổ = V02 +uỆ, 
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HS. ^ % z ` " *è - ^ H z 
nó là một hằng số. Khi ¡ạ = O là một hằng số, vectơ tổng vận tốc góc œ tạo 
với trục &a một góc 6 như ở hình 1.179. Hơn thế, mặt phẳng của œ và &a quay 
xung quanh trục %¿ với một vận tốc góc a, hoặc 1 chu ki 


2m 2m1 


 xwđằ=.. 


Trên hình 1.179 là phác họa của chuyển động duy nhất được phép. 


1209 
Một vật thể rắn ở trong không gian. Mọi ảnh hưởng bên ngoài được bỏ qua 
(kể cả lực hấp dẫn). 
(a) Sử dụng định luật Newton để chỉ ra rằng xung lượng góc được bảo 
toàn; đưa ra tât cả các giả thiết, 
(b) Giả thiết rằng khối tâm của vật đứng yên trong hệ quy chiều quán tính, 


Trục quay của nó có cần có phương có định không? Biện minh ngắn gọn cho 
câu trả lời của bạn, 


(ÚC, Berkeley 
Lời giải: 
(a) Momen xung lượng của một vật thể rắn xung quanh điểm có định @ 
được định nghĩa là " 
L= - X TH, , 


ở đây r; là vectơ bản kính từ Ó tới hạt ru, của vật rắn gồm ø hạt. Vì không có 
ngoại lực tác động vào mà chỉ có các nội lực thì theo định luật II Newton ta có 


T: 
Ty = y Ey ` 
3z. 
ở dây E,; là lực của hạt zn; tác dụng lên hạt rn; của vật rắn. Xét 
„ Tỉ „ 
» x 1nạT, = 3à nh x Fụ,. (1) 
1 ‡ đợt 
Theo định luật II Newton thi các nội lực E;; xuất hiện thành cặp sao cho 


Ej„=—E¿¡, 


326 Bài tập & lời giải Cơ học 


cả hai lực tác dụng trên cùng một đường thẳng nói hai hạt. Điều đó nghĩa là 
tổng kép ở về phải của phương trình (1) gồm các tổng có dạng 


r¡ xXEj +ry xEy, 


Như mô tả trên hình 1.180, mỗi tổng như thế cộng vào bằng 0. Do đó 


n 


) T; X mĩ; =D. 


Khi đó 
7t k) 
L= ` x mi + À `, x mẼ¡ =0, 
f 1 
hoặc 
L — hằng số. 


Nghĩa là, xung lượng góc của vật thể rấn xung quanh một điểm tùy ý là được 
bảo toàn. 


Hình 1.180 


(b) Chứng minh trên cũng đúng cho một điểm cô định trong một hệ quy 
chiêu quán tính, do đó xung lượng góc L của vật thể đổi với khối tâm của 
nó là một vectơ không đổi trong hệ quy chiêu quán tính. Tuy nhiên, vận tốc 
góc œ của vật thể đôi với khối tâm là không cần cùng phương với L. Chỉ khí 
trục quay là dọc theo trục chính của vật thể thì œ sóng song với L. Do đó, nói 
chung trục quay là không bị có định cho đù là phương của L là có định. 


1210 
Chiếc thùng rác bên cạnh thùng thư của khoa Vật lý có nắp dạng hình nón 
và ở giữa của nắp này có một chốt quay. Giả sử bạn chạm nhẹ nón nắp này và 
quay nó nhanh với vận tốc quay œ đỗi xứng xung quanh trục của chiếc nắp, 


Cơ học Newton 327 


hình 1.181. Vậy chiếc nắp sẽ tiễn động theo cùng phương hay theo phương 
ngược lại so với phương quay của œ? Hãy chứng mình câu trả lời bằng cách 
vẽ giản đồ vectơ và lập công thức thích hợp. 

(Wisconsin} 


% 


trục đở \ 
-% 


trục đối xứng "g Ñ 


Hình 1.181 Hình 1.182 
Lời giải: 
Momen quay của trọng lực xung quanh điểm Ó là 
M=ÓC xứng. 
Trong một hệ quy chiếu cỗ định chúng ta có 


dL —„__ ĐỀU 
dt L 


xmg = “ mg x E.= 0y x 


ở đây co; = — . Vậy L và do đó trục đối xứng của nắp tiễn động với vận tốc 


SÓC aip = Đểng xung quanh trục thẳng đứng theo chiều ngược với chiều quay, 
như trên hình 1.182. 


1211 


Một khung hình vuông có khối lượng không đáng kể, trên khung có gắn 
bốn chiếc đĩa quay như hình 1.183. Mỗi chiếc đĩa có khỗi lượng zn, momen 
quán tính 7ạ, và vận tốc quay ¿ọ. Khung nằm ngang và xoay tự do trên một 
chốt quay ở góc. Vậy tốc độ tiễn động của khung là bao nhiêu? 

(MIT) 
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Hình 1.183 Hình 1.184 


Lời giải: 

Momen xung lượng của từng chiếc đĩa đói với trục quay của nó là 7g. với 
phương như trên hình 1.184. Momen xung lượng toàn phân của cả hệ đối với 
chốt quay có độ lớn L — 2v/2ïaza và hướng dọc theo OC, Œ là khỏi tâm của 
hệ. Chú ý rằng L nằm ngang vì khung nằm ngang. Momen gắy ra bởi trọng 
lực là 


M=ÔC x 4ng = Sĩ x 4mg. 
Từ đó 
dL 2v2Dm 
dứt M<== —#* xL=fÐxL 
ỏ đây 


_ 2V /2Dng — Dm 


_ 9V 2Tauh Tuy” 


là vân tốc góc tiên động. Và nó có giá trị là #2 Lm 


là ngược chiều kim đồng hồ. 


và khi nhìn từ trên xuỗng nó 


1212 


Chủng ta xem xét một con quay tự do lý tưởng, tức là một vật thể rắn đối 
xứng quay (với các momen quản tính 1 = /¿ < 1) được treo sao cho nó 
có thể quay tự do quanh trọng tâm của nó và chuyển động không chịu ảnh 
hưởng của momen quay. Giả sử œ(£) là vectơ vận tốc góc tức thời và L(£) là 
xung lượng góc tức thời. Chọn vectơ đơn vị u(¿) chỉ dọc theo trục đổi xứng 
của vật thể (liên kết với momen quản tính !;). Những vectø đó ở trong hệ quy 
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chiều quán tính mà đối với nó ta xét vật thể quay. Tìm biểu thức của L(?), 
œ(#), và u(?) theo các giá trị ban đầu uọ = u(0) và œo = œ(0). 

(UG, Berkeley) 
Lời giải: 

Giả sử £ = 0 ở thời điểm khi L, œ và trục đổi xứng của con quay u, cùng 
trên một mặt phẳng. Đặt một hệ tọa độ cô định Ozuz với gỗc ỏ tâm khối con 
quay sao cho ở thời điểm ¿ = 0 trục z đọc theo vectơ xung lượng góc L và trục 
y là vuông góc với vận tốc góc œạọ. Chúng ta cũng sử đụng một hệ tọa độ quay 
Oz*y'z' gắn với con quay sao cho trục z' trùng với trục đôi xứng và trục z' ở 
cùng mặt phẳng với các trục z' và z tại thời điểm ¿ = 0. Môi quan hệ giữa hai 
hệ tọa độ này được mô tả trên hình 1.185. Ở đó cũng định nghĩa các góc Euler 
là 0, v, ở. Chú ý rằng ban đầu trục z/ và y là trùng nhau và a = ựo = 0. 

Như ta quan sát trên hình 1.185, vận tốc góc œ(¿) của con quay có thể 
được biểu diễn trong hệ quy chiêu quay theo các góc Eurler 


DU = Ôsin  —  sin ổ cos Ú , 
Ly = Ôcos + ¿sỉn Ø sỉn Ú , 
¿;; — ÔcosÔ + tỦ. 


Vì các trục +”, và z' là trục chính, nên L có thể được biểu diễn như 
L= huy + I_ TẠI + Tau,.k Œq) 


vì  = l¿. Do không có momen quay tác dụng lên con quay, nên L = hằng số 
và dọc theo trục z. Ngoài ra, phương trình Euler 


Tao: =“ (h = 1a)6„'0y =Ũ 


do 7ì = l; cho 
QJ„r — hằng số = tUgz!. 
Vì 
L= (V/T?(ệ, +) +1Ÿu2,,= constant, 
chúng ta có 


tệ A2, = CONSVARL = 0, † 0), — 09: 


từ đó œq = ưpy = Ö. Do đó 


L= V TC  ên + lậuậ,, k. 
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L cũng có thể được điễn đạt theo các góc Eurle như sau (hình 1.185) 
U— —Èsinf€eostf + Lsin Øsin g] ` + LcosØkf 
trong hệ quy chiều quay. So sánh nó với (1) chủng ta tìm được 
Lcủs  = sua. 


điểu đó chỉ ra rằng cos Ø = hằng số = cos Øạ, chẳng hạn và do vậy ở = Ú. Ngoài 
ra, 


= Lsin  cos tt = Hịư¿: = —lqvdsin ØÐcos 1, 
đưa đên 
¬.: › 
BE: .šO hãng số 
Tưởng tự, 
1.cosØ = T¿„¿ = Ïla(2cosØ 1 ). 
đưa đến 
- — {s8 LcosÐ9 lạN Lcosf ( lạ ` h 
jU= ¬... TT = [l—_— lưa;;— hãng số. 
“.: h SẺ h 'T hào : 


Diểu trên có nghĩa là chuyển động của con quay đổi xứng, tự do gồm hai 
phân: sự quay với vận tốc góc quanh trục đói xứng và sự tiễn động với vận 
tỐc góc „› xung quanh vectơ xung lượng góc không đổi L. 


Hình 1.185 tĩnh 1.186 


Bây giò xét vectø đơn vị n(/}, dọc theo trục đổi xứng trong hệ quy chiều 
cô định (hinh 1.185) 


NỆP) = gìn C0š 2Ì t gìn 8sin 22] ~ cosfÐk. 
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Vì Ø = 0a tại  = Ũ, ¿ = 0, chúng ta có 
nu(0) = sin Øgi + cos đọk, 
Và vi  = ¿í, nên 
u(#) = uạ„ cos(¿@@)Í + uoz sin(@£)] + uozk, 


Hãy xét vận tốc góc œ. Trong hệ quy chiều quay chúng ta có đôi với thời 
gian ¿ 


œ = (—sỉn ổa eos , ¿ sỉn ổg sẵn , @ cos đo + } „ 
Vì Ø = ổn, ô = 0, và đổi với thời gian  = 0 
œo = (~¿sin ổa, 0. 2 cos đo + ý) = (60g°, 20g) - 


Như vậy 
œ = (UJpz/ COS 1Ù, —aJ0x: SIn 1, d20z!) 


TẤT: 3. 
œ= tệ † = LJ0. 


Do đó œ có độ lớn không đổi. Nó tạo một góc ø với trục z cho bởi 


Với 


œ; — (œ0: 
€OSœ = — = ——— 
uJ “E 


1 h 
—(2sin 0 cos? ÿ + @sin? 6a sỉn? g + ÿ eos? Øa + ý cos ổa) 
li 


__ + Ủ cosØo 


3 


uJ 


nó là một hằng số vì các đại lượng ¿, ,œ đều là hằng số. Nó tạo một góc 
với trục z' cho bởi 


Uy 0k” ¿coSØg + 
ứ “ u) 


nó cũng là một hằng số. Trong hệ quy chiếu cô định 


œ = (sin Ôcosœ — ổsỉn ¿, Ủ sin Ø sin @ — Ổ cos @, 1Ù cos Ø -L Ở) 
= (sỉn Øo cos ý, ý sìn Øp sìn @, ở cos đọ + @) 
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Vì 0 = 0a, 9 = 0. Ở thời điểm £ = 0, @ = ý = 0 do đó 


œọ = (ÙsìnØ, 0, ở cos Øg + Ò) . 


c(ơ(#) —= uũ„ cos(@f)Ì + ¿0x sin(@É)j + ðoxk . 


Các tiễn động của œ xung quanh L và u được vẽ trong hình 1.186. Lưu ý rằng 
tự bản thân u cũng tiễn động xung quanh L. ` 


1213 


Giả sử ï\, lạ, ïa là các momen quán tính chính của một vật thể rắn (đỗi với 
khối tâm) và giả thiết rằng các momen này là khác nhau với ï¡ > 7; > 1. 
Trong không gian tự do nêu vật thể được cho quay xung quanh một trong các 
trục chính nó sẽ tiếp tục quay xung quanh trục đó. Tuy nhiền, chúng ta quan 
tâm tới tính bền vững. Điều gì sẽ xảy ra nếu trục quay ban đầu là rất gần 
với (nhưng không thực sự thẳng hàng với một trục chính? Bên vững nghĩa là 
trục quay không bao giờ dời ra xa trục chính. Người ta thấy rằng chuyển động 
trong thực tế là ổn định đỗi với các trục chính rương ứng với ï\ và 1s, các 
momen quán tính lớn nhất và nhỏ nhất. Giải thích điều này bằng giải tích có 
sử dụng các phương trình Euler. ` 

(CUSPEA ) 


Lời giải: 


Giả sử œ\, ða,á2 là các thành phân của vận tóc góc đọc theo các trục chính. 
Khi đó sử dụng các phương trình Euler với momen quay bằng 0 
hến — @zøs(1a — lạ) = 0, 
ad — @341(13 ~ TỊ) = 0, 
laœa —02(1 Suý 1;) =0 ` 
chúng ta xem xét các trường hợp sau. 
(1) Giả sử ban đầu œ hướng gân như song song với trục z, nghĩa là u¡ >> 
œ2, 0a. Nêu œ2, ¿2 vẫn là nhỏ trong chuyển động quay tiếp sau thì chuyển động 
là ổn định. Vì || = hằng số và u› — vưệ + By + 2  „¡, nên chúng ta có thể 
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coi a¡ là hằng số đến bậc nhất. Khi đó 


ki n j?(a — h)(hì — Ta) 
KG: ha . 
ta = „(h ~ 12)Œ13 — I) 

ù Ja1› 


Vì J > lạ, lạ, các hệ số ở về phải của phương trình trên đều âm và các phương 
trình chuyển động có dạng phương trình của dao động điều hòa. Như vậy œ¿ 
và u¿ sẽ đao động quanh cùng các giá trị cân bằng và vẫn nhỏ. Do đó chuyển 
động là ổn định. Kết luận tương tự cũng được rút ra nêu ban đầu œ gần như 
Song song VỚI trục z. 


(ii) Nêu ban đầu ¿› gần như song song với trục . Xét tương tự ta được 


— 3 (lạ T— JẠ)(h — 1a) 


TƯ nnNớẴ: 
= /2(h = f2)(1a ca LONI 
Tan $ 


Vì 7¿ > 1¿, Tị > 1ạ, các hệ sô bên về phải đều đương và chuyển động là không 
ổn định, ít nhất là trong phép xấp xỉ bậc nhất. 
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Một quả câu có khôi lượng z, bán kính và mật độ đồng đều được gắn 
trên một thanh cứng có chiều đài / khối lượng không đáng kể sao cho quả cầu 
có thể quay xung quanh trục này. Quả cầu nằm trong trường hấp dẫn dầu, của 
trái đất chẳng hạn. Giả thiết quả cầu và thanh quay xung quanh trục z không 
có chương động (nghĩa là 6 là được cô định), vận tốc góc của thanh và quả cầu 
xung quanh trục z là ¿, và quả cầu quay xung quanh thanh với vận tốc góc Ô. 
Hãy tìm hệ thức giữa ằœ và © (bạn cũng có thể sử dụng giả thiết R#/! < 1 dù 
là không cần thiết cho dạng của nghiệm). Và quả bóng là chuyển động theo 
chiều vẻ phía trái hay phía phải của trục z? 

(Columbic} 
Lời giải: 

Hướng của quả câu có thể được miêu tả theo các góc Eurle 0, ø, ý (xem lại 

bài 1212). Vì không có chương động nên ổ = 0. Xung lượng góc của quả bóng 
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Hình 1.187 


xung quanh điểm gốc O (hình 1.187) là 
2 Đ., . : . 
hb= „1n qe+ † Ìsin Ở + 2rnỦ sin G; 


mnl2Qey + tnÌ” sin? Bác, 


k Suuái si .....ẻẽ. , 
trong hệ tọa độ trụ. Vì e; là cô định, Ø là một hằng sô, chúng ta có 


ĐI cà ồ 
dU - Ê aR?ode 


= —M, 
dt 5 di 


ở đảy A/ là momen quay gây ra bởi trọng lực. Vì 
S = đe ~ ¿SỈn fe„ = œsin@, 
phương trình trên trỏ thành 
2 ) 
=nHf du sìn He, = ley x ag(—e,) = Imgsin 8e„. 
x} 
Do đó 
¬.) 


7T 2R2Q'` 
Vì ¿ = w > Ú, quả bóng chuyển động theo chiều tay phải quanh trục z. 


1215 
Một con quay hỏi chuyển ở vĩ độ 45° Bắc được lắp trên một ổ trục sao cho 
trục quay bị buộc năm ngang mà nêu không thì không xuất hiện momen quay 
ổ trục. Tính đến sự quay của trái đắt, chỉ ra rằng hướng với trục quay dọc theo 
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phương Bắc - Nam định xứ là ổn định và tìm chu kì của các dao động nhỏ của 
trục quay xung quanh hướng này. Giả sử roto có thể được coi gần đúng như 
một cải nhẫn mảnh (nghĩa là các nan hoa và các chỉ tiết cỏ khối lượng có thể 
bỏ qua). (Trong quá trình tính toán bải toán sẽ đơn giản hơn khi viết vận tỐc 
góc của roto xung quanh trục z hình 1.188) để gộp chung sô hạng quay và 
của con quay và số hạng do sự quay của trái đât). 

(UC, Berkeley ) 


Hinh 1.188 


Lời giải: 

Sử dụng hệ quy chiều quán tính (r*gz“ cô định đổi với một ngôi sao ở xa 
mà ỏ thời điểm đang xem xét, nó cỏ gốc @ ở tâm khối của roto, trục z hướng 
theo hướng thẳng đứng, trục +“ hướng theo phía bắc và một hệ quy chiêu quay 
()ru: gắn trên trái đất có trục z cũng hướng theo củng trục z', còn trục z tại 
thời điểm đó hướng dọc theo hưởng trục quay của roto (hình 1.188). Kí hiệu 
vận tốc góc quay là «, momen quản tỉnh quanh các trục +, , z, tướng ứng lả 
C'. 1. z1, Khi xung lượng góc có các thành phần 


(Œ..U, 48) 
trong hệ quy chiêu quay vả 
(Cứu cosØ, Cu sẵn 9, 48) 


trong hệ quy chiêu cỗ định. Chú ÿ rằng thành phần z vỗn như nhau trong 
cả hai hệ quy chiều được đóng góp bởi chuyển động tiễn động. Trong hệ quy 
chiêu cô dịnh, vận tốc góc quay của trái đất ở vĩ độ A = 45° bắc có các thành 
phản 

Ý) 


O(cos 45”. 0, sim 45”) = và hỔ, lÚ 
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Ngoài ra, các momen quay duy nhất là những momen buộc trục quay phải 
nằm ngang do đó 
M„ =0. 


M= (Š) -(%) +ÐØxEL=0, 
đf 7s dịnh đt quay 


` À kì Tết tì 
thành phần z của nó là 


Vì 


„ , Cf\sin8 
A8 + ———— =0, 
v2 
hoặc 
„Cu 
A08+ ——60 =0 
v2 


đôi với góc 6 nhỏ. Chú ý rằng đối với @ x L chúng ta giải được các vectơ trong 
hệ quy chiều cố định. Phương trình cuỗi cùng chỉ ra rằng trục quay dao dộng 
điều hòa xung quanh phương bắc nam với tần số góc là 


`. C/Ð 
_ v24 
và sự định hướng là ổn định. Chu kì là 


2m v2A 
ID EH 1/1011 hen án 
“) 2R Cu 


Nếu roto được coi xắp xỉ như một cái nhẫn mảnh có khối lượng M và bán kính 
PB, chúng ta có 


2 
ĐIANjjP, l6, s2, 
2 vV2o 
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Một chiếc đĩa mỏng có khối lượng M và bán kính 4 được nối bởi hai lò xo 
có hệ số đàn hỗi k với hai điểm cô định trên mặt bàn không ma sát. Chiếc đĩa 
quay tự do nhưng nó bị ràng buộc quay trong một mặt phẳng. Khi không bị 
kéo căng mỗi lò xo có độ dài io, tại thời điểm cân bằng ban đầu chúng đều bị 
kéo căng tới độ dài ! > lạ như hình 1.189. Với dao động nhỏ thì tần số của các 
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Hình 1.189 


Hình 1.190 


kiểu dao động chuẩn tắc là bao nhiêu? Phác họa chuyển động của mỗi kiểu 
dao động đó. 

(Princeton ) 
Lời giải: 

Chuyển động của đĩa bị hạn chế trong mặt phẳng thẳng đứng. Giả sử độ 
dịch chuyển của khối tâm so với vị trí cân bằng là z và độ dịch chuyển góc là 
0, như mỏ tả trên hình 1.190. Xét tới bậc nhất của Ø, các lực phục hỏi là 

Tì =k(l+z_ lạ), F¿ = k(L— z — lạ). 
Các phương trình chuyển động khi đó là 
M‡ = Fạ — Eìị = —9kz, 


hoặc 
¬---:: 
#+ TT =Ñ ¡ (1) 
và - 
19 = (F¿ + Fì).Asinw, 
ỏ đây 7 = š M4? và „ được cho bởi 


sin(n—ø)  sin8 


I+2A14+z la 


SÌn ¿2 (TTˆ)zm9+~ ( 2)%. 


hoặc 
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nghĩa lả 
Š+ ứ=0. (2) 
Phương trình (1) cho ta tần số góc của đao động tuyên tính 


“J) — V M = 


Phương trình (2) cho ta tần số góc của dao động quay 


—— 4F =ip)(L+ 4) 
kUỚNG ; MIA 
Do đỏ các tằn số kiểu dao động chuẩn tắc của các dao động nhỏ là 
“ ¬ 
3n" V7 Liêu 
và chuyển động của hai kiểu đao động chuẩn tắc được mô tả trên hình 1.191. 


+ 


“Gt C2 


Tinh 1.191 


1217 

Một con quay đổi xứng đơn giản bao gồm một chiệc đĩa khối lượng A! bán 
kính r được gắn ở tâm €' của một thanh hình trụ khôi lượng không đáng kể, 
chiều dài ! và bán kinh a như ở hình 1.192. Con quay xoay với một vận tốc 
góc lớn «¡(£) và nó được đặt nghiêng một góc 9 so với phương thẳng đứng trên 
một mặt phẳng nằm ngang có hệ số ma sát nhỏ. Bỏ qua chương động và giả 
thiết rằng trong một chu kì tiên động tốc độ chậm dẫn của «(/) là nhỏ. 

(a) Mô tả toàn bộ chuyển động sau đỏ của con quay. 

(b) Tính tần số góc của sự tiền động (chậm). 

(e) Ước tỉnh thời gian cẫn thiết trước khi trục của con quay trở nên thắng 
đừng. 

(ÚC, Berkeley ) 
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Hinh 1.192 


Lời giải: 
(a) Chuyển động của con quay bao chủ yêu gồm ba thành phân sau: 


(1) quay với vận tốc góc + quanh trục đôi xứng của nó, 
(2) một tiến động chậm © quanh trục thẳng đứng gảy ra bởi trọng lực, 


(3) chuyển động của trục đôi xứng dẫn trỏ nên thẳng đứng do ảnh hưởng 
momen quay ma sắt. 


(b) Sử dụng hai hệ trục tọa độ với điểm góc @ như hình 1.192: một hệ 
quy chiểu cô định @2zụz với trục z hướng thẳng lên trên, vả một hệ quy chiêu 
quay (J2“wz° với trục z đọc theo trục đối xửng của con quay và cùng hướng 
như là vận tốc góc quay œ, tại thới điểm xem xét cả trục + vả +? đều ở trong 
cùng một mặt phẳng với z và :z', Chúng ta cỏ 


dt cô định tt quay 


Với điều kiện vận tốc góc quay «¿ là rất lớn, xung lượng góc toàn phần có thể 
lày xắp xỉ 
LIP 1k 


Hón nữa, vì «+ không thay đổi rõ rệt trong một chu kì tiễn động (#:j.uạy = 0, 


Chúng ta có 
đ1. 
( ) =fìxLT—rcx AfÍg 
tÌ cả định 
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với 

Ø = Ô(—sin 0,0, cos 0), 

L = (0,0, 7œ) 
Trong hệ quy chiêu quay, và 

Ì 
YC— (so. 3) ' 
E = ø(sin 9,0,cos 6). 

Trong hệ quy chiếu cỗ định, từ trên ta có 


TaưuO sin Ø — + Mng sìn ổ, 


2 
nghĩa là 
_ Mạ _ 1g 
— lu r2 ° 
» 1 
lạ = sMr? 


(c) Khi trục đổi xứng tạo một góc Ø với phương thẳng đứng, lực ma sát 
ƒ tại điểm tiêp xúc của thanh và mặt đất là xâp xỉ bằng uMg. Thực sự chỉ 
có mép bên trái ở phía cuỗi của thanh là tiếp xúc với mặt đât. Lực ma sát có 
hướng ngược với vận tốc trượt của điểm tiếp xúc và có hướng như mô tả trên 
hình 1.192. Lực này gây ta một gia tốc của khối tâm Œ của con quay và tại 
cùng thời điểm đó nó tạo ra một momen quay xung quanh Œ. Bỏ qua mọi điều 
kiện đặc biệt của thanh, chúng ta có thể lây momen quay xung quanh ŒZ xấp 
xỉlà 1 

+ uLMg- ah }. 


Momen quay này làm thay đổi độ lớn của góc Ø và là nguyên nhân làm cho 
trục đôi xứng của con quay đần trở nên thẳng đứng. 

Khi trục là thẳng đứng, đầu cuỗi của thanh cuỗi cùng tiếp xúc với mặt đất, 
do đó lực ma sát được phân bố đối xứng. Tổng momen quay quanh € gây bởi 
lực ma sát lúc này bằng 0. Thực tế momen quay của lực ma sát đối với trục z/ 
(quan hệ với thành phần z' của L) không cùng biến mất, nhưng khi thanh là 
quá mắnh thì momen quay là rất nhỏ và khiên cho œ chỉ giảm chậm. Chúng 
ta có gần đúng đối với momen quay ma sát 


". 
_n 24Mgli : 
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nghĩa là 
—HT3w — nHMgi 

hoặc 

TH -E 

dl — ru 
lẫy tích phân ta được 

0 „2 ờ 

n: SE, TU... Ñ 
g HgÏ trại 
1218 


Một con quay đôi xửng nặng với một điểm có định đang tiền động với một 
vận tốc góc ổn định 9 xung quanh trục thẳng đứng z. Góc quay œ“ nhỏ nhất 
đỗi với trục đôi xứng z“ của nó bằng bao nhiêu (z' nghiêng một góc Ø so với 
trục z)? Con quay cỏ khôi lượng rn và trọng tâm của nó ở độ cao Ù so với điểm 
cô định. Sử dụng các hệ quy chiều trong hình 1.193, tại thời điểm xem xét các 
trục z, :', z và 1“ ở trong cùng một mặt phẳng và giả thiết rằng 7¡ = /¿. 

(SUNY; Buffalo ) 


Lá 
chà 


. 


Hình 1.193 


Lời giải: 
Tham khảo định nghĩa về góc Euler trong bài tập 1212, momen gây ra bởi 


trọng lực là theo hướng vuông góc với mặt phẳng zz và trong hệ quy chiêu 
quay Øz“y'z' được gắn với con quay có các thành phần 


1h sìn Ö sìn th rrgh sản Í cús tỷ, Ũ. 
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Đôi với ï\ = ï¿, các phương trình Euler, áp dụng trong hệ quy chiêu quay là 


Tườt — (| — 1s}y2' = ngh sin Ô sin tÙ , 
Tuy — (Tạ — ]q)6zd¿' = Tngh sim Ú cOs  , 
lau„ =0. 


Vectơ vận tỐc góc œ trong hệ quy chiêu quay có các thành phần 
—jsin Øcos 1, $@sỉn 8sin , @cos + Ụ 


vì ổ = 0. Do đó viết Q theo ¿ và chú ý rằng ¿ = 0 đối với tiền động ổn định 
phương trình Eurle thứ nhật trỏ thành 


O2? — 1s) cos 0 — QIgú + mẹh = 0, 
từ đó cho 


`. mmgh + (l¡ — Ta)Q? cos 0 
Tc 1Q 


Tuy nhiên để Q là thực chúng ta cần 
1$? — 4(H — 1s)mạh cos0 >0, 


hoặc 


1219 


Trò chơi “Jack” là một trò chơi được chơi với những miệng kim loại, chúng 
có thể được xấp xỉ bởi sáu khôi trên các trục trực giao, các trục có chiều dài / 
và tổng khối lượng là A7, như mô tả trên hình 1.194 

(a) Nêu bạn quay Jack xung quanh một trục, sao cho có một tiên động ổn 
định xung quanh trục thẳng đứng, (hình 1.195) thì hãy cho biết mốĩ quan hệ 
giữa vận tốc quay s, tốc độ tiên động và góc 0 giữa trục thẳng đứng và trục 
quay của Jack? 

(b) Vận tốc quay phải bằng bao nhiêu để Jack quay ổn định xung quanh 
trục thẳng đứng (nghĩa là 9 = 0)? 

(Princeton ) 
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z , 
+}. 
: <>es 
Nhin từ Nhin từ 
mãi hên trên xuỗng 5 
Hinh 1.194 Hình 1.195 


Lời giải: 

Sử dụng hệ quy chiểu cỗ định (zrụ: và hệ quy chiêu quay 0@zz! như 
trong bài 1212, với () là điểm tiếp xúc với mặt đât và hệ quy chiêu quay gắn 
với Jack. Trục z đọc theo phương thẳng đứng vả trục z' là dọc theo trục quay 
như ở hinh 1.195, Momen quản tính đỗi với các trục z", ' và z* là 

lị = lạ — 4ml + 6ml” = 10mlẺ, 
lạ = đmIẺ, 
với mì = 1”, 

(a) Trong hệ quy chiêu quay, momen gây ra bởi trọng lực có các thành 

phân 
mail sẵn 8 sìn tì, GingL sẵn  CỐS tự, 0, 
và vận tốc góc œ' có các thành phẳn 


É sin tt — vàsin  €ÓS út, Ú Cos: Ê 2šIn 5H ứ!, ứ | s2cos0. 


các phương trình Euler khi đó cho 


jg . : 
TƯ NH..... sa n gìn Ø 8Ì tt, (1) 
hị: 
tu cE kJz⁄2J,' = * nìn Ø củs , (2) 
Xấu =IỦ: 


Phương trình cuỗi cùng cho 
gầy“ 3$ #e0sØ = 3 +Ê)cosÚ = constant. 


ở đây Ö là tốc độ tiến động. 
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(b) Nêu trục quay là gần thẳng đứng, 8 ~ 0 và chúng ta lẫy xắp xỉ sin 8 ~ 8, 
cús Ø = 1. Khi đó sin x (1) † cós ứ x (2) cho bởi 


5Ø + CC 30? — T) 0=0 


với 1 ~ ở, s = u. Do đó để sự quay là ổn định tại 9 = 0 chúng ta cẩn 


2)x- 30ˆ dụ  Dà 
hoặc 
3Ó 3ụ 
3 10/0 
1220 


Một mảy bay cảnh quạt bay theo vòng tròn, ngược chiều kim đông hồ nêu 
nhìn từ trên xuống với vận tốc góc không đổi v đổi với một hệ quy chiêu quán 
tính. Bộ cảnh quạt của nó quay với vận tốc góc không đổi d¿/¿tt và theo phi 
công là cùng chiêu kim đồng hồ. 

(a) Đôi với bộ cánh quạt phẳng và gỏm bổn cánh, hãy cho biết mỗi quan 
hệ giữa cảc momen quản tính? 

(b) Tìm độ lớn và phương của momen quay mà các ổ trục phải tác dụng 
lên trục cánh quạt để giữ cho máy bay bay vòng thăng bằng. 

(ÚC, Berkeley ) 


# 
dhx 
$ 


Zf 
È đỢP 
Hình 1.196 
Lời giải: 
(a) Đặt hệ tọa độ có định @)+z ở vị trí tức thời tại tâm của cánh quạt với 
trục z theo phương thẳng đứng và một hề quy chiếu quay Ó@ˆ'z“ cô định ở 
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cánh quạt sao cho trục z' dọc theo trục quay và trục z/ là đọc theo một là cánh 
quạt, trục z lẫy trùng với trục z' ở thời điểm đang xét như ở hình 1.196. Các 
trục tọa độ quay khi đó là các trục chính với các momen quán tỉnh. 


h=ilà=1, 


và theo định lý trục vuông góc ta có 7 = 27. Trong hệ quy chiều quay vận tốc 
góc có các thành phần 


Ủ, xsm , XCOS2, 
ỏ đây  = ý. Các phương trình Euler của chuyển động 
Tự — (là — la) = Mạ, 
lop — (là — hÌ@ue = Mù, 
lau — (lì — la)Uzudu = Mu 
Khi đó đôi với momen MI tác động lên trục cánh quạt sẽ cho 
À? x02 
vì  = hằng SỐ Và ƒz = 1a, 
My = 2Ƒ0x cos(0t) „ 
M:= —2l¿xsm(ÚJ†) ; 


đo x = hằng số. Từ đó 
M = 2l¿x 
và vì 
M„ =0, 
, My = McosU, 
Mĩ, — — M sìn t) Ó 


MI ở trong mặt phẳng của bộ cánh quạt và có hướng dọc theo trục của hệ 
quy chiếu có định. 


1221 


Một quả cầu hoàn toàn đồng chất có đường kính 20 cm, mật độ 5 g/cm 
đang quay tự do trong không gian ở 1 vg⁄s. Một con bọ thông mình nặng 
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) 3 gở trong một ngôi nhà không khỏi lượng, ngôi nhà đặt trên bề mặt của 
quả cầu ở một cực quay, như hình 1.197. Con bọ quyết định dịch chuyển xích 
đạo tới ngôi nhà bằng cách đi bộ nhanh tới vĩ độ 45° và đợi một khoảng thời 
gian thích hợp. Nó sẽ phải đợi bao nhiêu lâu? Hãy chỉ ra tại sao bạn có được 
câu trả lời. 

Lưu ý rằng: bỏ qua tiên động nhỏ gắn với chuyển động của con bọ trên bể mặt 
của quả câu. 
(Princeton ) 


Hình 1.197 Hinh 1.198 
Lời giải: 

Sau khi con bọ dị chuyển tới vị trí vĩ độ 45°, thì vận tốc góc không còn 
trùng với trục chính của hệ thông nữa. Điều này làm cho quả cầu tiên động, Vì 
khối lượng của con bo là rất nhỏ so với quả câu, khôi tâm của hệ có thể được 
lẫy ở tâm của quả cầu @). Sử dụng hệ tọa độ cô định Tuợc với trục z đọc theo 
phương ban đầu của œ và một hề quy chiêu quay Óz :“ gắn với quả câu với 
trục :ˆ đi qua vị trí mãi của con bọ, với các trục r và z' nắm trong cùng mặt 
phẳng với trục z và :' tại ? - 0 như trên hình 1.198. Vì hệ ở trong không gian 
tự do nên không có ngoại lực. Chúng ta giả thiết rằng con bọ dịch chuyển tới 


vị trí mới nhanh tới mức u vẫn giữ nguyên tại thời điểm t = 0 cũng như đôi 
với ? < Ú. 


Các trục quay là các trục chính mới. Giả sử các momen quản tính tương 
ứng là /\, I; và f¿ với f¡ = !; do đôi xửng. Vậy các phương trình Euler là 


ly — (lì — Ía)w¿ — Ö, (1) 
Là Hạ TH) =Ö, (2) 
Ïa¿. = U. (3) 


Phương trình (3) chỉ ra rằng 


„' — hãng SỐ = up. 
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Các phương trình (2) và (3) khi đó cho ta 
Ø„ + O2; = 
với Q = |sg" | uo;:. Nghiệm của nó là 
tuy: = Ácos(Of + ở), 
ở đây 4 và ¿ là các hằng số. Khí đó phương trình (2) cho 
œ„„= Asin(QOt+ð). 


Ỏ thời điểm ban đầu, các thành phân của œ trong hệ quy chiếu quay là 
œ) 


LU, =0 
—=-, ,=Ũ, @nA„' —= ——-. 
v2 k Xã v2 


t0, — — 


Chúng cho ta 


Do đó ở thời điểm í, « có các thành phần 
ú 
Uy: = -— COS(Q‡ + 7), 
ba ⁄2 ( ) 


“ 
(„„ = —= sIm(O# + 7), 
Mà V2 ( ) 


u) 

v2. 
^ 5 ^ 1 ` ` 2 ` Ạ SỈ GA ˆ H 

Như vậy, cả độ lớn và thành phân z“ của œ đều là không đổi và vectơ vận tốc 

góc œ mô tả một hình nón trong vật rắn với trục dọc theo trục z”. Nói cách 

khác, œ tiền động xung quanh trục z/ với một tốc độ góc 

Tạ — 1 

tÑ 


DƯ = 


ằœ 


v2. 
để đường xích đạo ở vị trí ngôi nhà của con bọ thì vận tốc góc œ phải ở nửa 
dường giữa các trục zˆ và z/, nghĩa là 


Q= 


` T4 = v3 ằ/ = Ũ, („! —= v2 ` 
Điều này nghĩa là (}¿ = z, hoặc thời gian cần thiết là 
mẻ V2ml ñh à V?m 2MR2 
9Q ¿ lh-h| — u 5m2 
2Vv2m /4 4v2 : : 
= DJ 5T _rRẦp 10 =6 x 108 s.. 
DAO) 3 
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1222 
Một thanh nằm ngang cỏ khối lượng m độ dài 2a. Hai đầu của nỏ được 
treo băng hai sợi dây song song có độ dài 2z. Thanh này đột nhiên bị tắc động 
một vận tộc góc œ quanh trục thẳng đứng qua tâm của nó. Hãy tỉnh 
(a) khoảng éách mà thanh sẽ nâng lên, 
(b) độ tăng lực căng ban đầu của mỗi sợi dây. 
(Wisconsin } 


L_-zz—4^ 


lĩnh 1.199 
Lời giải: 


Sử dụng một hệ tọa độ có định với gốc ở tâm của thanh, trục z theo phương 
thẳng đứng và trục z dọc theo phương ban đầu của thanh, như hình 1199. 


(a) Chọn mặt phẳng z như là mức chuẩn cho thế năng. Cơ năng toàn 

À " s ` .P 3 h ` .. ˆ ˆ ˆ , 
phân của thanh tại thời điểm f - 0 khi nỏ vừa bị tác động một vận tỐC gÓC „¿ 
là 

l> + 5 
E = bu = _N 

vì 1 — }maẺ. Khi thanh ở vị trí cao nhất /, nó chỉ có thế năng mạh. Theo định 
luật bảo toàn năng lượng ta có 


Trị gh : na“, 
xe h2, 
, 6 


hoặc 


(b) Do đói xứng, thanh sẽ luôn luôn nằm ngang trong quả trình chuyển 
động khi nỏ quay xung quanh trục z. Giả sử tại thời điểm + thanh ở độ cao z 
và nỏ tạo với trục z một góc 0. Giả thiết các sợi đây là không bị giãn và khoảns 
cách giữa kiểu treo ¿1 và điểm cuôỗi 4 của thanh là không đổi. Tọa độ của 4 
và 4” tương ứng là (a cosØ, ø sỉn , z) và (a,0,2a). Như vậy 


a”(1— cos Ø)° +a sin°8 + (2u z}° = 4a? , 
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nghĩa là 
z? — 4az + 2a?(1— cos 8) = 0. 


Đạo hàm hai lần theo thời gian chúng ta thu được 
#2 + sš ~ 2aš + 28 sim 6 + a28” cos 8 = 0, 


hoặc 


# 


=. sIể + 2Øsin Ø + a26° cos 0]. 
H= 


Ở£=0,0=0,z=0,¿= 0,0 = u, chúng ta có š = ‡au?. Như vậy lực tác 
dụng thẳng đứng lên thanh tăng một lượng mm? = smau2. Do nó được treo 
bằng hai sợi dây tương đương nên độ tăng lực căng trên mỗi dây là 

] ÂN 


AT= Di = mau 


1223 

Một thanh đồng chất chiều dài 2a và khôi lượng M bị quay với vận tốc 
góc không đổi „: trong một vòng tròn nằm ngang có tâm là B và bán kính ö. 
Thanh có khớp nỗi ở A sao cho nó chỉ có thể dịch chuyển rự do trong mặt 
phẳng thẳng đứng chứa nó. Góc giữa phương thẳng đứng và thanh là 9 như 
hình 1.200. Lực trọng trường của quả đất là theo phương thắng đứng. 

(a) Tính động năng và thê năng của thanh theo 6, ổ và u.. 

*(b) Tìm biểu thức tổng quát cho các vị trí cân bằng có thể của thanh. 

(e) Giải biểu thức tìm được ở mục (b}) bằng phương pháp đỗ thị để tìm các 
vị trí cân bằng trong các góc phần tư 0 giữa 0 và 2. 

(d) Vĩ trí cân bằng nào là ổn định? Không ổn định? Với mỗi góc phần tư 6 
các vị trí cân bằng tổn tại phụ thuộc vào các thông số œ, b và a như thê nào? 

(e) Với mỗi góc phân tư 9 hãy vẽ giản đồ lực để kiểm tra định tính sự tồn 
tại và bản chất của các vị trí cần bằng. 

(MIT) 

Lời giải: 

Sử dụng hệ trục Oz“/z' với gốc Ó trùng với Z#, trục z dọc theo trục quay 
của vận tốc góc ¿ và trục z ở trong mặt phẳng thẳng đứng chứa trục z' và 
thanh. 
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Hình 1.200 Hình 1.201 
(a) Trong hệ quy chiêu quay động năng của hệ là 


T= g1Að? = g: ạm a?.0? = smatj? : 

Thế năng bao gồm hai phản, thê năng ly e1 và thê năng hấp dẫn. Trong hệ 
quy chiêu quay, lực ly tâm tưởng tượng rr„°z“ phải được đưa vảo trên mọi 
điểm khỏi lượng m, tương ứng thể năng là — 1g 2, Với toàn hệ thế bồng ly 
tâm tưởng tưởng đó là - sI; 2, ð đây 1: — ]ma?sin? 8 + ru(b + asin 8)°, Vì 
thể năng hắp dẫn là møø cos 9, chúng ta có 


V= am bể sin” Ø + (b+ esin6)?] uˆ + mgacosÐ. 


(b) Để cân bằng, = 0, nó cho ta phương trình cho các vị trí cần bằng 
có thể của thanh 


: 4 
—Trku? Ú | yasin0) ‹+COSŨ  TngasinØ =0, 
hoặc 
2 
tgổ = => É + 1sn9) : 
j @ 3 

(e) Giả sử về trải trong phương trình trên là ƒ¡ và về phải là ƒ; và chúng 

được vẽ như các đường cong trên hình 1.201. Các vị trí cân băng được cho bỏi 


các điểm giao nhau trên để thị. Có thể thấy rằng vị trí cân bằng xảy ra trong 
các góc phản tư thứ hai và phần tư thử tư của 6. Trong góc phần tư thứ ba, 


#¡i = tg# là dương, và 
Jà= (ÿ + mm sỉn 0Ì) „2 
g 3g 
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vì sin Ø là âm. Ta thấy rằng chỉ khi ƒ; là đương và đủ lớn có thể có một hoặc 
hai vị trí cân bằng, các trường hợp khác sẽ không có vị trí cân bằng. 
(đ) Để vị trí cân bằng là ổn định chúng ta cần 
dV 
g82 7." 


ỏ vị trí đó. Vì 


= = -mu? Ắ + øsin6) q cos Ô — rngasin 9, 
chúng ta cần 
sa ma (cos” 8 — sìin? 8) + mabu? sản Ð — mgo cos Ø 
„2 
NT. si to sin tg2Ø + bu?tg?0 + b2) 


ma cosÊ 0 2 
để vị trí cần bằng Ø là ổn định. 
Khi Ø ở góc phần tư thứ hai [T, z], vì sinØ > 0, tgØ < 0, chúng ta có 
d2V 
và cân bằng là ổn định. 
Khi Ø ở góc phân tư thứ tư [3*, 2n], as sin đ < 0, tgØ < 0, chúng ta có 
d?V 
dạ? <0 
và cân bằng là không ổn định. 
Khi Ø là ở góc phần tư thứ ba {m, 37], chúng ta viết 


d2V _ macos29 (A4  s.. 2a . 
402 ` sa0 lầm sin 0tg”Ø + bu^ sec ) 


2 2 
_ 1mŒ@“ (3  a _— _ T0 1 co 0g 
ng (lan 0+0) ° lãm ( sa| sin 6| ) 
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nà) tuì (it, 


Hình 1.202 


vì sinØ < 0. Khi đó nêu ø < 1a|sinØ|3, cân bằng là ổn dinh và nêu b > 
1ø| xin 0|', thì cân bằng là không ổn định. 

(e) Giản đỏ lực cho mỗi trường hợp cân bằng được mô tả trong hình 1.202, 
trong đó (¡), (1), (iii) tương ứng với các góc phần tư thử hai, ba và bốn, với 
7T và kí hiệu tựa do bản lễ và lực ly tâm tưởng tượng. Xét độ lệch nhỏ äứ 
khỏi vì trí cân bằng chúng ta thấy rằng (¡) là bền còn (ii) là không bên, trong 
trường hợp (ii) tình huông là khá phức tạp. Việc cân bằng hay không cần bằng 
ở đây là phụ thuộc vào các giả trị tương đối của tham số. 


4. ĐỘNG LỰC HỌC CỦA CÁC VẬT BIÊN DẠNG ĐƯỢC (1224 1272) 


1224 
_ Một sợi dây bị kéo căng giữa hai giả đữ cứng cách nhau 100cm. Trong dải 
tắn số giữa 100 và 350 Hz chỉ có các giả trị 160, 240, 320 Hz là có thể bị kích 
thích. Hãy cho biết bước sóng của mỗi kiểu dao động? 
(Wisconsin 
Lời giải: 


Khi hai dẫu của dây bị cổ định chúng ta có nñÀ = 2/., ở đây 1, là độ dài của 
sợi dây và ø là một số nguyên. Cho bước sóng ứng với các tần số 160, 240, 
320 Hz tương ứng là Àu, Ài, À¿. Khi đỏ 


TrẦu — (œ= + l]AÀt — (m + 2)À¿ = 200, 
16ÖÀg = 240A = 320Àa¿. 
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Như vậy n = 2, và 


Àn — 100 cm, Ày = 87 cm, À›¿ = 50 em. 


1225 
(a) Viêt phương trình liên hệ tẳn số cơ bản của một sợi dây với các tính 
chất vật lý và hình học của sợi dây. 
(b) Bạn hãy rút ra kết quả từ các phương trình Newton bằng cách phân 
tích những gì xảy ra đôi với một đoạn nhỏ của sợi dây. 
(Wiscoansin } 


tinh 1.203 


Lời giải: 

(a) Giả sử „ là tần số cơ bản của một sợi đây có độ dài !, mật độ tuyến tính 
ø và lực căng `. Phương ưình liên hệ £'.¡ và ø là 

xã. 

(b) Xét một đoạn nhỏ .^! của sợi dây dọc theo phương z chịu các dao động 
nhỏ và coi Ƒị, F¿ là các lực căng ở hai đầu, như hình 1.203. Với đao động nhỏ, 
0 = 0 và A9 là lượng nhỏ bậc hai. Hơn nữa vì không có chuyển động của z, 
chúng ta có thể lây thành phần z của lực trên đoạn A/ là bằng 0. Do đó 


t„ = F¿cos(0 + A0) — PFicos8 


(Tạ — Fì)cos — FạA0sin Ð 
F„—FẠ—=0, 


là 


ù 
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hoặc ta xứ). Khi đó 


v— Fsin(0 + A6) ¬ Fsin 8 x rẺ< “A0 
= Fcos 9S Az GÀ FCAz Ề 
Đãi với góc đ nhỏ, 
„_~¬ dx  dr2 ` 
và phương trình trên trở thành 
82y 8y 
pAlss = F2 Ax 
theo định luật hai Newton. Vì A! ~ Az, điều đó cho 
ðều  pổiu _ 
z2 PØ9 - 


7 TA ` ^ ⁄ l=. ẦÀ 
nó là phương trình cho một sóng với vận tốc truyền 


Đối với kiểu dao động cơ bản trong một sợi dây chiều dài ¿ với hai đầu được 
gắn có định, bước sóng À được cho bởi j = À/2. Do đó tần số góc cơ bản là 


1226 
Một sợi dây đàn viôlông có độ đài r và coi là cô định chắc ở cả hai đầu. 
Âm cơ bản của sợi đây hở có tần sô là ƒa¿. Người nghệ sĩ kéo vĩ trên sợi dây 
đàn ò vị trí L/4 kể từ một đầu của sợi đây và chạm nhẹ ở điểm giữa. 
(a) Trong những diều kiện này, tần số thập nhật người nghệ sĩ có thể kịch 
thích đây đàn là bao nhiêu? Phác họa hình đáng của sợi đầy. 
(b) Với những điều kiện này, tần số của họa âm cao thứ nhật là bao nhiêu? 
(Wisconsin ) 
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Hình 1.204 


Lời giải: 

(a) Với sợi dây đàn hở, bước sóng Ao tương ứng với tần số cơ bản ƒ› được 
cho bởi Ao/2 — },. Khi người nghệ sĩ kéo vĩ ở vị trí L/4 từ một đầu đây và chạm 
vào dây đàn ở vị trí L/2, điểm trước là nút sóng còn điểm thứ hai là bụng sóng 
đo đó Ào = L. Do đó, sợi dây đàn có dạng như hình 1.204 và ƒạ « l/^Àa, tần 
số cd bản là 2ƒa. 

(b) Tần số của họa âm cao thứ nhất 4ƒo. 


1227 


Một sợi dây đàn ghita có chiều đài 80 em và tần số co bản là 400 Hz. Trong 
kiểu đao động cơ bản của nó thì độ địch chuyển lớn nhất ở chính giữa là 2 cm. 
Nếu lực căng của sợi đây là 108 đyn, thì cực đại của thành phần lực ở điểm 
tựa cuỗi, vỗn vuông góc với vị trí cân bằng của sợi dây đàn là bao nhiêu? 

(Wisconsin ) 


xí(cml 
Hình 1.205 


Lời giải: 

Sử dung hệ tọa độ Descartes với trục z đọc theo vị trí cân bằng của sợi dây 
và gốc đặt ở một trong các điểm cuỗi của nó. Khi đó hai đầu cô định tại các vị 
trí  = 0 và z —= ¡ = 80 cm, như hình 1.205. Tại z = 0, thành phân z của lực 
tác dụng lên điểm tựa là 


Ey =Tsin 6 ~ Tổ > TỘẺ 


“4H 
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ở đây 7' là lực căng trên sợi đây. Sợi dây đàn có dạng hình sin 


m1 


nH _— Jmu __ 31U __ TU — ˆ 
VỚI  = ẨÃ ñ, sọ o —= 2 cm, Như vậy 


 =2sin (¿:— s0) cm. 


Do đó ở z =0, 
2T 


Fụ= —-an. C0 (#) 


T 
Fymax = T0) = 7,85 x 10! đyn. 


1228 


Một sóng hình sin truyền theo phương ngang trên một sợi dây bị kéo căng 
có khối lượng trên đơn vị độ dài ø, có tần số u› và vận tốc sóng là e. Biên độ 
cực đại là ¿a, ở đây u << A. Sóng truyền theo chiêu tăng của z. 


(a) Viết biểu thức của biên độ như hàm của ¿ và z, ở đây z là khoảng 
cách đo dọc theo đây. 

(b) Mật độ năng lượng (năng lượng/đơn vị độ dài) là bao nhiêu? 

(c) Cho biết công suât truyền dọc theo đây? 

(đ) Nêu sóng được tạo bỏi một thiết bị cơ học ở điểm z = 0, tìm lực ngang 
Fyu() tác dụng lên sợi dây. 

(Wisconsin ) 

Lời giải: 

(a)  = #osìn |¿(£— $)]. 

(b) Mọi điểm sóng truyền qua đều tham gia chuyển động điểu hòa đơn 
giản. Xem xét một phần tử của dây từ z tới z + Az. Cơ năng của phần tử này 
là tổng của động năng và thê năng và là một hằng số bằng cực đại động năng 


của phân tử này. Vì 
. + 
 —= u1o COS |» (: — ¬)| ` 
C 
vận tốc dao động cực đại của phản tử là so và cơ năng toàn phản của nó là 


1 3 1 
sâm - 0“ ộ = 20 2UOA+. 
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Do đó năng lượng trên đơn vị độ dài của dây là 
-.... 
t= 3/2 Vũ : 


(c) Vì sóng truyền ở vận tÔc é, năng lượng truyền qua một điểm trên sợi 
dây ở thời điểm ¡ là Ect. Do đó công suất được truyền là 


1 ũ 
s0 tộ : 
(đ) Lực căng 7 của sợi dây được cho bởi e = V (bài tập 1225). Lực 
ngang do thiết bị cơ học tác động lên đây ở vị trí z = 0 là (bài tập 1227) 


t0) T (5) = Ø©/10 COS(U#). 
SG, 


1229 ° 


Một sợi dây đàn viôlông có chiều đài 0,5 m và có tần số cơ bản là 200 Hz. 

(a) Cho biết tốc độ của một xung ngang truyền trên sợi dây này? 

(b) Hãy vẽ dạng của xung ỏ thời điểm trước và sau phản xạ ở một đầu si 
dây. 

(c) Hãy vẽ phác họa hình dạng của sợi dây trong hai kiểu dao động bậc 
cao hơn tiếp theo và cho biết tần sô của mỗi kiểu dao động. 


(Wisconsmn ) 
t~^~ 
Trước phản xạ 
FC =—-~~Z '\:k00Hy 
hờ 
——~^<—~Z~--^* ï:600Hz 
Sau phán xạ 


Hình 1.206 Hình 1.207 
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Lồi giải: 
(a) Với một sợi đây có độ dài ! bị gắn chặt ở hai đầu, thì bước sóng À của 
kiểu dao động cơ bản được cho bởi À/2 = !. Từ đó 
ø = Àư = 2Ì = 2 x 0,5 x 200 = 200 m/⁄S. 
(b) Hình 1.206 cho ta hình dạng của một xung trước và sau khi phản xạ 
từ một đầu sợi dây. 


(e) Các tần số của hai kiểu dao động bậc cao hơn tiếp theo là 400 Hz và 
600 Hz. Hình đạng tương ứng của sợi dây được mỗ tả trên hình 1.207. 


1230 


Một sợi dây đàn piano có chiều dài ! được cô định hai đầu. Sợi dây có mật 
độ khối lượng tuyến tính ø và lực căng 7. 

(a) Tìm các nghiệm được phép cho đao động của sợi dây. Các tần số và 
bước sóng cho phép của sợi dây là bao nhiễu? 

(b) Ở thời điểm £ = 0 tại điểm giữa sợi dây bị kéo ra một khoảng cách s so 
với vị trí cân bằng, đo đó nó tạo thành một tam giác cân. Sau đó sợi dây được 
thả ra (s < !, xem hình 1.208). Tìm chuyển động tiếp theo của sợi đây bằng 
phương pháp phân tích Fourier. 

(Columbia ) 


Hinh 1.208 


Lời giải: 
(a) Dao động của sợi dây được mô tả bởi phương trình sóng (bài toán 
1225) 
ðềy ơðỀy —ọ 
öx? T82 — ` 
theo các điều kiện 
v(0,9) = y(LÐ) =0 
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đối với tất cả ¿. Giả sử 

v(,£) = Xứ) A() 
và từ trên ta thu được 

1 8X _ Ø d?A 

Xdry — TA d2 2 
Vì về trải của phương trình chỉ phụ thuộc vảo z và về phải chỉ phụ thuộc vào 
+ nên mỗi về phải bằng một hằng số; giả sử nó là —k?. Khi đó chúng ta có các 
phương trình vi phân thường 

d2X 

—>+kˆX=0, 

dz2? M 

TA 


Em +?2k2A = 0, 


ỏ đây ò = \/?. 


ơ 


Nghiệm của các phương trình trên tương ứng là 


X(z) = c¡ cos(kz) + casìn(kz) , 
A(f) = bị cos(uÈl) + bạ sìn(0kt) . 


Với điều kiện biên X (0) = X() = 0, chúng ta có 
œq =0, c; sìn(kÙ) =0. 


Vì cả cị và c; không thể bằng 0 (nêu không z(z,¿) phải đồng nhất bằng 0), 
chúng ta phải chọn sin(kÌ) = 0 hoặc 


kÌ = TT, 512đ ¡ 
Như vậy nghiệm tổng quát được phép là 


®œ 
ỉ \ 
XE 5| 295m ]/P SH m J| hiện D 


n—] 


ở đây ta đã thay các hằng sô tích phân be; bởi Aa và bạc; bởi Bạ„ với n là số 
nguyên. Mỗi số hạng trong nghiệm tổng quát là một nghiệm được phép tương 
ứng v ới một kiểu dao động cho phép. Chu kì dối với kiểu dao động thứ ¡ 
được cho bởi 

nu 


—r Tn = 2n, 
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b Á 1A 
tần số là 


và bước sóng là 


LƠNG. ho 
z l—øœ 3 : 
điều kiện ban đầu là 
ị 
s đổivi  0<z<=, 
l 2 
v0) = 2s — z}) Đ Svj ỉ 


Hơn nữa, ban đầu sợi dây ở trạng thái nghỉ, bỏi vậy 


Từ đó 
B„=0, 
và 4„ được cho bởi 


se) 
: 11T 

y(z,0) = 3. sin (T) 8 

ml 
Nhân cả 2 về với sin(rzrz/1) và lây tích phân từ 0 tới ¡ 
c2 >3 Lo 6g 
ũ Ụ ` Ị = 7L 0 Ị Ị 
ỉ 
ty s n7 
= Am | si” ( T )+z 


TT 
= cai sin2 £đ£ = Ai) : 
ũ 5 
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Từ đó 


=ï ?ƒ # sỉn (T) án ị _ 7) sỉn (72)~| 
84 


ta đã sử dụng các công thức 
VI, : ] 
sin(rnz) sit(nz)d+ = 2T Ômn : 
q 
: q2, + 
[ zsintaz)dz = -:sim(az) — ~ cos(az) . 
a “ 


Như vậy chuyển động của sợi dây được mô tả bởi 
(x,!) » 8s —_ (3) : TnTUÊÀ . (2) 
= sin | — sin ( —— 
1%, ~ (nm)2 5 NG h 7 
VỚI U = . 


1231 

Một lò xo ô trạng thái nghỉ có độ dài X, hệ số đàn hồi k và khối lượng rn. 
Một đâu nó được gắn cỗ định, đầu còn lại gắn với một vật nặng có khối lượng 
1⁄4. Vật M chuyển động không ma sát theo phương ngang trên bể mặt. 

(a) Viết phương trình sống đôi với dao động theo phương đọc của hệ này. 

(b) Tìm tần số của kiểu đao động thắp nhất theo khối lượng trong trường 
hợp khi Aƒ và k là hữu hạn và mm < MM, 

(Princeton ) 
Lời giải; 

(a) Đặt trục z đọc theo chiều dài lò xo với góc ở đầu bị gắn cô định vào 
giá. Xem xét một đoạn Az trong khoảng từ z tới z + Az như hình 1.209. Lúc 
đó, khi ÄAZ dịch chuyển về phía phải thì điểm z dịch chuyển tới z + £ và điểm 
+ + Az+ dịch chuyển tới z + Az + £ + A£ như hình 1.210. 


362 Bài tập & lời giải Cơ học 


Hình 1.209 


x.Ẹ x«Ax-»É+Á£ 
Hình 1.210 


Coi ơ là suất Young của lò xo. Lực phục hồi #' được cho bởi Ƒ = aøAi/1, ở 
đây a là diện tích tiết điện của lò xo và A¿/! là độ đãn trên đơn vị độ dài. Viết 
Ko thay cho aøơ. Lực tổng hợp lên đoạn đang xét là 


"mí: ö 
pếx¿=lt/E Ất (lễ). sễ ly (l). 


mà theo định luật hai Newton nó bằng øAz (6?£/ô12)„, ø là khối lượng trên 
đơn vị độ dài của lò xo, giả thiết không đổi đôi với các độ đãn nhỏ. Bởi vậy 


. tổ JuácC Lê J2... lệ : 


ôt? p Az p \Xðz? 
hoặc 
8£ m Ø ñ 
Ôz?  KẹX82 — `` 


Dây là phương trình lan truyền sóng dọc theo lò xo và cho vận tốc truyền là 


` _=". ẽn 
m m 
do k = Kg/X theo định nghĩa. 
(b) Thử một nghiệm 
€Œ,) = §o() cos(ut + 0) ; 
ö đây œ, ¿ là các hằng số. Thay chúng vào phương trình sóng ta được 


a2 
đế ¿ K?gg =0, 
0x2 
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ỏ đây 
„_ mư? — „2 


1... nã k 


Nghiệm tổng quát của nó là 
£o = Asin(Kz) + Bcos(Kz), 


A, B là các hằng số tích phân. Điều kiện biên £o = 0 ở z = 0 cho 8 = 0. Từ 
định luật Newton hai chúng ta có 


Ø£\ _ 8£ 
H Lễ), SA, (), 


mn 
=M: 
` z -3„ 7 , +, .. X VÀ yx h À £ ^ 
mà có thể giải để đưa ra các giá trị của K, và từ đó rút ra các tân sô dao động 
“của lồ xo. 


hoặc 
KXty(KX) 


Đối với mm << M và tần số thắp nhất, tg( X ) ~ KX và phương trình trên 


trỏ thành 
u?m 
k 
` h À Á 2 H H ` 
từ đó cho tân sô góc thập nhật là 


Lưu ý rằng đây chính là tần số đao động của một dao động tử bao gồm 
một lò xo khối lượng không đáng kể, hằng số lực k với một đầu được gắn chặt 
và một đầu kia gắn với vật có khối lượng A. 

Để thu được nghiệm gần đúng chính xác hơn, ta khai triển 


tg(KX) = KX + s(Kx)? + 


và chỉ quan tâm tới số hạng dâu tiên. Khi đó, chứng ta có 


—1 
#7 lo G | Sa lào vi 2 
(KX) =1 J1 +sX#| King " j(KX#] : 
hoặc 
: 3m 
2_— 
NIN 


2#-äTitG CƠ HỌC 
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từ đó cho 
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(a) Giá sử bạn có một lò xo khối lượng đều trên đơn vị độ dài là ø chiều 
dài ! và hai đầu bị giữ với lực căng 7'. Thiết lập phương trình cho các đao động 
ngang nhỏ của lò xo và sau đó tìm các tần sô dao động riêng. 

(b) Bây giờ ta xét trường hợp một lò xo được thả một đầu tự đo, đầu còn 
lại được gắn vào một cái sào thăng đứng và nó quay xung quanh cái sào này 
với vận tốc góc ¿; (bỏ qua tác dụng của lực hắp dân), như hình 1.211. Hãy 
thiết lập phương trình của các dao động nhỏ trong trường hợp này. 

(c) Tìm các tần số riêng. 

(Gợi ý: phương trình bạn tìm được phải có các số hạng tựa như các số hạng 
của các đa thức Legendre). 

(CUSPEA ) 


Hình 1.211 


Lời giải: 
(a) Xem xét một doạn của lò xo như trên hình 1.212. Thành phần của 
lực căng ở z là 


Fy(Œœ) = —T'sin8 ~ -79  —T (#) : 
+ 


Tương tự ở z + Az 


++Az)x7 (2) § 
Ổz z+Àz 
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Chủ ý rằng 7' là hằng sô. Như vậy 


Pu l2' z-ÄX xi r2) =7 (2) = (s4 | -Trẻ. (7) -.Áz 
L VỮ 2 _ ;0tx  ;_ vã 0r \Ø+ 


Đoan cỏ độ đài A+, khôi lượng øÄz, và áp dụng định luật Newton hai cho 
đoạn này ta có 
Ù°ụ _ nu 
Ø2 T013 
Đây là phương trinh sóng cho các đao động ngang nhỏ, vận tóc truyền là 
ø = \/#, Nghiệm tổng quát là (bải tập 1230) 


=0. 


> 


l ru trmru† TỊ7Tt 
1U, ÉJ == zÌn COS — Ö„ sìn sin s 
viet) = Š) (Anens”T nh” 


m1 


s ầ Ẩ se. ˆ 
Các tân số riêng là 
tủn HT — TU 


9m — 9m 21 ` 


ý T 
8 
~^r~ s 
x 


x*X XxsÂX 


Lạp —— 


Hình 1.212 


(b) Lây hệ quy chiều quay (2ryz gắn với lò xo, trục dọc theo trục quay 
và trục z là đọc theo lò xo. Ở đây một lực ly tâm tưởng tượng tác động lên lò 
xo được cân bằng với lực căng. Xét đoạn Àz trên lò xo. Chênh lệch lực căng 
giữa các điểm mút của lò xo là 


-ÁT' = pd - ru, 


từ đó 


Lấy tích phân và áp dụng diễu kiện biên 7' = 0 tại z = ! ta được 


L..-Tøn: : 
+= 2e°(Ú x71» 
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Làm theo quy trình ở (a) ta được „ 


— („Ð9 ðy 
F(œ + Az) — Fu(r) . (ra). 


Theo định luật Newton hai ta được 


[JA` 


83 ð [1 
*aạ — a„ |2 


hoặc 


8 |ư z2) BỊ 2 83 


ðz ñr|_ u2ôi2' 


dối với các đao động ngang nhỏ. 
(c) Thử một nghiệm kiểu y ~ e—?®! và giả sử £ = †. Khi đó phương trình 
trên trở thành 
3*y ôy „ 202 


3 = 
NI) giấc song TH Và 


với 0 < £ < 1. Phương trình vi phân này có các nghiệm hữu hạn nếu 
20? 
=> = nín + 1) ' 


n là số nguyên. Phương trình trên được biết như phương trình vi phân Leg- 
endre và các nghiệm là đa thức Legendre. Do đó các tần số riêng được cho 
bởi 


LỆ? œ JÌ 
KH =2 NÁc 1), 
mm... 
ở đây z = 1,2.3,.... Tuy nhiên chúng ta vẫn phải làm thỏa mãn điều kiện biên 


ụ = 0 tại £ = 0. Diễu này giới hạn n cho phép chấp nhận các giá trị nguyên lẻ 
1,3.5,... vì các đa thức Legendre ?„(£) = 0 ở £ = 0 chỉ đổi với giá trị lẻ của 
Hà 
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Một lò xo dài có mật độ đài (khôi lượng trên đơn vị độ dài) „ chịu lực căng 
7. Một chất điểm ;n được gắn ở một điểm đặc biệt trên lò xo. Một sóng với 
tân số góc u truyền đọc theo lò xo tới từ bên trái. 
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(a) Tính tỉ lệ năng lượng tới bị phản xạ trở lại bởi khối lượng rm. 

(b) Giả thiết rằng khói lượng điểm zn bị thay thế bằng một lò xo có mật độ 
đài ự >> ¡ và độ đài ngắn / sao cho / = m/ưa. Với khoảng các giá trị độ dài 
¡ bằng bao nhiêu (với rn cô định) để câu trả lời trong (a) vẫn là gần đúng? 

(CUSPEA } 


— x 


Hình 1.213 
Lời giải: 
(a) Chia không gian thành hai khu vực với điểm chia tại m, tại đây đặt gốc 
của trục z như ở hình 1.213. Trong khu vực 1, giả thiết hàm sóng là 
ạa E- c*z # Ac 1*2 : 
ở đây k =ư/0, u = WT/u là vận tốc của sóng (bài tập 1225), số hạng thứ hai 
ở về phải biểu diễn sóng phản xạ. Trong khu vực 2 chúng ta có 
2 = Belt, 
Tại z = 0, nơi đặt khôi lượng rn, chúng ta cẩn 
nà, = „3 
nghĩa là 
1+A=ĐÐB. q) 


Hơn nữa, xét các lực tác động trên chất điểm rn chúng ta có 


đ3ụ ø„® xðwt) 


Thạp + 3z 8x ` 
ở đây thay cho „ chúng ta có thể sử dụng ( hoặc (2. Khi Ấy 


—mu?B = ikT(B — 1+ A). (2) 
Giải (1) và (2) ta có | 
¬ 2 
Tan SH 
_ 2T 


= 2¡ikT' + mmu2 ` 
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Do đỏ tỉ lệ năng lượng tỏi bị phản xạ là 
› m2/4 
LÁI — qET3 + m2uÄ - 


(b) Tính toán trong câu (a) vẫn áp dụng được với điều kiện! < A, ở đây À 
là bước sóng, là 
2m _ 2nu — Zmr T 


k U œ \ 


Do đó điều kiện ở đây để câu trả lời trong câu (a) vẫn gần đúng là 


2m jT 
Ì«_—‹j—. 

œ 

1234 


Một lò xo rất dẻo có mật độ khối lượng dài đều ø và độ đài L. Một đầu của 
lò xo được treo trên giá cô định, đầu còn lại để tự do, như ở hình 1.214. 


(a) Tìm phương trình đạo hàm riêng mô tả dao động ngang nhỏ (trong 
một mặt phẳng của lò xo) và từ nó tìm phương trình vi phân cho đạng của các 
kiểu dao động chuẩn tắc. 

(b) Sử dụng phương pháp chuẩn (chuỗi lũy thừa) để giải phương trình vi 
phân này (mẹo biến nó thành phương trình Bessel là không cần thiết) và sử 
dựng phương pháp xấp xỉ số trị để tìm tần số của kiểu dao động chuẩn tắc 
thấp nhất. 

(Princeton ) 


Hình 1.214 
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Lời giải: 
(a) Sử dụng hệ tọa độ 2zz như hình 1.214, theo thủ tục ở bài 1232, theo 
định luật Newton hai, với đoạn Az của lò xo, chúng ta có 


93w Ôy môU 
2^>nd = (Tẩy). (rố) - 


82y _ ô r3) 
đm Thnc 8xzJ 


Lực căng 7 ở lò xo tại điểm z liên hệ với trọng lực bởi 


hoặc 


°b 
Bà pgd+ = pg(Ù ~ ?), 
+ 
bởi vậy phương trình trên trở thành 


Ø3u  ô Ôy 
ðt2 ~ *ồz lu sài 


Đây là phương trình đạo hàm riêng mô tả các dao động ngang nhỏ của lò xo. 
Sử dụng phương pháp tách biên bằng cách đặt 


v(,‡) = E(z)7(), 


chúng ta thu được 
l1đ?ry 1d đ€ 
SH và lứ- SH 
Vì về trái của phương trình phụ thuộc duy nhất vào và về phải phụ thuộc duy 


nhật vào z, nên mỗi về phải bằng một hằng số, bằng —A, chẳng hạn A là một 
sô đương. Bỏi vậy chúng ta có các phương trình vị phân thường tương đương. 


.Ä T-Pˆ v.^ ` 
Điêu kiện biên là 


v{0,£) =0, {L.t® = hữu hạn, 
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nghĩa là 


£(0)=0, — £(L) = hữu hạn. 
(b) Phương trình £ có thể được viết là 
(œ—:EJE“+£'=Xes<0: 


Vì z — L là điểm dị thường, phương trình có nghiệm dạng 


c— À 2an(z— L)" 
n=0 
Khi đó 


Ệ'= ` nơn(% — T2) NON = »"ín + 1)an+j(2 — L)°, 


0 


c“= 3 n(n + 1)an+t(œ — E}” 1= Š th _ 1)nan(xT— L)*”?, 


P) 


(z— L)£” = VỀ 1ỳnan( — b)P~1 = Š Hới + 1)an+1(2z — L)”, 
2 


ï 
Và phương trình £ trở thành 


^œ 


(a; — Aa) + Ÿ`lín + 1)2øz+¡ — Aan](£ — E)" = 0. 


Đặt bằng nhau các hệ số của (z — L)* ở cả hai về của phương trình, chúng ta 
tìm được 


đi =Àa 2 — 
1ˆ. Ô› n†l +12 " - 
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Từ đó 
À ĐC 
g2 — 2221 2o 3 
L2 “ À ú, 
Ạmn 
Tị (n029 3 
cho ta 


œ À* : 
+) TH, 6n 


Điều kiện biên £(0) = 0 cho ta 


Tan =Š, CN 1A + gA°F2S... =0, 


Phương trình này có thể được giải để tìm các nghiệm À1, các nghiệm này cho 
các tần số của những kiểu đao động khác nhau, v/Äg/2z, theo phương trình 


T. 


Đổi với một nghiệm gần đúng chúng ta chỉ giữ lại các số hạng tới n = 2 


trong ƒ(AL) 
ƒ(AIJ)Z1—AL+- (MP, 


Phương pháp xắp xỉ của Newton cho ta nghiệm gần đúng chính xác hơn của 
ƒ(AL) = 0, œx,¡, nêu chúng ta nhập một nghiệm gần đúng œy bằng các tính 


/(œx) 
#(a)- 


Ok+1 — 0y — 


b 1 
ƒ'(Đ) ~—1+3 SÀE, 


nêu chúng ta lây œ; = 0, thì 


œ =], ƒ(œ2) 0, 2ã , 


œa=l— = 1,5, ƒ(œa) ~ 0,625. 
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Vì ƒ(ø¿) là quá gần 0 nên chúng ta có thể lẫy œ¿ = 1,5 là nghiệm đương nhỏ 
nhất. Như vậy 
1.5 


E . 
đối với kiểu đao động thấp nhất, Khi đó đối với kiểu đao động này 


r = Acos(V^ø ‡) + Bsin(/^ø t) 


J4» 28g bì 
mịn “2 27 - 


Àmin = 
-- Ấ vx 
và tân số la 
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Một giới thiệu chứng minh bài giảng thông thường mô tả như sau: nắm 
hoặc kẹp một thanh nhôm mảnh, đài một mét ở tâm. Dùng búa dập vào một 
đầu theo chiều đọc của thanh (nghĩa là song song với trục của thanh) và kết 
quả tạo ra một sóng âm có tần số 2500 Hz. 

(a) Từ thí nghiệm này tính tốc độ truyền âm trong không khí, 

(b) Tính tốc độ truyền sóng âm trong nhôm. 

(c) Liệu bạn có thể giữ thanh nhôm để kích thích ở tần số 3750 Hz? Đập 
vào đầu nào của thanh nhôm có quan trọng hay không? Giải thích. 

(đ) Giả thiết bạn nắm thanh nhôm ở tâm của nó như ở trên nhưng đập 
ngang thanh chứ không phải dọc theo thanh. Hãy giải thích định tính tại sao 
sóng âm tạo ra lúc này có tần số thập hơn trường hợp trên. 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Điểm mà búa đập vào thanh là một bụng sóng và điểm nó bị giữ là nút 
sóng. Với thanh bị giữ ở tâm và một đầu của nó bị đập thì bước sóng À quan 
hệ với độ dài của thanh 7 qua biểu thức À = 27. Do đó tốc độ truyền âm trong 
nhôm là 

ĐẠI = À = 2ub, = 2 x 2500 x 1 = 5000 m/s. 


^ k z a Ệ K4 ` 
Tốc độ của sóng âm trong chất rắn là 


Y 
US=qÍ—y 
Ø 
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ở đây Y là suất Young (suât đàn hổi) của vật liệu và ø là mật độ của nó. Tốc 
độ âm thanh trong chất lưu là 


ở đây M là suất nén của nó và ø là mật độ. Đôi với sự nén đoạn nhiệt của một 
chất khí, Ä⁄ = +p, ở đây p là áp suât của nó và + là tỉ số các nhiệt dung riêng 
chính của nó; + = 1,4 đối với không khí, một chất khí lưỡng nguyên tử. Do đó 


không kh ¬ 1,4pøai 
ĐẠI Y hông khí 


Với 


p= 1,013 x 108 đyn/cm? (áp suất tiêu chuẩn,) 
Y =7,05 x 10!! đyn/cm2, 
ĐẠI — 2, g/cm : 
Pxhông khí = 1, 165 x 1073 g/cm” (ở 30°€C), 
Đhông khí = 6,83 x 102 x 5000 = 341 m/s. 


(B) ại = 5000 m/⁄s. 
(c) Giả sử thanh bị giữ ở khoảng z tính từ đâu bị búa đập. Chúng ta có 
ÀA_ »_ 5000 1 


TP: = = 


4” 3 4x3780 a” 


Từ đó, thanh phải được giữ ở vị trí ¿ mm so với điểm bị búa đập. Nếu được giữ 
như vậy nhưng dùng búa đập ở đầu kia chúng ta phải có 


và tân sô sẽ phải là 1875 Hz. 


(d) Nêu thanh bị đập theo phương ngang, sóng tạo ra sẽ là sóng ngang, 
không nén và vận tốc truyền khi đó được cho bỏi 


IN 
U=Ij—y 
p 
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ở đây N là suất trượt. Vì suất trượt của một chất rắn nỏi chung nhỏ hơn suất 
nén của nó, nên vận tốc + bây giờ là nhỏ hơn. Và vì 


U 


 = — 


t5 


nên tần só được tạo ra là thấp hơn. 
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(a) Một sợi đây đàn viôlõng có độ dài L với mật độ dải  kg⁄m vả lực căng 
7 niutơn chịu các đao động nhỏ, (hình 1.215 (a)). Viết các nghiệm cho họa 
ba cơ bản và họa ba thứ nhất và vẽ sự phụ thuộc của z của chúng. Hãy đưa ra 
tân số góc «¡ của họa ba cơ bản và của tần số góc «¿ của họa ba thứ nhất. 
(b) 1/3 bên trải của sợi dây đàn được bọc sao cho làm tăng mật độ đải của 
nó thành 4 kg/m (hình 1.215(b)). Lặp lại như phần (a), nghĩa là đưa ra và 
vẽ phác họa ba cơ bản và họa ba thứ nhất mới và biểu diễn các tằn số góc mới 
wị và u„ theo các tẳn số góc ban đầu ¿ và úạ trong phần (a). 
(UC, Berkeley ) 


y 
¬— : 
løl FT—— TY a0 NMu=sT. 
lai Ã⁄--—--———---¬ 
0 
ng L⁄3 2L/3 „ 
m „ [b] . 
Hinh 1.215 Hinh 1.216 
Lời giải: 


(a) Sử dụng hệ trục tọa độ như hình 1.215(a). Phương trình chuyển động 
của dây đàn là (bài 1225) 
Su _mổu —ọ 
0? T08 
từ đó ta thây rằng sóng truyền dọc theo dây đàn » = /T/. Vì hai đầu của 
dây đàn bị cô định, kiểu đao động cơ bản (hình 1.216(a)) có bước sóng A¡ cho 


Cơ học Newton 375 


bởi 


ọ  VÄ Ậ z ` 
Từ đó tân sô góc cơ bản là 


Nghiệm đổi với kiểu dao động cơ bản là 
i= 4Áisin (`) cos(01f + ý ì) › 


ở đây At, ýạ là các hằng số được xác định từ các điểu kiện ban đầu, Bước sóng 

của họa ba thứ nhất (hình 1.216(b)) là A; = L. Do đó với họa ba thứ nhất tần 
số góc là 

_ 2mU_ 2m |T 

“2A Lu 


và nghiệm là 
: 2 
1a = 4asin () cos(u2‡ + /2) ; 


ở đây 4¿, ¿¿ là các hằng số được xác định từ các điều kiện ban đầu. 
(b) Các phương trình chuyển động đổi với hai phần là 


8# 4uØ2y FP 
HS. <Sz<_— 
By? TöD —Ù 0SzSg.: 
89? ` ¡ô?ụ L1 
vn —<z< 
0x2 TT nền 


Các điều kiện biên là cho tất cả †, y = 0 ở z = 0, E, và và ôy/ôz là liên tục ở 
z = L/3. Như vậy các nghiệm của các phương trình chuyển động là 


(Ai cosul + Đị sin uÈ) sin (gz) ' 
Vải 


9(z,†) = Ế 
(4¿ cos ut + Đa sin á2#) sin |$ư — ?) : 
2 


VỎI 
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và 
k 
(Ai cosư# + Bì sin ¿£) sìn () 
đnn 


= (A¿cosuf + B› sin##) sin () ; 
UI 


h 
: Út cos ăj£ + ị sin œ¿È) cos (£) 
1 dư) 


L 
=~ DU cosuJÈ + B sin 2£) cos () 


Đặt bằng nhau riêng rẽ các hệ số của cos¿£ và sin u‡ ở hai về của hai phương 
trình cuối cùng ta được 


Aisin (Ƒ) — Ássin ta =0, 
GG () + cm COS () =Ũ, 
Bisin (2) — Bạsin (ấ) =Ù, 

Bì cös (£) + cm COS (£) =0 


Để các 4, As. Pì, Ð› không phải tất cả đều bằng 0 chúng ta cần 


. ( hư __. ( hư 
sìin | — —sin| — 
đuạ đun 3u .. (Lưu JP) 
sỉ cos 


nh Tu) xử Lưu 1B 2u lo đơn 3đưi 
cos YOöS 
tị CỔ (mi J Đà FPS nụ, 


nghĩa là 
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Từ đó các tần số góc cơ bản mới của họa ba cơ bản và họa ba thứ nhất là 


,_ J1 dể JT Si 
Minh 0B 8Ÿ go £ 
, 6n 3n ỊT 3 
02 — T1. 
2L 2LVWm"w 2 


.. ` k 
Đồi với tần sô cơ bản u1, 


As= Án, Bạ= Bị. 
Đối với tần số họa ba thứ nhất «2, 
_. n ... ` 


Các dạng sóng tương ứng được vẽ trong các hình 1.217 (a) và (b). 


KH. 0y 
ì 
t 
{ 
[bl t+xc uy 
Hình 1.217 
1237 


Một sợi đây dài vô hạn có lực căng 7' và mật độ dài 2. Ở+ =0, độ biến 
dạng của sợi đây được cho bởi hàm ƒ(z), và phân bố vận tốc ban đầu của nó 
được cho bởi ø(z). Chuyển động của sợi dây ở thời điểm ¿ > 0 là như thế nào? 

l (Chicago } 
Lời giải: 
Biển đạng của sợi dây truyền đi như là sóng, tuân theo phương trình sóng 
6u ly _ 
Ôz3 12012 - 


/T 
U= +tqj—. 
Ø 


với 
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Nghiệm tổng quát là tổng của các sóng chạy theo các phương —z và +z 
= ñ(£ + 0È) + (+ — 0É), 
Điều kiện ban đầu cho ta 
#\(z) + fa(z) = ƒŒ), Œ) 
ñi&) - đa) = SE), @) 


tương ứng với £ = z + 0t, £ = z — %t. Lây tích phân phương trình (2) ta được 


ỏ đây 


1 /# ỷ 
ñ(#)— Bt) =  Í. sz)áz +, @) 
C là một hằng số tùy ý. Kết hợp các phương trình (1) và(3) ta được 
1 1 /# : 
ŒŒ)=j J0) + vJ g(z)d+z té] 
v 
" J ƒ? 'dg — 
fø) =3 J7) v Í gạ)4z'~ GÌ. 
Do đó 


v(œ,t) = fi(% + uÉ) + fa(z — %f) 


+®-+uỶ 
-1| f6 +99 +2 : l giá + C| 


Lí ` ¬“ di j5 c| 


++UẺ 


+ 


=ã |Jœ +) +/\ (z — 0u} + tí siz)4'] ' 


".. 


—tỶ 
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Một bó sóng dài với biên độ 4 bao gồm chủ yêu các tần số rất gần „ọ lan 
truyền trên một sợi dây đài vô hạn có mật độ khôi lượng đài /. Sợi đây bị kéo 
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ra với lực căng 7 như ở hình 1.218. Bó sóng truyền trên sợi dây và gặp hạt có 
khối lượng rn gắn trên sợi dây (được mô tả trên hình). 

(a) Biên độ của bó sóng truyền đi là bao nhiêu? 

(b) Trong giới hạn rn lớn và tần số cao (œọ lớn), thì biên độ lớn của sóng 
truyền đi phụ thuộc vào uạ như thế nào? 


TS, 


m 


(MT) 


Hình 1.218 


Lời giải: 
(a) Phương trình chuyển động của sợi dây đôi với các dao động ngang nhỏ 
là một phương trình sóng (bài 1225) 
ổy ếy _ 
8x2 Tô  ' 


vận tốc truyền sóng là  = +/T/u. Đỗi với các song có tần số góc ø, ta định 
nghĩa số sóng 


Lo đc z T.. £ l H ` x “ở TA 
Đối với các sóng vỡi tần số góc rầt gần ¿ạ, phương trình sóng có các nghiệm 


ì =.Aet&z-eet + gẹ~W#—eoÐ) _— đối vớiz <0, 


ựạ = Ce*(R*—«o1) dối với z > 0, 


ö đây A, B,C tương ứng là biên độ của các sóng tới, sóng phản xạ và sóng 
truyền đi và vị trí của hạt được đặt ở gốc của trục z. Tính liên tục của độ địch 


chuyển ở biên đòi hỏi yị = „¿ ở z = 0 với tất cả ?, nghĩa là 


A+B=ŒC. 


2ðTMl 4 CƠ HƠ 
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Phương trình chuyển động của hạt là 


8 
rn () = —Ÿsinổạ + 7 sìin đ; 
82 } ;=o 


= —†8\ + T0; 


--(#) „.(B),. 
ðZ /„ằóo 0#-7 „=6 
ỏ đây Ø¡,Ø; là các góc mà sợi dây tạo với trục z tương ứng đỗi với z < 0 và 
z > 0 như mô tả trên hình 1.219. Như 

—mufC = —ikT(A — B) +ikTC , 


hoặc 


Hình 1.219 


Vì A+ B =(C chúng ta có 


` TA ~ > , è +1. 
và biên độ của sóng truyền đi là 


2A 2A 
LCI| = vŒ*c " T2 uyâ = m?u4 ` 
V4 + r? v4 ĐP ri 


(b) Trong giới hạn zn lớn và u¿ạ lớn chúng ta có 


2A 1 
|C| GXx mui ch ma = 
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1239 


Một sợi dây có độ dài L và khôi lượng trên một đơn vị dài là ø. Nó chịu sự 
rung nhỏ theo phương ngang trong mặt phẳng (z,w) với hai đầu của sợi dây 
được cô định ở các tọa độ tương ứng (0,0) và (L0). Sức căng là X. Ở đây có 
mặt lực ma sát phụ thuộc vận tốc: nêu một đoạn nhỏ có độ dài ãi có vận tốc 
ngang là o thì lực ma sát là —kuổi. Sử dụng sự xấp xi thích hợp, các phương 
trình sau sẽ đúng cho biên độ đao động (+, £) 


(6 2# tai = bộ, () (0,9) =0=y(,9. 


(a) Tìm các hằng số ø và b trong (ï). Nếu bạn không thể làm phần này, hãy 
cho a và b là các hằng số dương và chuyển sang phản tiếp theo. 

(b) Tìm tắt cả các nghiệm của (ï) và (i0, các nghiệm đó có dạng tích 
ụ = X(z)T(). Bạn có thể giả thiết a2 < b/12. 

(c) Giả sử y(z,0) = 0, 


: 3mz 9712 
(,0) = An (TP T °) + nan (#E T ) : 


Ở đây A và 7 là các hằng số. Tìm z/(z, 1). 
(d) Giả sử thay thê a = 0 và ÿ(z,0) = 0 trong khi 


Tìm gy(z,‡). 
(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 
(a) Lực ma sát tác dụng lên một đơn vị độ dài của sợi dây là —kò = 
~kỡy/ðt, bởi vậy đao động ngang của sợi dây được mô tả bởi 


:32 2 
du 7 ,Öy 


Png “8w? — “8g ' 


hoặc 


Từ đó a = k/ø, b= Kja. 
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(b) Đặt y = X(z)7(0) và thay thế nó vào phương trình sóng chúng ta được 


1” aT" — bX”" 
È:-)G”,DEBIN câu 


Vì về trái của phương trình trên chỉ phụ thuộc vào ¿ và về phải chỉ phụ thuộc 
vào z, nên môi về phải bằng một hằng số, ~bA2 chẳng hạn. Như vậy chúng ta 
có 


X"+A?X=0, 
T”+ a7" + bA?T =0. 
Sử dụng điều kiện biên 
(0,t) = y(L,t) =0, Le. X(0) = X(L) =0, 
chúng ta thu được nghiệm cho phương trình thứ nhất 


Xa(ø) = An sin(Aaa) = A,sin (“T“) , 


ở đây A„ là hằng số và r: = 1,2, 3,.... Phương trình thứ hai khi đó trở thành 


tt dã z ¬ 
7 áfP +»() =0. 
Cho 7) = cP! chúng ta thu được phương trình đặc trưng 
2 2b 
p”+ap+ “= =0, 


các nghiệm của nó là 


P+ — 


—0ø+ Va2— An2n?b/12 — 
2 ° 


ö ` 
= + in D 


ỏ dây 
— jm2m23b  a? 
KH SM Vực sấ, 
là số thực khi b/L? > a?. Do đó nghiệm của phương trình hai có thể được viết 
là 
Tụ = |C sin(ua£) + Dị cos(ont)]Je— 3, 


và như vậy 


a =SỈn () lỨu sin(ănÈ) + Dị, cos(œnf)|e” 5 
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nhóm các hằng sô trong mỗi sô hạng vào một. Ta có nghiệm tổng quát của 
phương trình sóng là 
le e 
Ð =3 ta(z,).. 
+t=l 


(c) Vì (z,0) = 0, D„ = 0 đỗi với tất cả nø chúng ta có 


oo 
TT at 
) < Š Guán (E) snuuge-# 
v(z,f) 2 T sin(œnÉ)e— 2 


g(z,‡) = c sin Gx ˆ) [up ©Os(t0nÉ) — ~ a sin(eonf)]e” 3ù 


Khi đó vì 


9(s.0) = Asin ( 7”) + Ban (TP “)= 3 cu (TP TT), 


chúng ta có 


2 si Œs = — 
03 


và tật cả Ớ„ = 0. Do đó 


U(Z, 1) = R sin ) sỉn (¿3#) + Sài sin Œ) sin ) c=5 
œ3 05 h 


— J972b n2 25n3b — œ7 
RE MCP tạo TEEN suậ tỷ 


(đ) Bắt đầu với nghiệm tổng quát 


à 


y(z.t)= Sản Ẳ&x ˆ) Can sin(onf) + Dạ cos(aÈ)Ìe TH 
chúng ta tìm Œ„ = 0 cho tất cả n khi ÿ(z,0) = 0. Khi đỏ 


°o© 
TITZ Az, 0<z<1L/2, 
0 = Dụ 1 —— = 
) 3. sn (TT) PT L/2<+z<L. 
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Vì 


chúng ta có 


Đi dit : 
D„ — TỈ, (z,0)sin (—ˆ) đx 
Lủo 


2 tL/2 1? 2 LÁ 
Số lÌ 4z sìn () drz+ ñ A(L— z)sin () dx 
~ 0 L72 
AL mm 
màng cU ( 2 ) 


Chủ ý rằng chúng ta đã sử dụng công thức 


T7 
¬ ỗ Trirt 


l sin(nz) sin(nxr)d+ = 
lêj 2 


ỏ trên. Cuỗi cùng chúng ta có 


c¬ (44L... /nm\... /n1+ 
(z,t) = (5) sin (©) sỉn () cos(u„£) , 


n1 


khi a = 0. 


1240 
(a) Vẽ biểu đồ dịch chuyển của không khi và áp suất dọc theo một ông sáo 
được đóng kín ở một đầu cho kiểu đao động thứ hai. 
(b) Tần số của kiểu đao động này quan hệ gì với tần số cơ bản? 
(Wisconsin) 
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ống sáo _1Hgmgr2ez=cssrvrac-oxee. 


Hinh 1.220 


Lời giải: 

(a) Áp suất và độ địch chuyển không khí là hàm của khoảng cách từ đầu 
bị đóng, nó được mô tả trên hình 1.220. 

(b) Với kiểu đao động này, L = 3A/4, trong khi đôi với kiểu đao động cơ 
bản thì # — A/1. Từ đỏ nêu øọ là tần số cơ bản thì tấn số của kiểu dao động 
này là ‹Šu 2U. 


1241 
Một ông đàn ocgan có độ dài ¡ hở ở cả hai đầu được dùng trong một đường 
ông khí động dưới äm thanh để đo số Mach z:/c của không khí trong đường 
ông, như ở hình 1.221. Ông đàn khi gắn cô định trong đường ông được quan 
sát là cộng hưởng với chu kì cơ bản (. Nếu ›/e = 1/2, tính tỉ số của các chu kì 
t/tụ, öð đây tạ là chu kì cơ bản của ông đàn khi đặt trong không khỉ tĩnh. 
(Wisconsrn ) 


s — 


=T 


Hinh 1.221 


Lời giải: 


Vì ông đàn ocgan hở cả hai đầu nên bước sóng cỡ bản của sỏng âm trong 
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cộng hưởng với nó được cho bởi À/2 = !. Chu kì tương ứng là 
À^_ 2 


U60 
ở đây › là vận tốc của âm thanh so với ông đàn. 
Khi không khí trong ống ø vẫn tĩnh lặng bằng vận tốc của âm trong không 
khí tĩnh, e, và chu kì cơ bản là 


Khi không khí trong ống chuyển động với vận tốc c/2, thì ống có thể xem 
như chuyển động với vận tốc —c/2 trong không khí tĩnh. Như vậy,  = c— 
(—e/2) = 3e/2 và chu kì là 


Ẫ z - ,3 Á 
TỪ đó ta có tÍ sỐ 


1242 


Vận tốc của âm thanh trong một chất khí được tính bằng công thức 


suất nén đoạn nhiệt 
\ CD VỊP cacesiooaussehakal:siiSöe.aoi "nÌỄg 
mật độ 


(a) Chỉ ra rằng đây là phương trình chính xác về mặt thứ nguyên. 

(b) Công thức này cho thấy rằng quá trình truyền sóng âm trong không 
khí là một quá trình chuẩn tĩnh. Mặt khác, vận tốc trong không khí là 340 m/s 
ỏ nhiệt độ mà tại đó vận tốc căn quân phương của một phân tử không khí là 
khoảng 500 m/s. Tại sao quá trình này lại có thể là quá trình chuẩn tĩnh? 

(Wisconsin ) 
Lời giải: 

(a) Thứ nguyên của suất nén cũng giống như thứ nguyên của áp suất trong 
khi hệ số đoạn nhiệt là đại lượng không có thứ nguyên. Do đó xét về mặt thứ 
nguyên 

suất nén đoạn nhiệt  g/cm-s? _ ch /Ẩ) 
mật độ 8cm _ h 


Cơ học Newton 387 


có thứ nguyên của 02. Do đó công thức đúng vẻ mặt thứ nguyên. 

(b) Xét một ví dụ về âm thanh có tần số 1kHz. Bước sóng của nó khoảng 
0,34 m. Mặc dù vận tốc căn quân phương của phân tử khí lớn nhưng quãng 
đường tự do trung bình của nó chỉ khoảng 10~Š em, nhỏ hơn rât nhiều so với 
bước sóng của âm thanh. Vì vậy chuyển động của các phân tử khí không làm 
ảnh hưởng tới quá trình truyền sỏng âm trong không khí, vẫn là một quá trình 
đoạn nhiệt và chuẩn tĩnh. 


1243 


Một ông hình trụ thẳng đứng, hở ở một đầu và được đổ vào một phẫn 
nước. Các cộng hưởng liên tiếp của cột với một âm thanh có tần số 512 s=! 
được quan sát khi khoảng cách giữa mặt nước và đầu hở của ông là 15,95 cm, 
48,45 cm và 80,95 cm. 


(a) Tính vận tốc truyền âm trong không khí. 
(b) Xác định chính xác vị trí của bụng sóng gần đầu hỏ của ông. 
(c) Các đo đạc trên là của một nhóm sinh viên năm thứ hai đại học ở phòng 
thí nghiệm. Bạn có nhận xét gì về công việc của họ? 
(Wisconsin ) 


BH S2 c5 cụm s3 60a2 4a/eSS=as>/b 


=—- =edk ———= —— —~ 15.95cm 


——--|#|----| |--—— &B&5cm 


— CO nen ——=¬— 80/95cm 


Hình 1.222 


Lời giải: 
(a) Dạng sóng của các cộng hưởng liên tiếp bên trong cột không khí được 
mồ tả như hình 1.222. Như ta thầy đôi với các cộng hưởng liên tiếp, các cột 
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không khí có độ cao thay đổi một nửa bước sóng d = A/2. Do 


d = 48,45 — 15,95 = 80, 95 — 48,45 = 32,50 em, 
À = 2đ = 65,00 em. 


Vận tốc truyền âm trong không khí khi đó là 
 = Àu = 0,6500 x 512 = 330 rn/s. 


(b) Do À/4 = 16, 25 cm và 16,25 em—15, 95 cm = 0,30 cm, bụng sóng cao 
nhất ở vị trí 0,30 em so với đỉnh ông. 

(c) Phương pháp đo vận tốc âm thanh này khá không chỉnh xác do tai 
người không đủ nhạy cảm để phân biệt một cách chính xác những thay đổi 
nhỏ ở cường độ âm thanh và độ chính xác của phép đo hơi bị hạn chế. Tuy 
nhiền dữ liệu nhận được là hợp lý và cho kết quả tốt. Các sinh viên này đáng 
được khen vì việc làm thận trọng của họ. 
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Hai môi trường có mặt phân cách phẳng, không thâm qua được như trên 
hình vẽ 1.223. Các sóng âm phẳng có biên độ áp suất A và tần số ƒ được phát 
trong môi trường (1), hướng tới môi trường (2). Coi A và ƒ đã biết và giả thiết 
phương truyền sóng vuông góc với bể mặt phân cách. Môi trường (1) có mật 
độ ø¡ và vận tốc âm thanh e¡, trong khi môi trường (2) có mật độ ø¿ và vận 
tộc âm thanh ca. 

(a) Điều kiện biên nào thích hợp ở bể mặt phân cách? 

(b) Sử đụng các điều kiện biên kể trên để rút ra biên độ áp suất 4„ của 
sóng phản xạ lại môi trường (1) và biên độ áp suất của sóng truyền qua môi 
trường (2). 


(CUSPEA ) 
Lời giải: 
(a) Điều kiện biên ở mặt phân cách là 
() áp suất liên tực, 
(ii) thành phần tốc độ dịch chuyển chất lưu vuông góc với bể mặt phân 
cách là liên tục, nêu không mặt phân cách có thể thắm qua được. 
(b) Lấy trục z vuông góc với mặt phân cách với gốc tại mặt đó và đặt áp 
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(1) (2) 


Hình 1.223 


suất đưới đạng 
Actt“t=*+*) dối với sóng tới, 
A,ettst-ki2) đôi với sóng phản xa, 
Bet(~*2*) đối với sóng truyền qua, 
với ky = ằ/c;, c; là vận tốc sóng âm trong môi trường thứ j. Điều kiện biên 
(0) cho ta 
A+Aa.=”0D. () 


vận tộc của âm thanh trong chất lưu được cho bởi 


trong đó Aƒ = —p(Aø/ø)~! là suất nén, Ao là độ biến thiên thể tích ban đầu 
ø do áp suất dư p. Đôi với sóng nén Ao chỉ là độ biến thiên đọc nên 

Au _A£ ØỚ 

b Az Ôz` 


trong đó £ là địch chuyển của các lớp chất lưu khỏi vị trí cân bằng của chúng. 
Do đỏ 


— 
9z ` 
hay 
F4 —p el(GEFk2) 
Ôz pc” pe ˆ 
Tích phân ta có 
ci+kz) 
t~#—— 


ikpc? 
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Đôi với ba sóng ta lần lượt có 


"-.:........ 
CA -= 2 Ệ ) € , 


HP bế.) Áy t(E+ki >) 
ÉA, = 2 (£) e 4 


= Mi sát ci(©t—ksz) l 


và do đó 
càcŠ _Ẩ Qi6—kiz) 
Ø1£I 
kA,= Tre 


(ut+kyz) 
* 
ØìC¡ 


ề — — giát—ka) 


Ø2Œ2 


Điều kiện biên (ii) chỉ ra rằng tại z = 0, 
ệA + ÉA, =Én, 


hay 
1A _ Áá_ _B Œ@) 


ĐìCL - ØIC - Ø2C2 
Kết hợp các phương trình (1) và (2) ta có các biên độ của sóng áp suât phản 
xạ và truyền qua 
14) E ae — Ø1] l 
ØỊC| † Ø2C2 - 
_—_ 202 
Øvet + 02a — 
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Gọi vận tốc âm thanh trong không khí là c và vận tốc chuyển động của 
nguồn âm thanh là ø đọc theo trục z. 
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(a) Đôi với » < c: một xung âm thanh được phát ra từ gốc tọa độ tại thời 
điểm ¡ = 0. Phác họa quan hệ của mặt đầu sóng ở thời điểm ¿ và với vị trí 
của âm thanh tại thời điểm ¿. Hãy đánh dấu hình vẽ của bạn cẩn thận. Viết 
phương trình mô tả vị trí của mặt đầu sóng khi nhìn từ nguồn tại thời điểm ¿. 

(b) Với u > c: một nguồn phát ra tín hiệu liên tục. Vẽ mặt đầu sóng tạo 
thành do nguồn âm di chuyển. Chỉ ra trên hình vẽ phép dựng hình dẫn tới két 
quả dó. Viết phương trình liên hệ hình dạng của mặt đầu sóng với các yêu tô 
đã biết trong bài tập này. 

(Wisconsin ) 


Hình 1.224 


Lời giải: 

(a) Đặt Š là vị trí của nguồn tại thời điểm ¡. Sử dụng các hệ quy chiêu 
Oz, Sz'ự' với gộc tại O và S, các trục z, z' đọc theo Ø2, và , ' song song 
với nhau như trên hình 1.224. Ta có 


!, 


#“=ø— 0È, V—g. 


Mặt sóng tại thời điểm ‡ được cho bởi + = cÌcœs 2, 1 = cEsin 9, với 0 < ¿ < 21m. 
Khi đó mặt đầu song nhìn từ nguồn sẽ là #' = ctcos@ — 0É, ' = cEsìn Ø. 


(b) Giả sử nguồn di chuyển từ O tới Ø trong khoảng thời gian từ ¿ = 0 tới 
‡ = f và xét tín hiệu phát ra tại thời điểm  = 0 và các thời điểm trung gian 
t\,t;,..., khí nguồn tại vị trí S1, Ss,..., với ÓŠ¡ = É\, O5; = ota,.... Mỗi tín 
hiệu sẽ truyền di từ điểm phát như một sóng cầu. Tại thời điểm , các mặt sóng 
của các tín hiệu phát ra từ Ó, ®›, S;,... sẽ có bán kính lần lượt là e#, e( — #\), 
c{‡ — ta),..., Do 
cí — c{ — thì} = cít — Èa) = 


1t 0h) 0t) `) 
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tất cả các mặt đầu sóng trên sẽ được bao bởi một hình nón có đỉnh ở $ với 
nửa góc ở đỉnh là được cho bởi 


như trên hình 2.225. Do đó mặt đầu sóng thu được của tín hiệu liên tục là một 
hình nón có nửa góc ở đỉnh aresin(e/u) với đỉnh tại nguồn chuyển động S. 


Hình 1.225 
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Vận tóc âm thanh trong khí quyển là 300 m⁄s. Một máy bay chuyển động 
với vận tốc 600 m/s tại độ cao 8000 m bên trên người quan sát như trên hình 
1.226. Mảy bay đã bay qua người quan sát bao xa khí người đó nghe thấy 
tiếng nổ âm thanh? 

(Wisconsin ) 
Lời giải: 

Do vận tốc o của nguồn Š lớn hơn vận tốc truyền sóng ầm e, mặt sóng là 
một mặt nón có đỉnh tại nguôn chuyển động (bài 1245). Người quan sắt tại 
A sẽ nghe thây tiếng nổ âm thanh, vôn được phát ra khi nguồn ở Ø, khi hình 
nón quét qua anh ta, như hình 1.227. Nguồn bấy giờ đã di chuyển tới S. Đặt 
Á' là điểm nằm trên quỹ đạo chuyển động của máy bay ngay phía trên người 
quan sát 41. Ta có 


041 L 49, 8ã =ect O8 =ut, 
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V z 600 m⁄% 


A 
Ẩ.——-—- # _~> 
Hình 1.226 Hình 1.227 
và 
h ` cÈ: - cỉỈ 
AS vos?~ DA4_ Vu? — c2 "= 
hay 


.. 
= h/() ~1=80004/2Ê — 1 = 1,39 x 10' m 


Đó là khoảng cách ngang mà mảy bay đã vượt qua người quan sát khi người 
đó nghe thây tiếng nổ ảm thanh. Chú ý rằng nửa góc ở đỉnh của hình nón là 
Ø = arcsin (e/0) như được đỏi hỏi. 
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Người ta đã rất tò mò khi thỉnh thoảng nghe được âm thanh ở xa rất rõ khi 
có giỏ thổi từ nguồn âm về phía người đó. 
(a) Chỉ ra rằng không thể nói rằng “gió đã mang âm thanh đi theo nó", 
nghĩa là vận tốc gió đêu không thể giải thích cho hiệu ứng này. 
(b) Một cơn gió qua mặt đất có građien vận tốc theo phương thẳng đứng 
mà có thể được biểu diễn tốt ở gần mặt đât bằng công thức : = kự, trong đó 
` ˆ +. x É ` ` ` £ “ ` ˆ £ `. “ ... 
ù là độ cao so với mặt đât và k là hãng sö phụ thuộc vào vận tóc gió bên ngoài 
lớp biên, tại đó profin vận tốc parabon là một gần đúng tốt. Với một giá trị k 
cho trước vả vận tóc âm thanh là »„, tìm khoảng cách s từ nguồn âm thanh 
xuôi chiều gió, tại đỏ có sự tăng cực đại cường độ của âm thanh. 
Gợi ý: hãy giả thiết các “tỉa” âm thanh đi theo các quỹ đạo thắp và hình cung 
biểu diễn tốt bởi: 
¬.-: 
ụ — hsin (—) l 
ã 


(c) Người ta còn quan sát thấy hiện tượng tăng cường truyền âm thanh 
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qua một cái hồ ngay cả khi không gió. Điều gì xảy ra trong trường hợp này? 
(Princeton ) 
Lời giải: 

(a) Hiệu ứng này không thể do gió mang âm thanh theo nỏ, bởi vì qua 
quãng đường gió thổi đều thì mọi người quan sát đều có thể nghe thấy âm 
thanh rõ như nhau. Thực ra hiệu ứng là do sự khúc xạ của âm thanh gây bởi 
sự thay đổi vận tốc ãm thanh đôi với một người quan sát cô định ở những 
điểm khác nhau của môi trường. Điễểu này có thể xảy ra do hai nguyên nhân 
là građien nhiệt độ hoặc građien vận tốc ở gió chuyển động. Vận tốc của sóng 
nén trong một chất khí thay đổi theo nhiệt độ 7' như v7. Nó cũng thay đổi 
nêu vận tóc của bản thân môi trường thay đổi. Sự khúc xạ sóng âm làm thay 
đổi hướng mặt sỏng của nỏ. Gần bề mặt trái đất, cả hai loại gradien này đều 
có thể xuất hiện và đường truyền sóng âm có thể bị bẻ cong theo các cách 
khác nhau, làm cho một người quan sát nghe rõ âm thanh tử xa một cách bắt 
ngờ. 


v* hsin | SZI 


Hình 1.228 


(b) Sử dụng hệ quy chiếu như trên hình 1.228. Giả thiết rằng vận tốc gió 
gần mặt đất là nằm ngang với một građien vận tốc theo chiểu thẳng đứng. 
Nghĩa là 


“...ư 


do đó môi trường có thể coi như bao gồm các lớp ngang với vận tộc truyền âm 
khác nhau. Định luật khúc xạ là 


sin 8 % h 
TH hãng số, 

trong đó 6 là góc giữa phương truyền sóng trong lớp và đường thẳng đứng, và 
V là vận tốc truyền âm so với mặt đất. Xét hai điểm trên đường truyền sóng 
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với các biên 
Øy=0, Vạ = bạ + 0z sin Ô = Uạ + 0usinØ, 
6 =0 + dó, My = 0; + (0 + đu) sin(8 + d6). 
Định luật khúc xạ khi đó cho ta 
0y + (0 + đu) sin(Ø + đỡ) — sin(Ø + đ) 
1z + sỉn ð _—— gnÐ ` 
Do sin(Ø + đØ)  sin Ø + cos 6đ, chỉ giữ lại các sô hạng bậc nhỏ nhất ta có 


du đsin ô 
Đạ sin2 6 


Do đó 
d + 
"/ 2ky25 =Í kh ng 
0 Ủạ øyc Sin“Ø 
ha 
i kh? —- 1 
Uy  gsinỐo 


Mặt khác đường truyền sóng đã cho suy ra 


ở h 
t0<S ca 
dx 8 S 
hay 
Kế = VI+cot?0= +() cos2 “” , 
sin 8 8 
đặc biệt, 


1 rh\? 
——=\j!+{—]. 
sin Ớg 8 - 
Thế phương trình này vào các phương trình bên trên ta rút ra chiều đài quãng 
đường s từ nguồn âm thanh xuôi chiều gió, tại đó xảy ra sự tăng cực đại cường 
độ âm thanh là 
TU 


k(2u, + kh?) 


(c) Vận tốc của âm thanh trong một chất khí thay đổi theo nhiệt độ tuyệt 
đổi 7 như v7. Dọc theo chiểu thẳng đứng bên trên một cái hỗ đến một độ 
cao nào đó, nhiệt độ tăng dẫn khi ban ngày và tạo ra một građien thẳng đứng. 


T6 CƠ HỌC 
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Vận tốc âm thanh cũng như vậy. Sự khúc xạ âm thanh xảy ra vào thời điểm 
ban ngày tương tự như mô tả ở mục (b). 
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Xét một sóng âm đứng phẳng có tần số 103 Hz trong không khí tại nhiệt 
độ 300 K. Giả sử biên độ thay đổi áp suất do sóng này là 1 đyn.cm2 (so sánh 
với áp suất môi trường là 108 đyn/cm?). Đánh giá (bậc của độ lớn) biên độ 
dịch chuyển của các phân tử khí do sóng này tạo ra. 

(Columbia}) 

Lời giải: 

Dịch chuyển đọc £ khỏi vị trí cân bằng của một điểm của sóng nén dừng 
phẳng theo hướng z được biểu điễn như 

€=£osin(kz)e 


với k = nzr/1, ! là bề đây của chất khí và n = 1,2,.... Vận tốc truyền sóng là 


Trong đó suất nén M được định nghĩa bỏi 


AVSNT 
..(Ÿ) 


p là áp suât đư và V là thể tích ban đầu. Xét một hình trụ chất khí có tiết diện 
A và chiều đài Az. Ta có 


Ũ 


Khí đó 


ØE 
St 


— MkÉq cos(kz)e— 


lI 


= —po cos(kz)e— 2t, 
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trong đó pọ = Mfkếo = øu?kẹo là biên độ của áp suất dư. Từ đó 


_ Đủ 
&n Suất 
Đối với kiểu dao động thấp nhật 
7 — Ì, = 21, 
2m 27mu 
k=“=“—, 
À 
„ là tần số của sóng âm. Do đó 
—_ D9 
&o 2mpuu ˆ 
Đỗi với một chất khí lý trởng 
Trì 
PaV = TTRT, 
cho ta 
_?n _ paM 
_—_V_ RT' 


trong đó pạ„, 7 tương ứng là áp suất và nhiệt độ môi trường. Do pọ = 1 đyn/em? 
= 10~1 N/mÖ, ø„ = 108 đyn/cm? = 105 N/m2, Äƒ = 29 x 1073 kg/mol, R = 
8,31 J/mol/K, 7 = 300 K, ø = 340 m/§,  = 103 Hz, ta có £o = 4x 10m 
là biên độ địch chuyển của các phân tử chất khí đưới ảnh hưởng của sóng âm. 
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Một đầu dò chuyển động dùng sóng âm phát ra một tín hiệu có tần số 50 
Hz và thư lại tín hiệu phản xạ. Nếu tín hiệu phản xạ bị dịch chuyển do hiệu 
ứng Doppler từ tần số 50 Hz lên tới tần số trên 100 Hz, thì một "vật chuyển 
động" được ghi lại. Đôi với vận tốc truyền âm trong không khí là 330 m/⁄4, tính 
vận tốc mà một vật thể phải chuyển động về phía (hoặc rời xa khỏi) đầu đò 
để có thể được ghi lại như một "vật chuyển động". 
(Wisconsin) 
Lời giải: 
Xét nguồn phát âm có tần số 1. Theo hiệu ứng Doppler nếu một người 
quan sát chuyển động với vận tốc ø về phía nguồn thì anh ta sẽ phát tín hiệu 


tần số như 
; ) 
ư° = Uy 
L6 
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` F ‹ ˆ ng, ; + TT. CA £ 
c là vận tốc truyền âm thanh. Mặt khác, nêu nguồn đi chuyển với vận tốc ø về 
phía người quan sát đứng yên thì 


} C 
V —= U. 
c1 
Do đó vật thể, đang đi chuyển về phía đầu đò, nhận được tín hiệu có tần số 
; Œ + ˆ) 
⁄ = Vy 
C 
và tín hiệu sau phắn xạ có ở vật được đầu dò phát hiện như tần số 


“co, 
c—U c—0 


Để vật chuyển động được ghi lại, ta phải có  = + Au, trong đó Au > 
10? Hz. Khi đó 


hay 
CÂU cCĂu 


ca." sa. 
U— “j1 Ap 2p) 


do Au < z. Từ đó vật phải chuyển động về phía đầu đò hoặc rời khỏi nó với 
vận tộc 
330 x 102 


Uz 58x 1087 050 HA 


để có thể được ghỉ lại. 
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Một sinh viên đứng gần đường ray tàu hỏa nghe thấy tiếng còi tàu khi tàu 
chạy thẳng về phía anh ta rồi chạy qua anh ta. Hai tần sô âm thanh quan sát 
được là 250 Hz và 200 Hz. Giả sử vận tốc truyền âm trong không khí là 360 
m⁄s. Tìm vận tóc của đoàn tàu? 

(Wisconsin ) 
Lời giải: 


vs: À ‹ ,À H 2 NgU ` z Fì L§ c 
Đật sa, rụ, u¿ lần lượt là tắn số của còi tàu và các tần số nghe được bởi anh 
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sinh viên khi tàu đi lại gần và rời xa anh ta. Hiệu ứng Doppler cho là 


trong đỏ e là vận tốc âm thanh và ø là vận tốc của đoàn tàu và như vậy 


LÀ| c+u 


Uạ  C—U. 


Thay số vào ta có 
3ó0 + ø 


360— 0ˆ 


1,25 = 


hay 
2,25 _ 720 


0,25 2u ` 


do đó 


1251 
Vận tốc của máu trong động mạch có thể đo được nhờ hiệu ứng dịch 
chuyển Doppler của sóng siêu âm. Giả sử sóng âm có tần số 1,5 x 108 Hz 
bị phản xạ ngược lại bởi dòng máu chảy với vận tốc 1 m/s. Giả sử vận tốc âm 
thanh trong mô là 1500 m/s và sóng âm tới có góc tới rất nhỏ như trên hình 
1.229, tính độ dịch chuyển tần số giữa sóng tới và sóng phản xạ. 
(Wisconsin ) 


ï 1) — 


——= y : }m/⁄$ 
Hình 1.229 
Lời giải: 


Do sóng âm có góc tới rất nhỏ, máu có thể coi như chảy đi cùng chiều với 
âm thanh. Vì vậy, kết quả của bài 1249 có thể được áp dụng trong trường hợp 
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nay với ø thay bởi —u 


24 

'.... “É = -5x 1# Ha. 
+ lộ 
1252 


Một ötô cỏ gắn một bộ loa gồm hai loa ngược chiều nhau trên nóc và chạy 
vẻ phía bạn với vận tốc 50 ft/s, như mô tả trên hình 1.230. Nêu bộ loa phát 
mốt âm thanh có tẫn só 1000 Hz, tỉm tần số phách bạn sẽ nghe được giữa âm 
thanh tới trực tiếp và âm thanh phản xạ bởi một tòa nhà gạch nằm đẳng sau 
ôtô. (Vận tốc âm lây bằng 1000 ft/s). 

(Wisconsin ) 


Hinh 1.230 


Lời giải: 
Âm thanh từ loa hướng vẻ phia đằng sau có tần số Doppler là 


C lẽ 
lụ —= ` 
L c+' 


trong đó c và o lẳn lượt là vận tốc âm thanh và vận tốc của xe, z là tân só của 
âm thanh phát ra. Do bức tường đứng yên so với người qua sát, cũng là tân 
số âm mà người quan sát nghe được. Âm thanh từ loa hướng vẻ đằng trước 
phát ra cỏ tằn số Doppler là 


Do đó tần số phách là 


1 1 
¬ ca) In ca 10H. 
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1253 
Một sinh viên vật lý cầm một âm thoa rung động ở tần số 440 Hz và đi bộ 
với vận tốc 1,2 m/s ra xa khỏi một bức tường. Sóng âm phản xạ từ bức tường 
có cao độ cao hơn hay thấp hơn so với âm thoa? Tần số phách anh ta nghe 
thấy giữa âm thoa và âm phản xạ là bao nhiêu? Vận tốc âm thanh là 330 m/4. 
(Wicorsin} 
Lời giải: 
Do âm thoa, phát ra âm thanh có tần số +, đi chuyển ra xa khỏi bức tường 
với vận tộc ø, âm thanh tới bức tường có tần số là 


/ Ề ) 
Ư = . 
c+u 


Do đó anh sinh viên, đang đi với vận tốc 0 ra xa khỏi bức tường sẽ nghe âm 
thanh phản xạ có tần số 


Do 


âm thanh vọng có tân số nhỏ hơn. Tần số phách giữa âm thoa và âm thanh 
vọng lại từ bức tường là 


2 2 
B2 ” —3,2H2. 
c+u C 


1254 


Một sợi dây bị cột chặt một đầu vào tường được cuỗn quanh một cái rời 
dưới một góc 0. Nêu một người nào đó kéo sợi dây ở đầu kia với lực Ƒ như 
trên hình 1.231(a), tìm lực căng của sợi dây tại điểm giữa bức tường và tời 
theo Ƒ, Ø và hệ số ma sát ; giữa dây và tời. 

(Columbia ) 
Lời giải: 

Xét một phần tử của sợi dây như trên hình 1.231(b). Các lực tác dụng lên 

phản tử này là sức căng 7 và 7 + A7 tại hai đầu, phản lực NW gây ra bởi cái 
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(h) 
Hình 1.231 
tời và lực ma sát ƒ. Do phần tử đó ở trạng thái cân bằng nên ta có 
A 


ƒ+(T+AT)cos (Š) — T'cos 6$) =0, 


N~(T+AT)sin (Ÿ) _Tsn (2) =0. 


Trong phép gần đúng cấp một, các phương trình trên trở thành 


ƒ+(T+AT)-T=0, hoặc —=~AT, 
N-TẾ TT =0, ` hoặc  WN=TA0 
Khi đó đo ƒ — ¡;N, ta tìm được 
AT 
PIN m... 
hay, cho AØ —› 0, 
TH .iớ 
H8) - HÀ 
Lây tích phân ta có 
T-Ce H9, 
trong đó Œ là một hằng số. Do T = Ƒ tại đ = 0, Œ = F. Do đó 
T= Fe~t9, : 
1255 


Một dây đồng chất và rât đẻo có chiều đài L và mật độ khói lượng đài là 
ø được treo bởi hai điểm treo có chiều cao h so với một mặt phẳng ngang và 
cách nhau một khoảng 2zo như trên hình 1.232. 


Cơ học Newton 403 


(a) Tìm hình đạng cong của sợi dây. 

GỢI Ý: Một tham số trong nghiệm của bạn sẽ phụ thuộc vào một phương 
trình siêu việt không cần giải. Tuy nhiên, bạn phải giải các phương trình vi 
phân mà bạn gặp trong quá trình tìm ra đáp số. 

(b) Tìm biểu thức của lực cãng của sợi đây tại các điểm treo. 


_— ?xp - 
: Ị 
h 
rỉ 
Hình 1.232 


Giả sử các điểm treo bây giờ được thay bằng các ròng rọc không ma sát 
kích thước không đảng kể đồng chất, và sợi dây đồng chất có chiều dài vô hạn 
treo qua hai ròng rọc như trên hình 1.232. Không có ma sát giữa sợi dây và 
mặt bàn. Trong trường hợp này, đạng cong của sợi dây chỉ phụ thuộc vào một 
thông số không thứ nguyên là a = h/zọ. 

(e) Giả sử sợi dây được treo theo một đường cong nhẫn có độ cao cực tiểu 
c, tìm phương trình siêu việt liên hệ giữa h/c và œ. 

(d) Tìm nghiệm chính xác cho hình dạng sợi dây khi œ < 1. 

(e) Liên hệ giữa hình dạng sợi dây trong câu (c) và (đ) với hình dạng của 
mặt bong bóng xà phòng căng giữa hai đây uốn tròn có bán kính # và khoảng 
cách 2zạ như trên hỉnh 1.233. 

(MIT) 


Hình 1.233 - Hinh 1.234 
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Lời giải: 


(a) Sử dụng hệ tọa độ như trên hình 1.234 và gọi lực căng của sợi dây là 
T' = T(z). Xét một phần vô cùng bé trên sợi dây giữa hai điểm r và z + đz. 


xÀ TA ^ » Z 1A 
Điều kiện cân băng của nó là 


(Tcos6)z+az — (T'cosØ)xy =0, 


(Tsin 8)„+ax — (1 sin 8); = øgV/(đz)? + (dụ)? = pgV1 + y2dz. 


Phương trình đâu tiên cho ta 


BC 6086) =0, hay 'T'cos 8 = hằng số = A, 
dx 
Phương trình thứ hai cho ta 
đ(T sin 9) 
K= 1 2 

Km p + 

Do : 
tgỞ = TC =ụU, 
bu 

ta CÓ 

LI I 


và các phương trình trên trở thành 


T—=ÁAv1+y2, 
Au”= pgV1+ 2. 
Viết (2) như 
1 dự — pg 


vIi+w2dz  A' 
hay l 

d -1 na _ 00 

T(6sh 1ý) = ST, 
và lây tích phân hai về ta được 

6= bác lại 

: =sh( F +) 
trong đó Œ là một hằng số. Do ¿/ = 0 tại z = 0, C = 0 và 


ve (9). 


chẳng hạn . 


Œ) 
(2) 


(3) 
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Tiếp tục lẫy tích phân ta có 


A 0901 

— ôÔÐÔ 
Øqg A4 

Với điều kiện biên  = h tại z = zo, ta có 


¬¬...ï 


Do đó hình dạng của sợi dây được mô tả bằng phương trình 


¬~.... 


với 4 là hằng số chưa được xác định. Xét lực căng 7' (+zo) tại điểm treo 
# — +zọ. Các thành phần theo trục của chúng thỏa mãn 


2Tsin8 = Lọn, 
nghĩa là si 
21w 
————== ~ L/0q. 
/1 -+ 2 


Sử đụng các phương trình (1) và (3) ta có thể viết lại biểu thức trên như 
88”0ề _ 
2Ash () = h0øg, 


từ phương trình này có thể tìm được 4. Lực căng tại z = +zọ được cho bởi 
(1) trở thành 


T(+zo) = AvV1+  |z=;¿ = Acosh (“) : (5) 


sử dụng kết quả của phương trình (3). 
(c) Lực căng 7(+zạ) trên sợi dây ở hai bên của mỗi ròng rọc bằng nhau. 
Do đó 
T(+zo) = hog, 


hay, từ phương trình (5) 


Thay thế vào (4) suy ra phương trình mô tả hình dạng của sợi dây giữa hai 
ròng rọc 


v(z) = ánh t (6) 
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Đặt  = c tại z = 0, suy ra c = A/2g. Do y = h tại z = ro, ta có 


heo (8), 
z —=ch (s) h (7 
c cœ 


Phương trình này xác định h/e chỉ là hàm của œ = h/zo. Phương trình (6) có 
thể được viết lại là 


hay 


ta CÓ 


e h 
TỊ= „ 2 5 


Phương trình này mô tả hình đạng của đường cong chỉ phụ thuộc vào h/c, đại 
lượng này lại chỉ phụ thuộc vào œ — h/zạ thông qua phương trình (7). 

(d) Về mặt vật lý, c < h, đo đó nêu øœ «& 1, ch (b/cz) >> 1. Nên với h hữu 
hạn ta cần có e —› 0 để thỏa mãn phương trình (7). Điều đó có nghĩa là toàn 
bộ sợi dây nằm trên mặt dắt. 

(e) Gọi øơ là hệ số Căng mặt ngoài của xà phòng. Để cân bằng trên mặt 
phẳng nằm ngang tại điểm (z, 1) trên mặt bong bóng ta có 


(ø - 2m cos8)z+a„ — (ơ - 2m cos 8)„ = 0, 
hay 
` by cos 8) = 
đt 
tức là 
cosØ = hằng số. 


Giả sử ự = c tại z = 0, khi đó do 6 = 0 với z = 0, hằng số đó bằng với c. Hơn 
nữa, do 
d+z 1 


V»2?+(dU2 vi+v ` 


Ccos Ø = 


ta có 
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hay 


với ¡ — y/c. LÂy tích phân ta có 
z=cch"} (Ÿ) + hằng số . 
C 


Do ÿ = c tại z = 0, hằng số bằng không, Do đó 


ven (2), 


nó đồng nhất với phương trình (6) ở phân c. 
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(a) Một vật có biên, đôi xứng trục có mật độ khỗi lượng p(z, g, z) = ø(r, 0). 
Tại khoảng cách lớn đôi với vật đó, thê hấp dẫn có dạng 


¿__ÊM „ /0) 


r r2 


trong đó 
M= JatvV,£9drayar = 2m | ptr" #)r2 sin 8 dr' 4Ø 


là khối lượng toàn phần. Tìm ƒ(). 

(b) Một vật thử nhỏ có mật độ khối lượng ø(z,, z) và được đặt trong thê 
hắp dẫn ¿(z, y, z). Tìm thê năng hấp dẫn của nó. 

(c) Giả sử vật trong câu (a) có đối xứng cầu, nghĩa là ø = ø(r), khí đó 
ở = ð(r). Giả sử vật đó là một khôi khí có áp suất p(r). Kí hiệu bán kính của 
nó là 7ì. Một vài tích phân sau đây mô tả chính xác thế năng hấp dẫn của khôi 
khí đó, một vài tích phân khác bị sai lệch một hệ số đơn giản bằng số âm hoặc 
dương. Xác định các biểu thức chính xác và tìm hệ số hiệu chỉnh cho các biểu 
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thức còn lại. Nêu ( = thê năng/ 4z, thì các biểu thức đó là 
I_ ÈV/(d@N.„ 
ñ. c5 | rẺdy ? 
f= = 1zŒ Jụ kà lăng 


ũ 


(đ) Vật thử trong câu (b) được đặt sao cho khôi tâm của nó tại tọa độ 
(0,0, ra) trong trường thê đói xửng cầu 


1G 


đíÍT) =— 


„ 
Với z¿ lớn, thê năng hắp dẫn cỏ dạng 


(AI { l 
-hC “r0 (n): 
Tọ rụ "0 
trong đỏ + = ƒ øư#z, Tìm d, 


(UC, Berkeley ) 


F4 
Vật thử 
P 
ÿ đi 
Tq r 
0 
Hình 1.335 Hình 1.236 


Lời giải: 


(a) Như mô tả trên hình 1.235, trục z hướng dọc theo trục đôi xứng và 
gốc tọa độ 0 nằm bên trong vật. Thế hấp dẫn (thế năng trên một đơn vị khối 
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lượng của vật thử) do vật gây ra tại điểm P là 


trong đó V7 là thể tích của vật. 
Do 
(r—r22 =r?+ r2 — 2rr” cos(ð' — 8), 


với một khoảng cách lớn từ vật |r — r“|~} có thể lẫy gần đúng như sau 


/“\2 , 
ch} «eo 


, 
BẾP | +  eos(Ø — Ø)) 
T T 


H 
2 


Thê vào tích phân ta có 
G ‡ ? 2 -› } , , 
đôn NT 0(rˆ,8 )r^ sìn 9 dr'd0 


^ = : 2m | p(r, 6)” sin Ø cos(0 _ Ø')dr! d8! : 
So sánh nó với dạng đã cho 


GM 8 
_ 
r ;B 


ta tìm ra 
ƒ(0) = —2mG lÍ ø(r!,6°)r*3 sin 8! cos(8 — 8')dr"4'. 


(b) Trong trường thế hấp dẫn ¿(z, g, z) thể năng của vật thử có mật độ 


khối lượng ø(z, g, z) và thể tích V là 


W= ƒ g( 02300 
V 


(c) Với một hệ đóng có mật độ khối lượng là ø và thể tích V năng lượng 


hấp dẫn là 
W = 3 J_ 294V. 
2Jy 
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Với một khôi khí đối xứng cầu có bán kính ñ† ta có 
1 tì 
W= sj p(r)@(r)Arr?dr , 
D 


Ziài .) Á ^ + .A k Z z 
với gốc tọa độ tại tâm của nó. Do đó 


W1. ƒ say 
U==gj pủr”dr . Œ) 


Nên tích phân (ii) là đúng. 
Xét một vỏ khối khí hình cầu bán kính r và bể đày Ar. Do khối khí có áp 
Á À Z >Ä .ÐÀ @ .A % 
suất p, ta cần có điều kiện sau để cân bằng 


°_4mr? [p(r) - p(r + Ar)]— Amr22  Ar =Ũ, 


hay 
dp _ _ độ 


ác tp. 
Phương trình Poisson cho các khối lượng hút nhau là 
W?¿ = 4nGo, 


= z Á. z à 
hay với vật có đôi xứng cầu, 


1đ (;đổN — 
r2 ( T) = 4nG0, 


: 1 1 d ( ;dỏ 
£=— tmG ` r?ản ( ri 


dịp 1 1 Nà 


suy ra 


Do đó 


dr 4AnGŒ r2dr ng dự 


Bên ngoài vật hình cầu, ø bằng không và dp/dr = 0. Do đó 


dộ _ 
li , PHI 
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Phương trình (1) có thể viết lại là 


1 ƒ? d / ;dó 
Văn noi, đ ( T) m 
R 


¬ 1 ĐÁ đạŠY? 
= ~gng j, r (#) đr. (2) 


Do đó tích phân (ii) phải nhân thêm hệ số - 1. Xét tích phân (¡). Nó có thể 
được viết là 
|  d (/ ;sdớó\ dạ 
“ng ƒ "ủị ( T) đc mong 
R 
L | ;/d¿$N? ll sdộ độ 
= T T -địr 
4nG đr : 0 đr đr 
1 Tì dỏ 2 
— 8nG j rệ L2) 


giống như phương trình (2). Do đó tích phân (¡) đúng. 
Tích phân (iv) có thể viết là 


= ` JàP BÚ 
ả LÔ đr 
„ THẾ, 
3 0 Em đr B 


2"STM6 (0C 
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So sánh với tích phân (i¡), vốn là tích phân đúng nó cần phải nhân với 3. 
(đ) Gọi Œ là khối tâm của vật thử và xét một phân tử thể tích đV! tại vectơ 
bán kính r? từ Ở như trên hình 1.236. Ta có 


tr—=ro+Fể, 


hay 


r? =r +72 + rạr! cosð' 


SUY Ta 


, ;\ 3. 2 , 2 
# I+2«=z+ (5) I x1 lI=zes=v+o(5)| : 
Trụ Tọ 2ro rã 
Thể năng hắp dẫn của vật thử là 
} N2 
W = ơỏdV' = SỈ si 1— ma 0 +0 (5) dV'. 
v! Vi Tọ 2ro r§ 


trong đó W7 là thể tích của vật thử. Sử dụng tọa độ cầu (r“,ớ',w') với gốc tại 
Œ, ta có 


dV! = r?sin Ø'dr'dØ' dự! 


` z ` s,.Ấ . ^ . ` 
và có thể viết thể năng trên lại thành 


1 
MơẰc an J ø(r!,!,@!)r!3 sin 20'dr'dØ ảợ! + O (3) 
Tp 2r§ Tọ 
Do đó 
dị GMrg 


SG Taữ" 8°, v')r? sin 28! dr!d8 1g. 
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Một đẳm gỗ sổi đã hong khô, tiết điện 2 in x 4iïn được chôn vào tường bê 
tông để chổi ra bên ngoài 6 ft, như trên hình 1.237. Nó được tạo ra với mục 
dích làm giá đồ cho một trọng vật L sao cho ít bị cong nhất. Giới hạn đàn hỏi 
của gỗ sồi là ứng suất 7900 lb/in2 (pao/in?). Suất đàn hồi của nó, ! (dp/d!), 
là 1,62 x 108 b/in?, Trọng vật L lớn nhật mà dầm gỗ sôi có thể đỡ được mà 
không bị biến đạng vĩnh viễn là bao nhiêu và độ dịch chuyển của điểm P đưới 
tác dụng của trọng vật đó là bao nhiêu? Khi giải bài toán này hãy sử dụng các 
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Hình 1.237 


gần đúng thích hợp, kể cả cho bán kinh cong của dầm bằng — (d?/đz”) 
thay cho biểu thức chỉnh xắc. 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 

Bỏ qua ứng suất trượt và chỉ xét biên dạng cong thuần túy. Trong quá trình 
uốn cong, các thó gỗ bên trên bị dẫn trong”khi thớ gỗ bên dưới bị nén, giữa 
chúng tồn tại một mặt phẳng trung tính không bị biến đạng 3. Xét các thớ 
gỗ cách mặt ,X'.V một khoảng £ như trên hình 1.237. Gọi bản kính cong của 
A2 là r và của các thỏ gỗ đang xét là r + £, Vậy thớ gỗ đang xét chịu biễn 
dạng dọc là 

f.+$)=t#. š 
_“xnớ" 
Xét tiệt điện 44 của dâm gỗ tại vị trí z. Ứng suất đọc tại £ trục trung tỉnh /V'UV 
tại đó tiết điện cắt mặt phẳng trung hòa 4" là 


s-- 
=—. 


T(6) 


# “414 lì h -ˆ „ h + h + £ 
trong đó 7 là suât Young của vật liệu. Momen tổng công của các ứng suiầt dọc 
đổi với trục trung tính là 


Mf{z) = kh. = „j cưa = =. (1) 


h , . 3 si « .£ .ˆ , 

là momen quán tỉnh của diện tịch tiết diện quanh trục trung tính. Momen 
4 . k TT. . ¬ 4£ _ + .. ˆ 

uôn cưc đại xảy ra tại tiết điện „ = Ö vả ứng suất cực đại xảy ra tại biên trên 

và biên dưới. lo 


" lị 


_ M(U)h - Llh 
Tmax — ï c E: : 


__ #& _ Mz)£ 
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Để cho dâm gỗ bị uốn cong ít nhất, dầm gỗ phải được lắp sao cho độ cao của 
nó là 2h — 4 in và bể dày u' — 3 in. Do đó 


kề 3. 
1~ | ĐáA =ø | ch < 2 uyt - 5P vui, 
Mình 3 3 


Với ¡ = 72 in, ứng suất giới hạn 7Tma„ = 7900 Ib/inẺ, suy ra độ lớn của trọng 
vật cực đại là 

7900 x 32 
— 8xT2x2 


2+ 


— 585 lb (pao) . 


Hinh 1.238 


Hình 1.238 cho thấy sự uôn cong của mặt phẳng trung tính A“W. Phương 
trình (1) suy ra 


d2 n EIL  EI 
LẪy tích phân và chú ÿ là đự/dzr = 0 tại r = 0, ta có 


dụ — L + 
xa...) $ 


Tích phân thêm lần nữa với  = 0 tại z = 0 suy ra 


L (+ trì 
W= ong F8 + 
EJỨ' 1/8 2 


Dộ dịch chuyển của điểm 7 do đó sẽ là 


L(B LẺ 
¬" 3. .... 
EI Ề 5) 3EI „ 


d?ụ -Ö1_ Mr) LI z) 


1258 


Rất nhiều giảo trình sơ câp mô tả định luật Pascal về thủy tĩnh học như 
sau “bất kì độ thay đổi áp suất nào của chất lưu bị đóng kin nào đều truyền 
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không bị giảm và ngay lập tức tới tất cả mọi điểm khác trong lòng chất lưu 
đó”. Điểu này có vi phạm nguyên lý tương đổi không? Giải thích một cách rõ 
nhật ý nghĩa của từ "ngay lập tức" trong trường hợp này. 

(Wisconsin ) 
Lời giải: 

Định luật Pascal không thực sự vi phạm nguyên lý tương đối. Nguyên lý 
đó giả thiết rằng chất lưu không thể bị nén, và là một mô hình đơn giản hóa, 
không hoàn toàn chính xác với chất lưu thật. 

Sự thay đổi áp suất tại một điểm của chất lưu được truyền ải trong lòng 
chất lưu với vận tốc của âm thanh. Do kích thước của bình chứa thông thường 
rất nhỏ so với quãng đường đi được của âm thanh trong một khoảng thời gian 
ngắn nên độ thay đổi áp suất có vẻ như là được truyền đi tối mọi phần của 
chất lưu, một cách "ngay lập tức" hay tức thời. 
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Một cân đòn được dùng để đo khỗi lượng mmị của một chất rắn thể tích Vị 
có mật độ khôi øạ rất bé. Vật rắn này được đặt ở đĩa cân bên trái và các quả 
cân bằng kim loại eó mật độ ø; rất lớn được đặt ở đĩa bên phải để cân bằng. 

(a) Nêu sự cân này đầu tiên được thực hiện trong không khí sau đó lồng 
cân được rút chân không thì cần đòn còn giữ nguyên thăng bằng không? Nếu 
không thì đĩa bên nào sẽ lệch xuông đưới? 

(b) Xác định phần trăm sai số (nêu có) của khối lượng mạ đo được khi cân 
trong không khí (mật độ khối của không khí là = øx). 

(Wisconsin) 
Lời giải: 

{a) Cân sẽ không còn thăng bằng nữa sau khi rút chân không lồng cân, 

Đĩa bên trải, mang chất rắn mật độ khói nhỏ hơn, do đó là vật có thể tích lớn 


hơn sẽ lệch xuống do nó đã được đẩy nhiều hơn lên trên bởi không khí trong 
khi cân trong không khí. 


(b) Đặt khối lượng thực và khối lượng cân được (biểu kiến) của chất rắn 
trong không khí lần lượt là mm và mị. Khí đó 


7g 0A8 — : g 
cố 0 = Tnịg— —~ : 
mm A bị m PA 
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hay 
E mị ) mị 
Trì Tra, | —~ <” jiôu i8 DA + 
1 D2 Ø1 
nghĩa là 
ÔỰH( — ĐA 
Trị ØI 
1260 


Một gàu nước được quay với vận tốc góc không đổi ¡ quanh trục đổi xứng 
của nó. Xác định hình dạng của bề mặt nước sau khi mọi chuyện đã ổn định. 
(MIT) 


F 
B 
mg 
£ 
o0 
Hình 1.239 


Lời giải: 

Xét một hạt nước trên bể mặt có khói lượng zn. Có hai lực tác dụng lên nó: 
lực F' vuông góc với mặt nước gây ra bởi các hạt nước xung quanh, và trọng 
lực ;"g, như trên hình 1.239. Do nỏ đi chuyển trên một quỹ đao tròn với vận 
tốc góc không đổi ¿, trong hệ tọa độ trụ với gốc tọa độ là điểm thập nhất của 
mặt nước ta cỏ 


F'cosØ =1ng, 


” 4 
ft snØ — mưl”T , 


trong đó 8 là góc giữa pháp tuyển của mặt nước vả trục z. Do đó 


2 
†gớ — =” 
g 


T 
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Do tg6 là độ dốc của đường cong biểu diễn hình dạng bê mặt nước, 


d[š Jˆ 


đr ` 
Suy ra 
".. 
-= ' 


^ụ 


do › = Ú dỗi với r — 0. Do đó mặt nước ]à một hình paraboloit được tạo ra bởi 
parabon ở trên quay quanh trục z. 
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Một thiết bị bao gồm một ông mảnh thẳng đứng và một ông rộng nằm 
ngang nổi với nhau theo cách như trên hình 1.240 được nhúng chim vào một 
chất lỏng có mật độ ø¿. Mật độ và áp suất của khí quyển bên ngoài lắn lượt là 
ø, và øa. Đầu cuỗi của ông nằm ngang khi đó được bịt chặt và sau đó thiết bị 
quay với vận tốc góc không đổi là ¡ như đã chỉ ra. Có thể coi không khi trong 
khí quyển là khí lý tưởng và cỏ một nhiệt độ cổ định và bỏ qua sự thay đổi 
mật độ không khí theo độ cao. Cuỗi cùng, bỏ qua hiện tượng mao dẫn và ma 
sắt bê mặt. 


Tìm chiều cao h mà nước dâng lên trong óng thẳng đứng tới bậc hai của 


(Princeton } 


Hinh 1.240 


Lời giải: 
Áp suất p và mật độ ø của không khi trong ông nằm ngang không đều. Xét 
một lớp thẳng đứng của không khí có bề dày dr tại khoảng cách z tỉnh từ trục 


418 Bài tập & lời giải Cơ học 


quay như trên hình 1.240. Do ống quay với vận tốc góc ø, ta có 
[p(x + dz) — p(3)]A = œ?zpAdz , 
A là diện tích tiết điện ông, hay 


BẾP u2zp 
dx ì 


Coi không khí là khí lý tưởng với phân tử lượng M, ta có 


+n. 
pV = 1RT, 
hay 
- À1 
ÐĐ.= RT ' 
trong đó Ƒ là hằng số khí. Do đó 
M 
đo = —cd 
0 = ndp 
và š 
dp - Mu 
Ha. đ 
ñ RT Tá 


Lấy tích phân phương trình trên ta có 


Ð Mưứ? ¿ 
In( CÌ =s.r. 
"(2) 2RT” 


trong đó øọ là mật độ của không khí tại điểm z = 0. Như vậy 
p = nạ” 
với œ = Mu2/2RT. pọ có thể được xác định bằng cách xét toàn bộ khôi lượng 
không khí bên trong ông 
L 
|  sềdx = a.SL, 
0 
tức là 
+ 2 
øo Í e°“ da = pạkL. 
0 


kả 


Với œ không quá lớn, œ là một số nhỏ. Do 


2x4 


_ 8đ ` 3 
XIN: T AE SE 020100202 : 


2 
c7“ =1+ơz? 
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có thể lây gần đúng phương tình ở trên là 


hay 


Do p tỉ lệ thuận với ø vì nhiệt độ được giả thiết là không đổi tại mọi điểm, ta 
có áp suất tại điểm z = 0 là 


Bây giờ xét chất lỏng trong ống nhỏ thẳng đứng. Điều kiện cận bằng là 
Đa = po + ghør , 


hay 
L? 


3 


Da = 9hpr, 
suy ra 
— A1u2L®”pạ _ l0°E”, <ủg 
6790, 6g Øø,. 
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Một bình chứa hình trụ tiết diện tròn, bán kính là #, được đỗ sao cho nó 
có thể quay quanh trục thẳng đứng của nó. Ban dâu nó được đổ đây chất lỏng 
(giả sử không thể bị nén) có mật độ ø tới độ cao h so với đáy phẳng của nó. 
Sau đó bình trụ được cho quay với vận tốc góc œ quanh trục của nỏ. Vận tốc 
góc được giữ không đổi và đợi đến khi hệ ổn định. Giả thiết rằng chất lỏng 
không bị tràn ra ngoài và không có phản nào của đáy bị cạn nước. 

(a) Tìm phương trình mô tả mặt nước. 

(b) Tìm biểu thức của áp suất p(z) của mặt trụ tại độ cao z so với đáy. 

(c) Tìm biểu thức của áp suất po(z) đọc theo trục tại độ cao z so với đáy. 

(d) Đối với người quan sát cô định dòng chất lỏng không có rota? Chât 
lỏng tất nhiên chịu tác động của trọng lực và chúng ta giả sử áp suất khí 
quyển tiêu chuẩn pạ trên toàn bộ bể mặt nước. 

(ÚC, Berkeley ) 
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* 
ụ 
h 
Ị 
xÈ: 
Hũnh 1.241 


Lời giải: 
{a) Xét một mặt phẳng thẳng đứng chứa trục quay. Đặt œ là góc giữa tiếp 
tuyển của mặt trên chất lỏng với đường nằm ngang tại điểm có khoảng cách 


£ S0 VỚi trục quay và có độ cao ¡¡ sơ với điểm tháp nhất của hể mặt trên như 
trên hình 1.241. Ấp dụng kết quả của bài 1260 ta có 


'1ích phân no ta có parabon 


Bẻ mặt trên của chât lỏng thu được bằng cách quay parabon nảy quanh trục 
quay. 

(b) Bê mặt trên của chất lỏng lä một mặt đẳng ấp có ấp, suất bằng áp suât 
khi quyển p„. Chủ ý là mỗi parabon quay như thê trong chất lỏng đều là một 
mặt đẳng áp, hiệu áp suất giữa nó và bể mặt trên được xác định bằng khoảng 
cách giữa hai bề mặt dọc theo trục quay. Gọi là chiều cao của điểm thấp 
nhất của các bẻ mặt trên so với đáy bình chứa. Chiểu cao của điểm cao nhất 
trên bể mặt trên so với đáy khi đó là 

u từ 


hị -ht =—. 
lỊ Ì 2g 


Nêu 9 = z7? và họ là độ cao của chất lỏng khi nó không bị quay, thể tích tổng 
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cộng của chất lỏng là 


_K.—. 3 
hnS = hịS = TẾ đà = hịS = vs. đc 
0 b 


SU ra 
:2T‡2 
bị = họ + Sẽ 
4g 
và đo đó 3à 
h = họ = mÍ da 
4g 


Áp suất lên bề mặt trụ ở độ cao z so với đáy do vậy là 
P(2) = Đa + (hị — z)pg = Pa + lá» + _= = ) 0g- 
(e) Áp suất đọc theo trục quay tại độ cao z so với đáy là 
Pu(2) = Pa + (h — z)ng = Đa + (» ST :) 0g - 


(đ) 

ii 
0 0 
rụĐ 


Vxv=VWx(œxr)=Vx 


~ 


= Vx(—wpyi +¿zj)) 
ï } k 
Q ổ 
= |: ấy 5z:|= 2k. 
—u1J t@+z 0 


Do V x v # 0, nên dòng chất lỏng có rota. 
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Cho biết góc trông (đường kính góc) của mặt trăng và mặt trời gần như là 
bằng nhau và thủy triều gây ra bởi mặt trăng cao gấp đôi thủy triều gây ra bởi 
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= Nà z x3” ¿ Ầ ˆ ` Ä ^ ˆ - “ &Š 
mặt trời. Bạn có thê rút ra kết luận gì về mật độ tương đổi của mặt trăng so 
với mặt trồi. 
(ÚC, Berkelay ) 
Lời giải: 
Gọi Hạ. ,a, J3, là các bán kính, A⁄,, A/„, A4, là các khối lượng của trái đất, 
mặt trăng, mặt trời và kí hiệu hự,, h; tương ứng là chiều cao của thủy triểu gây 
LAn v . ` * `. . ˆ .. ˆ lê. Á ` ả ` 
ra bởi mặt trăng và mặt trời tại một điểm trên trái đất và D„„,, 2, lần lượt là 
khoảng cách từ tâm của trái đất tới mặt trăng và mặt trời. Nhiễu loạn gây ra 
bởi mặt trăng tại một điểm trên bể mặt của trái đất có thể được thể hiện qua 


thê gần đúng là 
3 GAM Rề ( ) 


——[—COs 
2 D‡, 3 
trong đó 9 là khoảng cách thiên đỉnh của mặt trăng tại điểm đó. Giá trị của nó 
bằng gh„„, trong đó 
“..- 


9 Z R) 
là gia tốc trọng trường của trái đất, ta có 


32A1, /1 
=...... 
mS 2 D?M, Ệ ` ) 


Đôi với cùng khoảng cách góc thiên đỉnh 


mg) HP ki) Án } 
hạ Đm M, Dị tt; 8a 
với øm„, 0; tưởng ứng là kí hiệu mật độ trung bình của mặt trăng và mặt trời. 


h ` ; zy k xế ¬— = » ` H 2+ z 
Do các đường kính góc của mặt trời và mặt trăng là xâp xi bằng nhau ta có 


lầu — ]ụ 
Dạ, D;s : 


và do đó 
ðm _ ñm 
Da hạ 


=2. 


là tỉ lệ mật độ khói lượng của mặt trăng so với mặt trời. 
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Một thiên thể được hình thành từ một vật liệu giả định có phương trình 
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trạng thải 
1y 2 
= -K?, 
Đ 2 là 
trong đó p là áp suất và ø là mật đệ khối. 

(a) Chỉ ra rằng đôi với vật liệu này, trong điều kiện cân bằng thủy tĩnh, có 
mỗi liên hệ tuyến tính giữa mật độ và thế hấp dẫn. Dấu đại số của số hạng tỉ 
lệ đóng vai trò quan trọng. 

(b) Viết phương trình vi phân thỏa mãn ở cân bằng thủy tĩnh bởi mật độ. 
Điều kiện biên và các ràng buộc vật lý khác nào phải được sử dụng? 

(e) Giả sử đối xứng câu, tìm bán kính của thiên thể tại trạng thái cân bằng. 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Giả sử chất lưu chịu tác dụng của một ngoại lực F trên đơn vị thể tích. 
Xét các bể mặt vuông góc với trục z có phẫn tử thể tích dr = dzddz của chất 
lưu đó. Tại trạng thái cân bằng, F cân bằng với áp suất trong chất lưu, như 
vậy 


t›dr = [p(z + dr) — p(z)|dudz = Shấr ` 


ồ 
nghĩa là 
_ Ốp 
NÊN 
hay 
F = Voọ. 


Khi đó nếu f là ngoại lực trên một đơn vị khôi lượng chất lưu, ta có 


1 
f= -Vp. 
p 


Do p có thể được rút ra bằng phương trình trạng thái, ta có 
Vp= KøVp, 


và 
f†= KVo. 


Nêu ngoại lực phát sinh từ thế hấp dẫn ø, thì 


f=-Vộ. 
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So sánh với các phương trình trên ta có 
Vệ + KV =0, 
hay 
@+ Kp= hằng số. 
Do đó ở và ø có quan hệ tuyến tỉnh. 
(b) Phương trình Poisson 


W?¿ = 4xGŒp 
khi đó cho đu Š 
2 Hàn 
VW“o+ P: =0. 


Đây là phương trình ví phân cần được thoả mãn bởi mật độ để đạt được trạng 
thái cân bằng. Điều kiện biên là mật độ ø bằng không tại biên của thiên thể. 
(c) Với đối xứng cầu ta sử dụng hệ tọa độ cầu có gốc tại tâm của thiên thể. 
Phương trình cuối cùng khi đó trở thành 
1® 2dp , 4rxGp _ 
dr) ` rẩr K 
Đặt u — ør, 2 = 4rŒG/K và thê vào phương trình trên ta được 
dầu 
uU”u = 0 
đa? m l 
nó có nghiệm là 
 = trọ SIH(2T + Ở), 
SUy ra 


ch. sin(m + Ø), 
là 


trong đó rọ. ø và ở là các hằng sô. Điều kiện biên ø = 0 tại r = ñ, trong đó R 
là bán kính của thiên thể đòi hỏi 
WUl? +  = TT, n=Ï.2,3,:... 


Tuy nhiên, mật độ khôi ø phải là một đại lượng không âm nên œr + Ø < +. 
Điều đó có nghĩa rằng n = 1 và ¿¿Ñ + 8 = m. Xét 


f = KV 


=K sa sin(ur + đ) + _ ở cos(ưr + Ø)| ey 
r 


= -_kÊP cos(œr + 8)(tg(œr + 8) — œr|e, . 
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Do đi xứng ra cân có f - 0 tại r = U, Điều này có nghĩa là khi z — ( 
1 : 
tg(ur + 3) ~ jr = 3+ siar 1I0ƒ?-E s.. 04 


Do đó ở — 0 và ft = nụ, suy ra bản kính của nó là 


lxyK 
t6: ng + 
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Xét một bản chât lưu tự hấp dẫn đang ở trạng thái cân bằng thủy tĩnh có 
bẻ dảy tổng cộng là 2h và có kính thước vô hạn theo hướng bên (theo các 
hướng r và ). Bản mỏng đó đồng nhất nên mật độ ø(z) chỉ là hàm của :, và 
phân bồ vật chất tiếp tục đôi xửng qua mặt phẳng giữa z = 0. Rút ra biểu thức 
của áp suất p của mặt z = 0 theo đại lượng 


h 
g= | 0(z)dz 
q 


không được giả thiết thêm gì về phương trình trạng thái. 
(ÚC, Berkeley } 


Hình 1.242 


Lời giải: 
Trong trạng thái cân bằng thủy tĩnh, lực tác dụng trên mót đơn vị khôi 
lượng của chất lưu là (xem bài 1264) 


1 
[==Yn: 
„ 
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Do chỉ có sự thay đổi theo z, nên 
Tho a) 


Xét lực hập dân tác dụng lên một đơn vị khôi lượng tại điểm zo, như trên hình 
1.242, bởi một lớp chất lưu dày đz tại toa độ z 


" Co(z)dz - 3mrdr - #0 — # 

go r?Ở+za—z)? r? + (zo — 2)? 
sả 

= —27G/(z)(zo — cứ: ƒ =...... 
0 [r®*+(zo—z)!]? 


= —27G/(z)}(zo — z) 


Lực hấp dẫn tổng cộng tác dụng lên đơn vị khói lượng tại z = zọ là 


ƒ(+o) = —2mG lƒ Ø(2)đ+ — ự 2(2)4:] 


-h : 


z0 
= ~2mG p(z)dz 


—>oð 


do p(z) đối xứng qua mặt phẳngz = 0. Áp dụng phương trình (1) cho điểm 
z = zọ và lẫy tích phân ta có 


h h Lần 
ph) — (0) = [  dp(ao) = —2nG [` (soJdsa [” ø(z)4: 
lê 0 - ` 20 
Từ đó suy ra mật độ đối xứng ø(z) 
h z0 
p(h) — p(0) = ~mG / #(za)dzo [ ` p(2)d:. 
q 


Đặt ø(zo) = ƒS” 2(z)dz, ta có đø/đzo = p(zạ) và 


J "AfiWo [ra = [ ' /ao)e(ee) r5 = [  gde = ni 
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trong đỏ ø = hy ñ(:)dz. Sử dụng điều kiện biên p(h) = 0 cuỗi cùng ta có 


p(0) = 2mGa?. 
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(a) Một con thuyền có khổi lượng A7 nổi trên một bể chứa nước sâu có 
thành thẳng đứng. Một hòn đá khỏi lượng : được cho rơi vào thuyền. Mặt 
nước bể dâng lên bao nhiêu? Nêu hòn đá rơi trượt vào lòng bể thì mực nước 
đãng lên bao nhiêu? 

[Có thể giả thiết mọi kích thước và hình dạng của bể nước, thuyền và hỏn đả 
nêu cần thiết. ] 

(b) Một ông chữ U với hai nhánh cỏ diện tích tiết điện khác nhau4;, 4; 
được đổ vào một lượng chât lỏng không chịu nén tới độ cao ở, như trên hình 
1.243. Không khí được thổi từng đợt vào một nhánh ông. Mô tả định lượng 
chuyển động của chất lỏng sau đỏ. Bỏ qua độ nhót và sức căng bề mặt của 
chât lỏng. 

(UC, Berkeley ) 


sicsgi 


Hình 1.243 Hình 1.244 
Lời giải: 
(a) Gọi ø„ va ø; tương ứng là mật độ của nước vả hòn đả, S; và S„ tương 
ứng là điện tích tiết điện nằm ngang của bể và thuyền. Với hòn đá ở trên 


lì bà = _ ˆ v D = . * 
thuyền, thuyền sẽ chìm xuông một khoảng Ah (so với mặt nước) sao cho sức 
. bẻ Lệ ^ 14“ 
nối bố sung tạo ra có độ lớn 


mẹg — pụuS,Ãhg, 


SUY Tả 
tr 


Ah= : 
Đụ:Sb 


28-8T& G CƠ HỌC 
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Điều này làm cho nước trong bể đâng lên một đoạn A7 được cho bởi 


SẶUARH = SyAbh , 
hay 
m 
AH=_——~. 
Đuïi 


Nếu hòn đá rơi trượt ra khỏi thuyển và rơi vào bể nước, nó sẽ bị chìm xuống 
đáy bể. Điều này làm nước trong hỗ “tăng” một thể tích là rm/ø„, làm cho mực 
nước hồ dâng lên một đoạn 

TL 


AH= : 
Øz5t 


(b) Chuyển động của chất lưu là không xoáy (không rota) và không ổn 
định và được mô tả bằng phương trình Bernoulli dạng 


HƯỚNG: 
a0" +p+ÙỮ- % = COnStAnT, 


nó đúng với mọi điểm trong chất lỏng tại thời điểm ¿. U/ là thê của ngoại lực F 
định nghĩa bởi F = — VU, và ø là thể vận tốc định nghĩa là v = — Vỏ. Xét hai 
điểm trên bể mặt 1, 2 trên mỗi nhánh của ông chữ U tại khoảng cách 7, zs so 
với vị trí cân bằng ở như trên hình 1.244. Phương trình Bernoulli suy ra 


1 ọ: 
Da +7 +Ũn — = = „ml +?›¿ +; S/ 
với 
Pị = pạ = áp suất khí quyển, 
lì = n T1)09: Ủa = (d~ z3)Ðg › 
Uị =ử, Uọ =2, 
Ôóna ` d+m Øuy : 
.¬ si lấp TT: c tu 
ả; Iê Ôua 
ồt : BS ôn 


chỉ giữ lại các số hạng bậc nhất của các đại lượng nhỏ z¡,z; và các đạo hàm 
theo thời gian của chúng. Với gần đúng tương tự phương trình Bernoulli trỏ 
thành 


(# + #2) + Sứ +7a) =0. 
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Sứ dụng phương trình liên tục 
Aiz: = 4¿z3, 
ta có 


_ 07t = 
+Ị + E) mi. 


vã +; 
#; + 2 =0, 


z D4 ^ z k H ` H .Ä ` 2> ,Ầ H Z 
Do đó chuyển động sau đó của chất lỏng là đao động điều hòa với tần số góc 


wj —= V91 
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Một trạm không gian được chế tạo từ một hình trụ bán kính ##¿ được nạp 
đầy không khí. Hình trụ quay xung quanh trục đôi xứng của nó với tốc độ góc 
ằœ để đảm bảo gia tốc tại mép bằng gia tốc trọng trường ø trên mặt đất. 

Nếu nhiệt độ 7 bên trong trạm là không đổi, tìm tỉ số của áp suất không 
khí tại tầm với áp suất tại mép? 

(MIT) 
Lời giải: 

Xét một vỏ hình trụ không khí bán kính z và đày Ar. Chênh lệch áp suất 
ngang qua các bê mặt cong của nó tạo nên lực hướng tâm cho không khí quay. 
Như vậy 

[p(r + Ar) — p(Ar)]2mrl = uˆŸr - 2nrlpAr , 
ở đây ø là mật độ không khí và ! là chiều dài hình trụ, cho ta 


dp 2 
cm = ” 
Không khí tuân theo phương trình trạng thái khí lí tưởng 
Tm 
pV = 1RT, 
hay 
Mí 
8= nT? ` 


ỏ đây 7 và M là nhiệt độ tuyệt đối và phân tử lượng của không khí và /? hằng 
số khí. Do đó 
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Hà dp M„Ề a 
= rdr , 
p@) P NT 


h p(Ro)| _ Muˆ?Rậ — Miao 
p(0) 2RT 2RT ` 


đo gia tốc ỏ mép, ø¿?Rọ, bằng ø. Do đó tỉ số áp suất là 


P) _ .vo(_ MiRoø 
ph) ` °{ sRE ) | 


Tích phần ta có 


có nghĩa là 
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Hãy tính hình đạng bể mặt tròn xoay mô tả độ phình ra ở xích đạo khi 
hành tỉnh quay chậm hình thành. Thừa nhận rằng hành tỉnh gồm toàn chất 
lỏng không bị nén mật độ ø và khôi lượng tổng M hành tính đó quay với vận 
tốc góc đều w. Khi quay, khoảng cách cân bằng kể từ tâm hành tỉnh đến hai 
cực của nó là Tạ. 

(a) Hãy viết phương trình cân bằng thủy tĩnh đối với bài toán. 

(b) Giải đỗi với áp suất gần bể mặt của hành tính bằng cách sử dụng gần 
đúng thô là trường hập dẫn gần bề mặt có thể được viết như —ŒMr/z2. 

(c) Tìm phương trình cho bể mặt hành tỉnh. 

(d) Nêu độ phình xích đạo (f„ — #„) là một phần nhỏ của bán kính hành 
tinh, tìm một gần đúng cho biểu thức nhận được trong (e) để mô tả độ lệch 
của bề mặt so với tính cầu. 

(e) Với trường hợp của trái đất (F„ = 6400 km, A⁄ = 6 x 10?! kg) hãy ước 
lượng bằng con số chiều cao của chỗ phình xích đạo. 

(MIT) 
Lời giải: 

(a) Sử dụng tọa độ như hình 1.245 và xét điểm P trong hành tinh. Trong 

trạng thái cân bằng lực ngoài cân bằng bởi áp lực trên một đơn vị thể tích, 


_ (ðp ðp 
v G s0) 


trong tọa độ cầu với sự thừa nhận rằng hành tỉnh là đối xứng quanh trục quay. 
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2 


Pu rc05À 


Hinh 1.245 Hình 1.246 


Bây giả sử dụng hệ quy chiều quay gắn với hành tỉnh sao cho trục z! trùng 
với trục quay và mặt phẳng r':z“ chứa già Trong hệ quy chiêu này lực ly tâm 
tưởng tượng trên một đơn vị thể tích, øu?r cos À, Ở đây À = š — Ø là vĩ độ, phải 
được đưa ra. Đặt F là lực hâp dẫn trên một đơn vị thể tích. Khi đó các lực có 
liên quan như ở hình 1.246. Khi đỡ = —dA, ta có thể viết ôp/Ø8 = —Øp/ØA và 
có, trong các hướng +' vả z', 


2 05A — TU sinÀ = Fụ + fu#T cos À , (1) 
0p, gp 

S VÀ! a KG: — F¿.. 2 
ay SIBÀ rỡ C08 À Fy (2) 


(b) Lực hấp dẫn trên một đơn vị thể tích tại 7, như đã cho, có các thành 
à 
phần 


rẰU S Ầ 
lu ÁN Bế c) pGM sinA- 


= ụ rô 
Thay vào phương trình (2), ta có 


k„... 0H 0B lng, 


rñA  \ r? 3r 
mà với phương trình (1) sẽ cho 


ĐpP  šs_ sa 0G 
: Ø/ˆT COS“” À — 
đr lo 


Vì p = Ú tại r = #ñ, tích phản của nỏ cho 


= ` uy —- R° (d4 ?X-+ (; _ 5) øŒ\MM 
2 rẻ 
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Với điểm ở độ sâu h dưới bể mặt vĩ độ À, ta có, khi r = R— h với h < ñ, 


1 h 
2 2. z—- 
rˆ— TP x —2Rh, rên Re 


ps (-Rz cos” À + TH) ph. 


(c) Bể mặt hành tỉnh là một mặt đẳng thé. Thế (thế năng trên một đơn vị 
khỗi lượng) tại bể mặt gây ra do lực hập dẫn là 


GŒM ` h 
=—>—+h : 
U F) + hãng số 
Thế ¿ gây ra do lực ly tâm được cho bởi 


-Vệ= (-5 .N) = (&2r cos? À,u?r cos À sỉn À) . 


ðr ` rÐA 
Như vậy 
s = —ư 7 cos? À, 
hay 
= `. cos? À + ƒ(2) - 
Khi 
9¿ ta 2 vs 1 1 — 2 : 
ra” ? c0s À sin À + = (À) = u”r cœ Àsin À, 


f(z)=0 hoặc  ƒ(z)= hằng số. 
Do đó đối với bể mặt ta có 
—5u2R? cos2 À — _. = hằng số 
Tại các cực, À = +5, lt = ]ạ. Như vậy ta có 
su2 cos? À/tŠ ~ nn- +GM =0. 


(đ) Tại xích đạo, À = 0, # = ?#¿, và phương trình trên trở thành 


œ2 RŠ = 2GM Lˆ B) : 
lìp 
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Độ lệch của bể mặt so với tính câu là 


h,- Rạp - œ2 Rồ 
họ 2GM ` 


(e) Dỗi với trái đất, 


Tỉ = 6400 km, R, ~ R„ạ =6400km,  M=6x10'kg, 
27 _1 


2= 24x 3600 ` ` 


G =6,67 x 10”! Nm2/kg?, 


ta CÓ 
]ẹ ~ R„ạ = L1 km. 
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Hệ số nén K của chất khí hảy chất lỏng được định nghĩa là X = 
—(dV/V)/dp, ò đây —aV là độ giảm thể tích do độ tăng áp suất đp. Không 
khí (tại áp suất và nhiệt độ tiêu chuẩn) chịu nén khoảng 15.000 lần lớn hơn 
so với nước. 


(a) Đưa ra công thức cho vận tốc sóng âm ø, 1/u2? = #p, ở đây ø là mật độ 
khôi. Sử dụng bất kì phương pháp nào bạn muốn. (Một mô hình đơn giản sẽ 
là đủ.) 

(b) Vận tốc âm thanh trong không khí (tại ấp suất và nhiệt độ tiên chuẩn) 
là khoảng 330 m/s. Vận tốc âm thanhh trong nước khoảng 1470 m/s. Hãy giả 
thiết rằng bạn có nước chứa một hỗn hợp đẳng nhất bọt không khí nhỏ xíu 
(rất nhỏ so với bước sóng âm trong không khí), nó chiêm chỉ 1% thể tích. Bỏ 
qua ảnh hưởng của bọt đôi với mật độ khối lượng của hỗn hợp (so với nước 
tỉnh khiết). Tìm hằng số nén £ của hỗn hợp, và do đó tìm ø đối với hỗn hợp. 
So sánh trị số của u đối với phần thể tích 1% đã cho với trị số ø của nước tỉnh 
khiết hay không khí. 

(UC, Berkeley ) 
Lỡi giải: 

(a) Không mắt tính tổng quát, ta có thể xét bài toán một chiều và giả thiết 
rằng mặt đầu vùng bị nén, nghĩa là mặt đầu sóng, được truyền từ trái sang 
phải với vận tốc . Để thuận tiện, ta sử dụng hệ toạ độ sao cho vùng nén đứng 
yên, khi đó các hạt khí trong vùng sóng không tới được sẽ chuyển động từ trái 
sang phải với vận tốc ø trong hệ quy chiều này. Đặt áp suất và mật độ trong 
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Hình 1.247 


vùng không khí vừa nói tương ứng là p và ø. Khi các hạt đi vào vùng bị nén, 

- vận tộc của chúng thay đổi thành ø + đơ, áp suất thay đổi thành p+ đp, và mật 
độ thay đổi thành ø + đo, như ở hình 1.247. Khối lượng khí đi qua một đơn vị 
diện tích mặt đầu sóng là 


pu = (ø + dø)(0 + du), 
Từ đó ta có, với các đại lượng bậc một, 
udo —= — pởđu. 
Độ biến thiên động lượng trên một đơn vị thời gian ngang qua một đơn vị diện 
tích là 
(o + dø)(0 + du) - (u + du) — pù-0 = 0?dp + 2pudu, 
Theo định luật Newton hai điều này tương ứng với áp suất dư của về bên phải 
so với về bên trái, Như vậy 
02dp + 2gudu = p — (p + đp) = —đp.. 
Hai phương trình trên cho ta 
U2dp = đp. 


Với khối lượng zn đã cho của chất khí 


mm = pV 
hay 
dV 
dp = —p——. 
p= 
Do đó ä 
2q S .ố Gas. 
uiáp tr? đp , 
hoặc 


Cơ học Newton 435 


có nghĩa là 


(b) Đôi với hỗn hợp đã cho 


dV ~ _ đM -† dU; — Ñ\VWi + KaWa 
Vdp Vdp V : 


Đỗi với nước và không khí tương ứng ta có 


1 r 1 
`"... 
Kø 


TH - 

tì Uạ / Ø2 
_ (14701? In: 
— 4330 / 1,293 x 10-3 


= 1,53 x 10!. 


và như vậy 


Do đó, đối với hỗn hợp 


VỊ KạV; 
K=l— Kr =(0.99 + 153)K¡ > 154K, 
6 + Ki ) ¡=( + 153)K) 1 


1 _ 1 1470 
vVK  vl54E\n V154 
nó nhỏ hơn rất nhiều so với vận tốc âm thanh trong nước tỉnh khiết hay không 
khí. 


DI 118 m/s., 
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Xét sự dãn nở đổi xứng cầu của một chất khí đồng tính, tự hắp dẫn với 
áp suất không đáng kể. Các điều kiện ban đầu của dãn nở không được chỉ ra; 
thay vào đó bạn được cho biết là khi mật độ là pạ, một phần tử chất lưu có 
bán kính Họ tính từ gốc có vận tốc là sọ. 
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(a) Hãy tìm o(?). 
(b) Mô tả trạng thái cuối cùng của khí theo øọ, Öi và øạ. 
(UC, Berkelsy ) 

Lời giải: 

(a) Xét chuyển động của một đơn vị khôi lượng tại bể mặt chất khí, định 
luật bảo toàn có năng cho ta 
Lạ ƠM 12 ỞM 

lạ ˆ 2 h' 

ở đây AM = 4~øoÄ/3 là khôi lượng tổng của chất khí. Do đó vận tốc của một 
đơn vị khối lượng khí khi bản kính phần thể tích khí là 7 là 


s= (hệ+ šrG;oR} lš- AI 


(b) Khi ? tăng, ø giảm, và cuỗi cùng ø = 0 và sự dãn nở dừng lại khi bán 
kinh trở thành 


R~ la 3uậ lựa 
lạ - 8mGpoRä 
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Một chất lỏng không bị nén mật độ khối lượng p› độ nhớt nạ được bơm 
trong dòng chảy thành lớp trạng thái dừng qua một ông tròn bản kính trong 
là ?? và chiều đài L. Áp suất tại đầu vào là m› ân suất đầu ra là pạ, DI > J¿. 


Đặt @ là khôi lượng của chất lỏng chảy qua ông trong một đơn vị thời gian. 
Hãy tính @. 
(CUSPFA) 
Lời giải: 
Sử dụng toạ độ trụ (r, ø, z) với trục z đọc theo trục của ông. Đôi với dòng 
chảy thành lóp vận tốc v của chất lỏng có các thành phần 


Uy — tạ =0, Uy =9. 


Ngoài ra, vì đối xứng, ø = o(r). Khi đó trong phương trình Navier-Stokes 


8v 
my +ø(v V)v — nV?v + Vp =E, 
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ôv/ôt = 0 dỗi với chuyển động dừng, 


3u 
(v:V)v= U— =ey =ÚŨ, 
3z 
do ơ = »;(r), và lực ngoài trên một đơn vị thể tích E bằng không với điều kiện 
lực hút có thể bỏ qua, ta có 
Vp = nVˆv. 


Phương trình này trỏ thành 


c xa [T) ðp _ Ôp - 


Öz_— rÕr 


đôi với v = o(r)e,. Do về phải của phương trình thứ nhất phụ thuộc vào r 
trong khi p là hàm của z, nên về kia phải bằng một hằng số, đó là 
Ôp _ Pz—Dì _ _ Ấp 


3z F8 L ` 


ỏ đây Ap = ?pị — øạ. Do đó 


Tích phân cho ta 


Œ,C; là các hằng số. Vì 

(r) = hữu hạn, 10(P`) =0, 
ta đòi hỏi 
Đo đó 


Ap 


_ P,n2_ „2 
#= ủng T“). 


Khôi lượng chât lỏng đi qua ông trên một đơn vị thời gian khi đó là 


mpRtAp 


h 
= - 2 = 
Q zÍ 0: 2mrdr 8nL, 
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Một quả cầu bán kính /# chuyển động với vận tốc đều nu trong một chất lưu 
lý tưởng không nhớt, không bị nén (V : v(z) = 0, v(z) là vận tốc chất lỏng). 


(a) Xác định vận tốc v của chất lưu đi qua bất kì một điểm nào trên bề 
mặt câu. 
(b) Tính phân bỗ áp suất trên bề mặt hình cẩu. 
{c) Lực cần thiết để giữ quả cầu chuyển động đều là bao nhiêu? 
(Columbia ) 


<c— 

4À — 
<“— 

“~ z €6—v:-u 
“«—— 
c— 
<ẮỒ — 


Hình 1.248 
Lời giải: 

Ta có thể xét quả cầu như là đứng yên trong khi chất lưu chảy qua nó với 
vận tộc  = —u như chỉ ra ở hình 1.248. Sử dụng tọa độ cầu (r,Ø,¿) với gốc 
tại khôi tâm cầu sao cho vận tốc của chất lưu là trong hướng 0 = z. Định 
nghĩa thê vận tốc ¿ bởi 

v=-Vộ. 


Chất lưu không bị nén có nghĩa là 
ÿ{.‹v=-V?¿=0. 


Như vậy ¿ thỏa mãn phương trình Laplace, Điều kiện biên là 


- c) = —tu cOS 8 
Ôrjn 


do bể mặt câu là không thể thắm qua được, và 
¿=0 khi r — QC 
do  = —u = hằng số tại các khoảng cách lớn kế từ quả cầu. 
Nghiệm tổng quát của phương trình Laplace là 


>s) "n 
$= h3 b3 (am? + buạr h ĐỊP??(cos g)c+v „ 


=0 m—~0 
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Do hình đạng là đỗi xứng trụ, nên ¿ không phụ thuộc vào và ta phải lây 
ma = 0. Như thê ta có 


¬> 


$j= Ð `(anr" +bmr—"—1 2 (cos 9). 
n—0 


ở đây P„(cos 0) là các đa thức Legendre , và z„, bạ là hằng số tùy ý. Do ¿ = 0 


khí r —› so, ta đòi hỏi a„ ~= 0Ö. Do 


(5) : = SC. ~ 1)b„RR.ˆ.”~ ?Pa(cos 8) = uÍ(cos 0) 


ỡ 
>—Ũ 


ta đòi hỏi 
b, =0 đổi với mọi n # 1 


và : 
bị = — gu x 
Do đó : 
utt 
¿= _ cos 8. 


(a) Tại điểm (P.,Ø) trên mặt câu vận tốc chât lưu là 


9ø đó 
b vỹ | àr a9 r—R 
1 ,xs]|2 sin 8 
= - gui là cos Øđey - „3 e| c 


đu vu 
= —1tLCOS Ủy — 5 BÚ 6eạ . 


(b) Phương trình Bernonulli cho đồng chảy dừng không rota của chất lưu 
không nhớt, không bị nén là 


] \ 
200” +p+U = hằng số, 


ở đây L/ = hằng số nêu không có lực ngoài tác dụng. Xét điểm (, 0) trên mặt 
câu và điểm ở vô cùng, ở đây áp suất là pạ. Khi đó 


: HỆ 1. 
aut (c2 + 28Ìn” ?) +p= su” +70. 
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hay 
3 
p(R, 8) = g0) sin? Ø + po . 


Biểu thức đó cho phân bố của áp suất trên mặt cầu. 
`. VU z 3. 2 H ˆ x À ` Z + 
(c) Lực ngoài tông được tác dụng bởi áp suất trên mặt cầu là hướng của u 
Và CÓ giá trị 


⁄)= lne 8dS 


T 

=Í (D25a9+ me) : 27H sin Ú - cos 9 - RdiP 
0 

=0. 


Do đó không có lực nào được đòi hỏi để giữ quả cầu chuyển động dâu. Điều 
đó có thể đoán trước được khi quả cầu chuyển động đều không ma sát. 


Cơ học Newton. 


PHẦN II 


CƠ HỌC GIẢI TÍCH 
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1. CÁC PHƯƠNG TRÌNH LAGRANGE (2001 2027) 


2001 


Một Ìö xo không khỏi lượng có chiêu dài nghỉ lụ (không, dan) có trEO mỘI 
trọng vật khỏi lượng mm (coi như chất điểm) ở một đâu và đầu kia cỗ định, do 
đó lò xo được treo trong trọng trường như chỉ ra trong hình 2.1. Chuyển động 
của hệ chỉ xảy ra trong mặt phẳng thẳng đứng. 


(a) Việt hàm Lagrange. 

(b) Tìm các phương trình Lagrange khi sử đụng biên số 0, À = (r—ra)/rạ, 
đây +„ là chiều dãi nghỉ (khi treo trọng vật khôi lượng z4). Sử dụng uŸ = k/m, 
dn — g/u. 

(c) Hãy xét phép gân đúng bậc thắp nhất đối với chuyển động khi A và Ø 
nhỏ với điều kiên ban dẫu  =U,À =0,A= A,0= œ Ở‡ tại t = U. 4 và / là 
các hằng SỐ. 

(d) Xét phép gắn đúng tiếp theo dỗi với chuyển động. Dưới điều kiện nào 
thì chuyển động À cộng hưởng? Diều đó có thể thực hiện được về mặt vật lý 
không? 

(Wisconsin } 


Hình 2.1 


Löi giải: 
(a) Trong tọa độ cực (z. 0) như hình 2.1, chất điểm m có vận tốc v = (z, rð). 
Như vậy 


] 
thổ — (7Ÿ + 2021, 


_= 
lÍ 


| ụ 
—Tnúr của + 2x — lọ" F 
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` > Ậ „` À› ` 2 ` 
k là hằng sô đàn hồi. Hàm Lagrange của mm là 


1 › 1 
L=T-V= sm(? + 7292) + mạợr cos 8 — stữ = lh)” - 


Œ) 
Cải (5À cao ST, 
dt \Ø? Ør 
cho ta 
mm — rnr? — mạ cos8 + k(r — lọ) =0. 
° TÔ | cụ 
đt \ 8ô 868 - 
suy ra 


mr?8 + 2m†Ô + mg sin Ô = 0. 
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Chiều dài nghỉ của lò xo có khối lượng mm khi treo, rọ, được cho bởi định luật 


Hooke 
k(ra — la) = mạ. 
Như vậy với À = (z — rp)/rọ ta có 
mg 
lồ =Aro+ TS, 
T 0 7o + P 
+ =Tq(1+À), 7 = TụÀ, ? =TọoÀ, 


và phương trình chuyển động trở thành 
+ kÀ 
À+ SUÊC (1+A)#? + Ý“(1T—eosØ) =0, 
Tn. Làn) 
(1+A)8+ 2À2+  sin8=0; 
0 
hay, với 22 = 2,2 = #,` 
À + (02 — ổ2)A — 82 + „2(1 — cos 6) ~0, 
(1+ A)ổ + 3À0 + ø sin 0 = 0. 


(c) Khi À và Ø là nhỏ, ta có thể bỏ qua các đại lượng bậc hai trong 0, A, ổ, À, 


và các phương trình chuyển động giản ước thành 


À+ư?À =0, 
Ũ +28 = 0 


2HT& 6 CƠ HỌC 
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với gần đúng bậc thấp nhất. Đôi với các điều kiện ban đâu đã cho, ta tìm được 
À= Acos(usŸ) , 
8 = Basin(upt). 
Như vậy A và Ø đao động hình sin với tần số góc tương ứng œ;¿ và œ;, hai dao 
động khác pha nhau r/2. 
(đ) Nếu ta cũng giữ các số hạng bậc hai, thì các phương trình trỏ thành 
ˆ : - 1 
À +uổA = 09 ~ nop8”, 
(1+À)ð + 2Äô +29 =0. 
Sử dụng các kết quả của gần đúng bậc nhất, phương trình thứ nhất trên có 
thể được lấy gần đúng như sau 


_ 1 " 
À+u?À®~ 5B up|2 cos?(œp£) — sin?(apt)] 


1 
= 1P pl3 cos(2¿;f) + 1]. 


Như thế A có thể cộng hưởng nếu u„ = 2.;;. Tuy nhiên, điểu đó không giỗng 
với thực tế vật lý bởi vì khi biên độ của A tăng tới cộng hưởng thì gần đúng 
bậc nhất không còn đúng nữa và các hiệu ứng gần đúng bậc cao hơn sẽ xảy 
ra. Ngoài ra tính chất phi tuyên của lò xo cũng sẽ đóng vai trò, làm mắt giá trị 
của mô hình gốc được đơn giản hóa. 


2002 

Một đĩa khối lượng AM và bán kính R trượt không ma sát trên bể mặt nằm 
ngang. Một đĩa khác khôi lượng zn bán kính rz được ghim đi qua tâm của nó 
và cách tâm của đĩa thứ nhất một khoảng b, để nó có thể quay không ma sát 
trên đĩa thứ nhất như chỉ ra trong hình 2.2. Hãy mô tả chuyển động và tìm 
các hằng số của nó. 

(Wsconsin ) 

Lời giải: 

Lẫy tọa độ suy rộng như sau: z, g là tọa độ của khối tâm của đĩa lớn hơn, Ø 
là góc quay của đĩa lớn hơn và ¿ là góc quay của đĩa nhỏ hơn như trong hình 
2.3. Khối tâm của đĩa nhỏ hơn có tọa độ 


+z +bcos6, + bsin 0 
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É 


MR 


\— 


(€ 


Hinh 2.2 Hình 2.3 

và các thành phần tốc độ 
#t — bổ sìn Ö, Ú + bổ cos0.. 
Từ đỏ động năng toàn phân của hệ hai đĩa là 
T= gAI (¿2 +?) 1 ¡MR202 
Ũ am| — bữ sìn 0)? + (ý + bố cos Ø)Ÿ] + nmrố? 
và hàm Lagrange là 
byị= Ï —W =7 


- II 
- sM(¿ +#?)+ 11M0 


| - : 
+ gml£? + ÿ? + b?8? — 2b+0sin Ø + 2bÿ0 cos 8 + mo? 


Xét các phương trình Lagranee 


=.Us 
0%, HN Ôạ, 


“ở ôL d ðL  d (0L 
yÀG " 2z“ (a:)70: 
ta có 
ðL 
ði 


- = hằng SỐ, 
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hay 

(M + n)3 — mbỗ sin 0 — hằng sô . (1) 
Do ô⁄/Ôy = 0, ta có 81/8 = hằng sô, hay 

(ÄM + m)ÿ + mbô cos 0 — hằng số. (2) 
Do ôL/ôy = 0, ta có ô1./8¿ — hằng số, hay 


¿ = hằng sô. (3) 
Do 
` = —mnb‡Ö cos 8 — rnbuÔ sin 0, 
_ = 2 MRBö + mb?8 — mmb+ sìn ð + mbj cos 8 , 
ta có phương trình chuyển động 
3 MRPỗ + mủ”ỗ ~ mù sìn 8 + mbj cos8 =0: (4) 


Phương trình (1) — (4) mô tả chuyển động của hệ. Vì V=0vàT + V = hằng 
số khi không có ngoại lực, động năng toàn phần của hệ, 7, là một đại lượng 
được. bảo toàn. Bảo toàn, momen xung lượng xung quanh khối tâm của hệ đòi 
hỏi rằng khi ¿¿ = hằng só, thì cũng phải có ổ = hằng sỐ. 


2003 
Một hình trụ rắn đồng chất bán kính # và khối lượng M ở trạng thái nghỉ 
trên mặt phẳng ngang và một trụ khác giỗng hệt nằm trên nó, chạm vào nó 
dọc theo đường sinh cao nhật như hình 2.4. Trụ trên địch chuyển vô cùng nhỏ 
sao cho cả hai trụ quay không trượt. 


(a) Tìm hàm Lagransge của hệ? 
(b) Tìm các hằng số của chuyển động? 
(c) Hãy chứng minh rằng chừng nào mà các trụ còn chạm nhau thì 


12ø(1 — cos 8} 
R(17 + 4cos Ø — 4cos2 6) ` 


6? = 


ở dây 0 là góc mà mặt phẳng chứa các trục tạo với phương thẳng đứng. 
(Wisconsin ) 
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Hình 2.4 


LỚI giải: 

(a) Hệ có hai bậc tự đo do đó cân hai tọa độ suy rộng. Đỗi với những tọa 
độ nảy, ta sử dụng 6), là góc quay của trụ đưới, và góc 0, là góc tạo bởi mặt 
chứa hai trục của hai trụ với chiêu thắng đứng. 

Ban đầu, mặt phẳng chứa hai trục của các hình trụ là thẳng đứng. Ở một 
thời điểm sau đó, mặt phẳng nảy tạo ra góc Ø với đường thẳng đứng. Điểm 
tiếp xúc ban đầu, 41, bây giờ dịch chuyển đến 4” trên hình trụ dưới và đến 4” 
trên hình trục trên. Với các góc định nghĩa như trên, từ hình 2.4 ta có 


0, +0 —0¿—0, 


hay 
68a =0 +20. 

Lẫy toạ độ Descartes (z. ) trong mặt phẳng thẳng đứng vuông góc với các 
trục hình trụ và đi qua các khôi tâm của chúng, như ở hình 2.4 ta có tại † > 0, 
đôi với trụ dưới 

#+=-HEf\, U= #¿ 


` É. L a 
và đôi với trụ trên 


Ta — ¡+2 sin9, 
U¿ = 3l`— 2(H cos0) = R+2Rcos8. 


Các thành phản vận tộc tương ứng là 


‡ị = -Hổit, Ứ.=Ú( 
+¿ = - Rồi + 2RỖ cos 0, ủa = —2R0sin 0. 
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Động năng của trụ dưới là 
1 Ñ 22100) ĐI : 
1= 2M#i + 1M? = M9 
và động năng của trụ trên là 
1 


1 : 
¿=2 MG3 + j) + -MR?ð 


1 Ñ ĐA : 1 siÁS SổAn t4 
= AM? — đổiÔ cos Ø + 462) + 1A1 ˆ( + 4618 + 48”) 


TATR?I80† + 4ổi6(1 — 2cos Ø) + 1202|. 
Thế năng của hệ, khi lẫy mặt phẳng nằm ngang như mức tham chiều, là 
V = Mfo( + 1¿) = 2MIR(1 + cos0)g. 
Từ đó hàm Lagransge của hệ là 


L=7T-V 


sMR (36? + 2Øy0(1 — 2 cos 6) + 69”] — 2Af(1 + cos 8)g. 


(b) Khi chỉ tính đến trọng lực, cơ năng toàn phần của hệ là hằng số của 
chuyển động 


E=T+YV 


1 Ề ñ-sg vy 
2 MR”I36 + 26:0(1 — 2cosØ) + 60°] + 2MR(1 + cosØ)g 
= hằng số. 


Ngoài ra, nêu Ø7⁄/ôq; = 0, phương trình Lagrange 


đ(8/\. 3E -g 
đt \ 0á, Ôq, - 


đòi hỏi rằng ðf./Ø¿; được bảo toàn. Với hệ đang xét, 91/80 = 0 do đó 


ĐL SIẾ S01 e su : 
nã AIR?3ôi + Ö(1 — 2cos Ø)] = hằng số . 
1 
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(c) Chừng nào các hình trụ còn giữ tiếp xúc với nhau thì các kết quả của 
(b) vân còn đúng. Ban đầu, 2 =0, ổ, =Ø =0, do đỏ 


1 IÊN: jâ #8 2 ếi 
ạMR?|ä0i + 2610(1- 2cos8) + 60”] + 2MR(1 + cos8)g = 4MRg, 
AI? 30; + ð(1 - 2cos0)]| =0. 
Các biểu thức đó kết hợp lại cho ta 
8”[18— (1 2cos8l?) = sú — cos }ag, 
có nghĩa là 


12( 1 — cosØ) 


j*= (l—cosØ)g —— 
(1T + 4cos8 — 4cos® 0) 


2004 


Hai hạt khỏi lượng r như nhau bị buộc phải trượt dọc theo một thanh 
mảnh khối lượng A/ và dải , thanh tự nó được chuyển động tự do theo mọi 
cách. Hai lò xo đồng nhất nội các hạt này với tâm điểm của thanh. Chỉ xét 
những chuyển động của hệ này trong đó chiều dài của các lò xo (có nghĩa lả 
khoảng cách của hai hạt kể từ tâm thanh) là bằng nhau. Cho đó là hệ cô lập 
trong không gian, hãy tìm phương trình chuyển động của chúng và giải (đến 
điểm có thể tích phân). Hãy mô tả định tính chuyển động. 

(Wisconsin ] 


Hinh 2.5 
Lời giải: 
Sử dụng tọa độ Iescartes có định, và hệ tọa độ chuyển động với gốc là tại 


trung điểm O của thanh và các trục tọa độ Descartes tương ứng song song với 
các trục của hệ tọa độ chuyển động. Đặt (z,0, 2) là tọa độ cầu của một điểm 
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tham chiếu hệ tọa độ chuyển động, như hình 2.5. Khi đó điểm O có các tọa 
độ (z,w, z) trong hệ tọa độ cô định và hai chất điểm có tọa độ câu là (z,Ø, ự) 
và (—r,6, @) trong hệ tọa độ chuyển động. 

Động năng của hệ bằng với động năng mà nó sẽ có nêu toàn bộ khôi lượng 
của nó tập trung tại khối tâm cộng với động năng của chuyển động xung 
quanh khói tâm. Khi Ó là khối tâm của hệ, ta có 


1 : 
T= 2(M + 2m)(#+? + ÿ? + 2?) + m(†? +78? + r?¿” sìn? 0) + Tquay „ 


ở đây 7zway là động năng quay của thanh. Vận tốc góc của thanh xung quanh 
Olà 


œ —= ¿cosØey — 2sỉn Ôeg — Ôey : 
giải nó theo các trục chính, các momen quán tính tương ứng là 


ML2, Tà IaMI? : 


1 
1 =0, lạ =c 1 


_ 12 
Do đó 
l 
Tính s(kuỷ + Tguệ + J„á2) 
1 
= >ML?(6? + ¿2 sin20). 
24 
Hệ ở trong không gian tự do, vì vậy chỉ có thê năng là do tác dụng của lò xo, 
1 
V=2: ;Kự ~ ra)? = Kừ - na)°, 
ở đây K và rọ tương ứng là hằng số lò xo và chiều đài tự nhiên của mỗi lò xo. 


Do đó 


(M + 2m)(3° + ÿ2 + 22) + m{(?2 + r®? + r?ÿ sìn? 8) 
1 ` 
+ 2aML?(0 + ¿?sin?Ø) ~ K(r — rọ)?. 


Các phương trình Lagrange 


đ (BL\ _ 8E _, 
đt \ Đại Ôạ, - 


> 
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khi đó cho ta các hằng số chuyển động sau 


(ÄM + 2m)+ = hằng số , 
(Ä + 2mm)ÿ = hằng SỐ, 
(M + 2m)¿ = hằng số 


(em +iaM 12) 2sin” Ø = hằng số . 


Ba phương trình đầu chỉ ra rằng vận tóc (#, ø, £) của khôi tâm của hệ là vectd 
không đổi. Như thế khối tâm chuyển động trong chuyển động thẳng đều với 
bắt kì vận tốc ban đầu nào. Phương trình cuỗi cùng chỉ ra rằng thành phần 
của momen dộng lượng xung quanh trục z' là hằng số của chuyển động. Vì 
trục đã được chọn tùy ý nên điều đó có nghĩa rằng momen xung lượng được 
bảo toàn. 

Các phương trình Lagrange cũng cho các phương trình chuyển động sau 


_ Si K 
# — rÐ2 — rộ sìn?Ø + —{(r — rạ) = 0, 
m 


»— ML2N ‹ : : CÀ tự 
rà ðL” 9+ 2rr8 — ĐC ¿7 sin Ø8 cosØ =0. 
Tn, 24m, 


Các phương trình đó và phương trình ¿ ở trên mô tả chuyển động quay xung 
quanh khối tâm của hệ. 

Như vậy với ràng buộc rằng hai chất điểm zn trượt dọc theo thanh một 
cách đôi xứng đối với trung điểm OÓ, chuyển động của khối tâm O của hệ là 
chuyển động thẳng đều, và chuyển động của hệ quanh O là như thế nào đó 
để momen xung lượng đối với Ó được bảo toàn. 


2005 


Hệ tọa độ vuông góc có các trục z,,z quay đổi với hệ quy chiêu quán 
tính với vận tốc góc không đổi ¿ quanh trục z. Một chất điểm khối lượng m 
chuyển động dưới tác dụng của lực mà thế của nó là WV(z, . z). Lập phương 
trình Lagrange của chuyển động trong hệ tọa độ z, , z. Hãy chứng minh rằng 
các phương trình đó giỗng như các phương trình của hạt trong hệ tọa độ cô 
định bị tác dụng bởi lực —VV và lực dẫn ra từ thế phụ thuộc vận tốc . Tìm 
U. 

(Wisconsin ) 
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Lời giải: 
Cho hệ quy chiều quán tính có cùng gốc như hệ tọa độ quay và các trục là 
+", z!, KÍ hiệu các vận tốc của hạt trong hai hệ tọa độ bởi v và v/. Vì 
vf=v+uxr 
vỏi 
œ = (0.0.0). T = (T,1,2), v=(U2), 
ta CỎ 


V2 = 2+ 2v ‹œø xr + ( xr}? 


= ‡2 +ủ? +¿z2+ 2u(+b — ‡) +2(z2 + g2), 
và hàm Lagrange của hạt trong hệ tọa độ quán tính, được biểu diễn theo các 
đại lượng có liên quan tỏi hệ tọa độ quay, 
L=T-—V 


TT, : "`... . 
sẽ sm(#Ÿ +ÿ?+ 2?) + mu(zụ — #) + ama2(vŸ `... 


Các phương trình Lagrange 


khi đó cho ta 
Thịt — 2a — TnuJ?+ -} ca =Ũ, 
3z 
8V 


1n + 2mmú+ — mu? + —— — 0, 
öụ 


- ØV 
Z+==D. 
Tnz ðz 


Với hạt khối lượng m chuyển động trong hệ tọa độ cỗ định (z,z,z) dưới tác 
dụng của lực --VV và thể không phụ thuộc tốc độ bổ sung U/, hàm Lagrange 
là 


l 
L= sm(#Í+ j +?) VU, 


So sánh hàm này với hàm 1.agrange đã nhận được trước đây ta có 


ng 
Ù = —mna( z0 — ÈU) — 2m2" (r? +1). 
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Toán tử Lagrange này rõ ràng làm xuất hiện cùng các phương trình chuyển 
động. 


2006 


(a) Chứng minh rằng momen quán tính của một que mảnh xung quanh 
tâm khôi tâm của nó là ;n12/12. 

(b) Một ông mảnh, dài khối lượng bỏ qua được ghim lại để nó có thể quay 
không ma sát trong mặt phằng nằm ngang. Một que mảnh khối lượng Äí và 
dài ! trượt không ma sát bên trong ông. Hãy chọn hệ tọa độ thích hợp và việt 
phương trình Lagranze cho hệ chuyển động trên. 

(c) Ban dầu que được định tâm qua chốt quay và ông quay với vận tốc góc 
¡œụ. Chứng minh ráng que không ổn định ở vị trí này, và mộ tả chuyển động 
sau đó của nỏ nêu nó bị kích thích nhẹ. Hãy tìm vận tốc theo tỉa và vận tốc 
góc của que sau một thời gian dài. (Giả thiết ông đủ dài để que chuyển động 
vẫn năm trong ông). 


(Wisconsin ) 


Hình 2.6 


Lời giải: 
(a) Theo định nghĩa momen quản tính là 
+ 


: 2 | 1 
1= S RAm, = ". +“ pd+ = chện - 1a”. 
† P) 


(b) LÂy tọa độ suy rộng là góc Ø giữa ng mảnh và đường ngang cô định 
đi qua chốt quay và khoảng cách z của khối tâm của que mảnh tính từ chốt 
quay của ông, như hình 2.5, ta có 


: 1 ï nấu 1 s5 
ƒ* cố „2 „22 _—M 2 2s =0. 
sM(4 6) 110 V=0, 
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và hàm Lagrange 
1 : gai 1 dan 
,=M(‡? + +?9?) + „.MÙ0). 
l§ 2i (#ˆ ++z0ˆ)+ 24 8 
Các phương trình Lasrange khi đó cho ta 
".. h 


D 1 # h kì 4 
AI (= + 1aP) ö = hằng số =C, chẳng hạn. 


(e) Điều kiện ban đầu z = 0, ổ = ứạ cho ta 


C= ÈMl2og, 
2 
nghĩa là 
P) z up 
12z2+!2' 
Khi đó ta có l 
Tái? uậ+ 


T28, (12r?+ÐP}?' 
Lây tích phân, khi ban đầu r = 0, ¿ = 0, ta được 


Sa: Duậr? 
1272+j2` 
Chú ý rằng tốc độ que trong ông 
lup 


¿=———. 
V12+# 


tăng khi khoảng cách của nó từ vị trí đầu tăng. Như thể que là không ổn định 
ở vị trí ban đầu. Khi f — so, z — , 8 —¬ 0 và # — Íuo/V12, Do đó, sau 
một thời gian dài, chuyển động quay sẽ chậm lại đến 0 trong khi tốc độ que 
trong ống sẽ tiễn tối một giới hạn trên, Tuy nhiên khoảng cách z sẽ còn tiếp 
tục tăng. 


2007 


Một hộp khối lượng Af được nỗi cứng với một vành bánh xe không khôi 
lượng có rãnh trong, bán kính ¿ trên bàn năm ngang không ma sát như ở hình 
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2.7. Một hạt khỏi lượng z bị giới hạn chuyển động không ma sát trong rãnh 
trong bảnh xe đặt thăng đứng. 
(a) Thiết lập hàm Lagrangc, khi sử đụng Ø như một tọa độ. 
(b) Hãy tim phương trình chuyển động. 
(c) Trong một giới hạn góc nhỏ, hãy giải phương trình chuyển động đỏ đổi 
với Ø như hàm của thời gian. 
(Wisconsin ) 


É 


bu; } 


Hinh 2.7 
Lời giải: 
(a) Vì chuyển đông của hệ bị giới hạn trong mặt phẳng thẳng đứng, sử 
dụng hê tọa độ cô định +, ụ và chọn tọa độ + của tâm bánh xe và góc 0 cho vị 
trí của z trên rãnh bánh xe như các tọa độ suy rộng như, được ve trên hình 


2.7. Các tọa độ của khôi rr khi đó là (z + asin 8. —a cos 8). Vì A? được nỗi cứng 
với bánh xe nên tóc độ của nó là (#,0). Do đỏ hàm Lagrange là 


4" sˆ s3 
=T†-V=;M?” + am|(‡ + aổ cos 8) + a29? sìn” 8] + mga cús Ú 
XS s.LẦỀ vg.ag ` 
= sMiẺ + g(£ + aˆ0ˆ + 2a#Ô cos | + raga cós Ð. 

(b) Do 
ÒL 
2. =Ó: 
SE — ÄAf‡† +1n# + maÐ cosÐ, 
gữ 
=n = —tma# sìn 8 - nga sìn Ð, 
DĨ 


“ — ma?Ö + ma#cos Ð, 


00 
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các phương trình Lagrange là 


cho ta 
(M + m)# + maÖ cos f0 — maô? sin 0 = 0, 
dỗ + # cos 0 + gsin Ø0 = 0. 


(c) Với dao động nhỏ, Ø và ổ là đại lượng nhỏ bậc nhất. Bỏ qua các số hạng 
bậc cao hơn các phương trình trở thành 
(M + m)# + maổ = 0, 
dỗ + Ÿ + gổ = 0. 
Khử # ta có 
(M +m)g9 - 


Ma b) 


Ũ+ 
Do đó 
0 = Ásin(œt) + Bcos(ut) , 


ở đây œ = v/(M + mn)g/Ma là tần sô góc của đao động và A và B là hằng số 
được xác định từ các điều kiện ban đầu. 


2008 


Xét một hạt khối lượng ra chuyển động theo một quỹ đạo liên kết (hay quỹ 
đạo bị giới hạn) với thể V(r) = —k/r. Sử dụng tọa độ cực trong mặt phẳng 
quy đạo: 

(a) Hãy tìm ø; và pạ như hàm của z, ð, r và 9. Có đại lượng nào là hằng số 
không? : 

(b) Sử dụng định lý virian chỉ ra rằng 
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(c) Chứng minh rằng 


khi sử đụng 


T+ d 
Ạ .— = "... 8. 
lẽ 3 


(đ) Sử dụng các kết quả của (e) chứng minh rằng chu kì của quỹ đạo là 
như nhau đổi với các chuyển động r và ở cụ thể 


TƯ 
7 =TÈ\| —5P ` 
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LờI giải: 
(a) Ta có P 
L=T-VWV= 2m72 + r3#P) + 
Là 


Các xung lượng suy rộng là 


9L ` 
Đa = HÀ à 


ôL _ 


=.= mr®ä h 
30 


Dụ 


Khi không có Ø trong L, pạ = mnr?ô là một hằng số của chuyển động. 
(Œœ) 


dụ + dụ = Ð miệt + Ệ mư d0 
= $ mai + ‡ nr 2ð? dt 
= # m(i2 + r°ð)d 


=2 ÿ Tải =3, 
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ở đây z là chu kì và 7' là động năng trung bình của hạt trên một chu kì. Đôi 
với hạt chuyển động trên một quỹ đạo liên kết trong trường lực theo quy luật 
bình phương nghịch đảo, định lý varian có dạng 


= li 
T=_-—-V. 
2 
Như vậy 
TT ma nEo 
T 


(c) Năng lượng toàn phần của hạt 
: gi k : = 
E= 174V 2m(72 +28”) — TẢ= (2+) ` 
T 


ở đây h = r?Ö = pạ/m = hằng số, là một hằng sô. Từ trên cho ta 


l 2 k h? 
2= (E*rÌTn g 
T\ r T 


hay 
1 J2Er2 2k 
t—+ —+——-h2 
" T1 Tri 
—ử . _kr „ mhề 
m r E 2E 


ở đây cân thây rằng E < 0 đỗi với các quỹ đạo liên kết. 
Đối với quỹ đạo liên kết, r_ < r < r.„.. Các giá trị cực trị của r được cho 
bỏi ? = 0, có nghĩa là 


Khi viết biểu thức trên như 


rˆ—ar+b=0, 


ở đây ø, b là các số dương a = —k/E, b— —mh?/2E, ta có 


1 
Tạ = sia+ Va2- 4b). 
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Khi đó 
k 
⁄J,„ + Jo = ‡ -dt — ma 
. Đp kửr 

r —2E kr nh? 
m * 2E 

T+ 
=2k ¬pJ A.... 
V-2EJ,_ kr _ h2 


DIDT2 
r+ 
—9%k —J ..... 
—2E J;_ V-—r2+or—b 
Tn 2xz2mk2 
Mô S65 NT 


sử dụng giá trị đã cho đôi với tích phân. 
(4) Khí E là một hằng s, ta có 


E2 E2 (Œa'PVes(P -47j= 17: 


hay 
Tàn ‡ Tái 
+ 
1 1 j2x2mk2 
S5 0e J8) =2 MT si 
cho ta 
T= 7k _9E3 P 
2009 


459 


Hai đĩa giỗng như nhau khối lượng M và bán kinh R được đỡ bởi 3 thanh 
xoắn giỗng như nhau, như hình 2.8, momen xoắn hồi phục của chúng là 
7 = —kð, ö đây k = hằng số xoắn cho trước đối với chiều dài ! và góc xoắn ó. 
Các đĩa tự do quay xung quanh trục thẳng đứng của thanh xoắn với chuyển 
đời Øị.Ø; khỏi vị trí cân bằng. Bỏ qua momen quán tính của thanh xoắn. Với 


X£Lf0CaH%C 
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điểu kiện ban đầu Ø;(0) = 0, 0;(0) = 0, ổ¡(0) = 0, ổ;¿(0) = Q = hằng số đã 
cho, hỏi bao lâu đĩa 1 nhận được tất cả động năng? Bạn có thể để kết quả đó 
dưới đạng một hàm ẩn. 

(ÚC, Berkeley } 


Hình 2.8 
Lời giải: 
Nấu 7 là momen quán tính của mỗi đĩa, hàm Lagrange của hệ là 
II š lậc: P } 
L= 210 +Ø3)—- 2*l# + 82 + (Øy — 62)”]. 
Hai phương trình Lagrange là 
lổi + k(20 — 0;) = 0, 
Tổ; + k(26a — Ø\) = 0. 
Kết hợp chúng lại ta có 
T(ổn + ổy) + k(6y + 8a) = 0, 
T(Ön — ðạ) + 3k(6\ — 0a) = 0. 


Các nghiệm tương ứng là 
xa 
Yổiy +a = Á+sìn Vr!†w š 


Ø\—08›= A_sin (# +) , 


si -ˆˆ À 
Điêu kiện ban đầu 


8+ 0=0, 6\—0;=0Ũ tại ‡=0 
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cho ¿¿ =¿. = 0. Các điều kiện 


Ổy +; = 9, ồổi - Ôạ =—Q tại ‡ 


1 1 
= sẽ jẢ- <0), 


--e|f=(8)-&=(/#), 
.-nl=(#)+=(#)|: 


Chỉ khí 9; = 0, nghĩa là sau thời gian ‡ được cho bởi 


'O8 s. =-(Cos ST, 
CO& T = OS V7 ì 


đĩa 1 sẽ nhận toàn bộ động năng. 

Cần phải nhớ rằng động năng của hệ không phải là một hằng số. Khi ? thỏa 
mãn phương trình trên, đĩa 1 nhận toàn bộ động năng của hệ ở thời điểm đó. 
Tuy nhiên, động năng này thay đổi theo thời gian xảy ra. 


lI 
= 


cho ta 


Từ đó 


2010 


Một que đồng nhất, mảnh dài 27 và khối lượng 4 được treo trên một sợi 
dây không khỗi lượng dài ¡ buộc vào một cái đỉnh. Như ở hình 2.9, lực ngang 
F đặt vào đầu que tự đo. : 

Hãy viết phương trình Lagrange của hệ. Với những khoảng thời gian rất 
ngắn (để tất cả các góc đều nhỏ) xác định góc mà dây và que tạo với phương 
thẳng đứng. Bắt đầu từ trạng thái đứng yên ở thời điểm ‡ = 0. Hãy vẽ sơ dỗ 
minh họa chuyển động ban đâu của que. 

(UC, Berxeley ) 
Lời giải: 

Do lực tác dụng Ƒ nằm ngang và ban dâu dây và que thẳng đứng, 

nên chuyển động bị giới hạn trong mặt phẳng thẳng đứng. Lấy tọa độ 
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Hình 2.10 


Descartes như ở hình 2.10 và kí hiệu các góc tạo nên bởi dây và que 
với phương thẳng đứng tương ứng là 64,6;. Khôi tâm của que cỏ tọa độ 
(Isin; + Đsinð8¿,—lcosfị — Ecos8¿) và như vậy tốc độ là (1É cosổØI| + 
Lũ¿ cús ạ, TÔI sìn 0y 1 Lổạ sin 0y). Momen quán tính của nó quay xung quanh 
trục vuông góc di qua tâm của nó là A7L”/3. Do đó động năng của nó là 


T: 2Ar\ở† + 1?03 + 2LlÔ\8; cos(B — Bạ)| + 2ML?0] 
và thê năng của nó là 
V=—Alø(ITcos8i + Lcos8s). 
Thê £' của lực ngang được định nghĩa bởi 


tý = -_ƑF-ar= —FP(Isin8) + 2L sin 8) . 
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Vì thế hàm Lagrange là 


Fe #teet 
\ rX - 1 
= 2MIPäi + 128$ + 3h ôy cos(Đị — 82)] + ¿ MI2ðỆ 


+ Àg(Lcosổi + D.cos 82) + P(lsin0ị + 2E sin 62). 


4 (BÉ _ ØE —g 
dt \ Đại Ổq, - 


Môi + MLð;cos(B, — 8a) + A1L) sìn(0) — 6a) 
+ ÄMlgsin 0Ø — F'cosf = 0, 


Các phương trình Lagrange 


khi đó cho ta 


gMLÔ; + Miểt cos(0y — 0ạ) - M18? sìn(0 — 6a) 
+ M1gsin 8; — 2Pˆcos 60a =0. 


Lưu ý là nêu Ƒ' nhỏ để 0y, 6;, 6y, ô; có thể được coi là nhỏ, khí đó chỉ giữ lại 
các sô hạng bậc một, các biểu thức ở trên thành 
Môi + MLô; + Mgôi - P =0, 
4 _ = 
QÀI Lẩy + MIỄN + Mgôạ — 2Ƒ' = 0. 


Chuyển động bắt dẫu từ trạng thải nghỉ tại ¿ = 0. Đối với khoảng thời gian 
rất ngắn A sau đó, lực có thể được xem như làm xuất hiện xung lực ngang 
FAr+ và momen quay £LAr xung quanh khối tâm của que. Khi đó ta có 


FAt = M (ôi cosØi + LÕ› COS 6;) 
> MIôi + MLôa 


đo góc 0. 0; vẫn là nhỏ, và 
PFPLALt= 2M129? 


Khử FA¿ từ biểu thức trên ta có 
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Do 0 = ỦA£ + ÔAt/2, 0a ~ 02A1/2, biểu thức trên cho 


Hình 2.11 


2011 
Ta xét một hệ sao đôi. 
(a) Hãy viết hàm Lagrange đối với hệ theo toạ độ Descartes của hai sao rị 
Và Ta. 
(b) Hãy chứng minh thế năng là hàm thuần nhất của toạ độ cấp —1, nghĩa 
là 


W(œrt,ara) = œ lV(rt,ra) ì 


ở dây ø là thông số định tỉ lệ thực. 

(c) Hãy tìm phép biến đổi để hàm Lagrange không đổi cho tới một hằng 
số nhân (đo đó làm cho tính chất vật lý không đổi) và như vậy hãy tìm định 
luật Kepler III liên hệ chu kì quay của hệ với kích thước quỹ đạo của nó. 

(Chicago ) 
Lời giải: 

(a) Cho rị, rạ tương ứng là các véctơ bán kính của hệ sao đôi, các khối 

lượng mmị,znạ, từ gốc hệ toạ độ cỗ định. Khi đó 


Gm?rn› 


1 1 
Tr= cmilRi l2 + -malts|? Ứ=S< << 
2 1|] 2 2| 2| ụ [ri — ra| 5 
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và hàm Lagrange là 


: 1 si với 7mm 
L=T-V= 5 (mi |fị|” + ma|ta|?) + = 8 
(h) 
G LG 1 
V(ort, ar2) = — Ả=. =.xn.. 
|œri — œral œlrq—Pa¿|] œ 


~ ` Á _v ` ` Ả HÀ 3 ^ _Â 
nghĩa là thê năng là hàm thuận nhât của toạ độ câp — 1. 
(c) Cho R là vectơ bán kính của khối tâm hệ sao đôi từ gốc toạ độ có định, 
` ` Ũ ; z 3 ` É¿ VÀ . ~ 
và rị,rạ là vectơ bán kính tương ứng của rm,zn¿ từ khôi tâm. Theo định nghĩa 


(mì + nạ) = mnạTi + mnạYa , 


ryạ=R+r, rạ=R+rạ, 
như vậy 
' j Tnạr ý mịF 
1 = ——————, Fạ =.— —=“= .y 
Trị + TH ?nị + Tri 


Ỏ đây r = rị — rạ = Y{ — Tạ. 
2 .Á ` 
Ta có thể viết hàm Lagrange như sau 


1nị + Tra 
2 


Itl2 tẺ Gmirm¿ : 
Irị 
VI L không phụ thuộc tường rnình vào R = (z, p, z), nên ô1/9+, ðL/Ðù, 
ØL/Øz và do đó (m\ + rnạ)R là hằng số. Vì vậy số hạng đầu tiên của 7, vốn 
là động năng của hệ xét như một khôi, là hằng số. Các số hạng này có thể bỏ 
qua khi ta chỉ quan tâm đến chuyển động bên trong của hệ. Như vậy 


†nTm+ 


L = — 
2(mz + m2) 


JRI? + 


Le“ 7T1Tn2 F] IHẺ _ G(Mì\ + M›) 
tmị +nạ / |2 lrị 
] F1 

ss THỊ ma|t? s3 Gma(rm + mạ) 

?nị + ma / L2 Irị 
mạc N[1 . Grm\ (mm + rn 

= 2 | =n:|È|Ÿ + 1Í 1 2) : 

?nì + Tn2 ) L2 Ir 


mà có thể được xem như hàm Lagrange, ngoài một hằng số nhân, của chuyển 
^ A: ` Â Ẫ ki Š xa : 

động của một sao trong trường hâp dẫn của sao cô định khối lượng mm + mạ. 

Đặt mạ là sao "chuyển động" đó và xét lực hướng tâm của nó 


Œmì (rmị -+ rnạ) 


32 
mìr8” = 5 : 


T 
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hay 
T= l _. `. 
r3 G0m + mạ)” 
ở đây T' ~ 2z/8 là chư kì của rmị quay quanh znạ, đó là định luật Kepler thứ 


ba. Tắt nhiên điều giông như thé cũng đúng cho chuyển động của r¿ quanh 
Tnì. 


2012 


Hai dẳm mỏng khỏi lượng m đài ! được nỗi với nhau bởi bản lễ và một 
sợi dây. Hệ ở trạng thái nghỉ trên một bể mặt nhẫn như thấy ở hình 2.12. Tại 
t = 0 sợi đây bị cắt. Có thể bỏ qua khôi lượng sợi dây và bản lẻ. 


(a) Hãy tìm tốc độ của chốt bản lễ khi nó chạm vảo sàn. 
(b) Hãy tìm thời gian để bản lẻ chạm vào sàn, biểu thị điều đó bằng một 
tich phân cụ thể mà bạn không cần ước lượng tường minh. 
(Princeton ) 


Z2 Ầ» 


Hình 2.12 


Lời giải: 
(a) Do đối xứng, bản lễ sẽ rơi thẳng đứng. Lây tọa độ như hình 2.12 và 


` , -_ ˆ À ˆ - ` Ẵ Lộ Á‹ ca x . À + 
cho Ø là góc môi nhánh dâm tạo với mặt sàn. Khi đó khôi tâm của các dầm có 
tọa độ 


1 TT. 
Tí = g! COS Ở, VỊ = isin8, 


1 J3 
tạ = —ä† eosØ, Uạ — si sin 8 : 
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` ; ` À ^ H ` 
và các thành phần vận tôc là 


1,„ Bi 
#ị= —a!8sin 0, Ủ1— gi cos8, 


: 1>. : 1. 
đa — a6 sin Ó, 2= zi0cos 0. 


Mỗi đầm có momen quán tính mi2/12 quanh trục ngang qua khối tâm. Hàm 
Lagrange của hệ là 


EF=T—-V 


=".ˆ ... `... : 
= 2ml øˆ+ 1a mi 8 — mmgl sìn 8 


1 : 
= q10) — rngl sìn 8, 


4 (E\ _ ðE _a 
đt \ độ 8 - 


Phương trình Lagrange 


khi đó cho ta Ề 
vẻ: g 
98+ —_—cos8 =0. 
+ 2) cos 8 = Ô 
Do _ 
„  1đ0 : : : 5 
Km. và 98=0 khi 0 = 50”, 
Tích phân phương trình ở trên cho 
82 = mú — 2ginổØ). 


Do đó khi bản lễ chạm sàn, Ø = 0 và 
la Vai ' 


: 3g . 
= |lô| = \' —. 
vị = tỏi = V35 


(b) Thời gian để bản lễ chạm sàn được cho bởi 
= jñ dộ — l d8 
30° Ø  Jao° _. /2(1 — 2sin8) 


_ J2 ". độ 
3gj/o - I—2sinØ” 


nghĩa là 
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2013 


Một que đẳng chất dài 7 và khôi lượng A7 chuyển động trong mặt phẳng 
thẳng đứng +:, một trong các đâu mút của nó. .1 chịu ràng buộc z = 
rtgœ (a — góc nghiêng có định với truc ngang +). Hãy đưa ra phương trình 
Lagrange của chuyển động theo tọa độ suy rộng g¡ - s và ø¿ — Ø (xem hình 
2.13). Sử dụng các phương trình đó để xác định xem có thể cỏ một chuyển 
động tịnh tiễn (0 = hằng số) được không, nêu được thì đối với Ø bằng bao 
nhiều. 

(Princetan ) 


4 
= | 
sÍ 
l6) x 
| 
| 
| 
mg 
Hũnh 2.13 
Lời giải: 
Tọa độ và các thành phần vận tốc của khỏi tâm của que là 
| | 
dì = xCOS(L g1 Ủ. +e=,sina— s”cos 8 ì 
Z... 8 1vz x_.. N 
jÈ. = 8COS (tt — g L0 cus Ö, $— #sina+ a10sim 


và momen quản tính của que xung quanh trục vuông góc đi qua khối tâm là 
ML?/12, như thê hàm Lagrange là 


È;=T=~W 
Ồ..- ‡#) + ~ A#ï ?Ú1 — Jgs 
-MEL SN ĐÐ và::? sua ⁄ 


= gAIẺ — Lš# cos(Ø + a)] t gMI2Ê' — Àfq (sa a= . cos0) : 


Các phương trình 1agrange lả 


Ty) ÔE —g 
dt \ 0a, Ùq, 
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khi đó cho ta 
s— s Lỗ cos(0 +ø)+ s12” sin(Ø + œ) +gsina =0, 
Là 2y : 
$cos(8 + œ) — sL2 ~ gsinổ =0. 


Nếu chuyển động là thuần túy tịnh tiễn thì, Ó = hằng số, Ð = 0, ổ = 0 và 
các phương trình trên trở thành 


3+gsina =0, 
scos(Ø + œ) — gsinØ =0. 


Khử bỏ š cho ta 


sin œ cos(Ở + œ) = — sinØ, 


hay 


0= -œ. 


2014 


Con lắc cầu gồm chất điểm m được buộc bởi một sợi dây đải ! vào một 
diểm cô định như hình 2.14. 


(a) Với tốc độ góc bằng bao nhiêu thì nó chuyển động tròn, với sợi dây tạo 
môt góc cô định 6g với phương thẳng đứng? 

(b) Chất điểm trong quỹ đạo tròn như trong phản (a) ở trên nhận được 
một xung lực vuông góc với vận tốc của nó, kết quả là quỹ đạo có điểm cao 
nhất với dây tạo góc 6 với phương thẳng đứng. Hãy viết (không cần giải) 
phương trình để sao cho giải tìm được góc sợi dây tạo với phương thẳng đứng 
lúc chật điểm ở điểm thấp nhất. 

(c) Với trường hợp trong đó biền độ dao động quanh 6; là nhỏ, hãy giải 
tìm tần số của những dao động đó. 

(Princeton ) 
Lời giải: 

Sử dụng hệ tọa độ quay như hình 2.14, với trục thẳng đứng z và trục z 
trong mặt phẳng thẳng đứng chứa dây và chất điểm zn. Chất điểm có tọa độ 
(I sin 9,0, —l cos Ø), ở đây Ø là góc dây tạo với phương thẳng đứng. Đặt ¿ là vận 
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Hình 2.14 


tộc góc của rn xung quanh trục z. Vận tốc của rn trong hệ tọa độ cô định cho 
bởi 
v=t+¿xr, 
# = (i9 cos 8,0, lô sỉn 8), @=(0.0,0). 


Hàm Lagrange khi đó là 


L=T - V = mu? — mạz 


= am(12” + 1222 sin? Ø) + rmgl cos 6 . 
Các phương trình Lagrange 
TA 
d \ô%, Ôạ - 
cho 


8 — @”sin8cos 0 + ¡si = 0, 


@¿sin? 6 = hằng SỐ. 


(a) Với chuyển động tròn có góc không đổi 6 = đạ, ổ = 0 và phương trình 


(1) cho 
Ăn: g = Ỷ 
¿= Vies8 =ư, chẳng hạn. 
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Các phương trình chuyển động bây giờ có thể được viết như 

sin?Ø = œsin” 6o , (2.1) 

Ø — 2 sìn' Úc CoSC + cos ổp sin Ô = 0. (1) 


sin3 Ø 
Do ổ = đ02/2đ0, phương trình (1) có thể được tích phân để cho 


œ2 sin' Ổg 


sin? Ø 


82 = + 22 cos đọ cosØ + K. 


Tại điểm cao nhất của quỹ đạo của m, ô — 0 và ô = ị, suy ra 


xử 
sin” Ổn : 

K=ư? — — 2uyố cos Ổn cos Ôt . 
sin? Ø¡ : 


Tại điểm thập nhất, ổ = 0, Ø = 9s, và ta có 


sìn? 6a 


1 1 
2 8a — 6)=0, 
= 0y sin2 m) li 02/020 1640) 


cos Ởg 
nó có thể được giải cho 0; theo Øạ và ổ). 
(c) Đặt đ = ơ + 0a với a << 0a. Do 


cos cos Ủg — œsin Ởọ, sinØ  sin Øu + œcosa . 


cos 8 cos Øo(1 — a tan ổụ) cos Ủg 
— “ 1 — a(tan ổo + 3 cot 8 
sinẺØ ˆ gin2Øp(1+acotØe)}3 — sin3g ' b 0)) 


với ổ = ở, phương trình. (1) quy về 
ở + úŸ sin Úg cos Øg[a(tan Øụ + 3 cot ổạ) — 1+ 1+ œcot0s] =0, 
nghĩa là 
ở + (sin” Øo + 4cos2 Øạ)œ = 0, 


hay 
ä +02(1 + 3cos”6g)œ = 0. 


Do đó 0 dao động quanh óạ với tần số góc 


—— 1+3cos28 
°ẹ =0VÏ-+ 8eostp = (j HE bà, DĐ), 


 cos Øụ 
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2015 


Một con lắc lò xũ gồm khôi chất r› gắn với một đầu một lò xo không khối 
lượng có hằng sô đản hôi £. Đầu kia của lò xo buộc vào một giá treo cô định. 
Khi không có tải trọng trên lò xo, chiều dài của nó là !. Thừa nhận rằng chuyển 
động của hê giỏi hạn trong một mặt phẳng thẳng đứng. Hãy đưa ra phương 
trình chuyển động. Hãy giải phương trình chuyển động theo gần dùng dịch 
chuyển góc vả dich chuyển theo tia nhỏ so với vị trí cần bằng, 

(SUNY, Buffalo ) 


Hinh 2.15 


Lời giải: 


Sử dụng hệ tọa độ như ở hình 2.15. Trọng khối chất m có tọa độ 
(r sin 8. —r fos Ø} và các thành phản vận tỐc (rÖ cos Ø + # siu 8, rổ sỉn Ê — 7 cos 8) 
và đo đó động năng 


”=_—_ Ì}_„#„ „SŠt 
T~ am —r 0ˆ), 
và thẻ năng 
¬. v22 
Ve s”ư —=)“— qmợT cọs  . 


lo đó hàm Lagrange là 


= 
lÌ 

k_, 
n 

xã 


2 ty — l)Ÿ † mạr cos0. 


1 .3 2ả2 
am +r78ˆ)— 5 


Các phương trình Lagrange 


Tp 
(đá Ồu, - 
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Khi đó cho các phương trình chuyển động 
m£ — mrổ? + kír — l) — mẹ cos 0 = 0, 
rŨ + 2Ö + gsin 8 = 0. 


VỊ trí cÂn bằng trong hệ tọa độ cực (rọ, 6o) được cho bởi ? = 0=0,r=Ô=0, 
cụ thể, 
Úc =0, ro=Ì+ _ : 
k 
Với đao động nhỏ xung quanh diểm cân bằng, 6 là góc nhỏ. Đặt ø = r — ro 
với ø < rọ và viết phương trình chuyển động như 


mj — ma(ra + p)8® + ko =0, 
(ro + ø)ð + 220 + g0 = 0. 


hay, bỏ qua số hạng bậc cao hơn của các đại lượng nhỏ ø, ở, Ø, 


k 
2nằẰ_—n=—= $ 
PP : 


0 CC 85W, 
7q 


Như thê cả hai dịch chuyển góc và xuyên tâm đều thực hiện chuyển động điều 
hòa xung quanh điểm cân bằng tương ứng với tần sô góc \/k/mn, v/g/ra. Các 


nghiệm là 
p= Acos (me) , 
Tn 
hay 
r=l+ + Aeos lễ Hòa) 
và 


J_ kg 
p= Bo | Hưng nhHÌ, 


ở đây các hằng số 4, ự\, B, „2; được xác định từ điều kiện ban đầu. 
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2016 

Một hạt bị buộc chuyển động trong một mặt phẳng, Nó bị hút đến một 
điểm cô định P trong mặt phẳng này; lực luôn luôn được hướng chỉnh xác 
đến điểm ? và tỉ lệ nghịch với bình phương khoảng cách từ điểm P. 

(a) Sử dụng hệ tọa độ cực, hãy viết hàm Lagrange của hạt này. 

(b) Viết các phương trình Lagrange cho hạt này và tìm ít nhất một tích 
phân đâu tiên. 

(SUNY, Buffdlo ) 

Lời giải: 

(a) Chọn hệ tọa độ cực với gốc tại P trong mặt phẳng trong đó hạt bị 
cưỡng bức chuyển động. Lực tác dụng lên hạt là 


kểr 


F o 


k là hằng số đương. Thể năng của nó ở vô cùng là 
L 
v=-Ï Ev@pe cổ ¬ 
œ + 


1 Ẹ hs 
T—= sm( + r?28”) \ 


Động năng của hạt là 


Đo đó hàm Langrange là 
Lk=T-V= m(2 + r8) +, 
{b) Các phương trình Lagrange 

z () No, 

đt \Øqi đại - 
khi đó cho các phương trình chuyển động 

Tn7 + 3 =0, 2 (mr”8) =0. 
Phương trình thứ hai trực tiếp cho tích phân thứ nhất 
mr?0 > hằng số , 


có nghĩa rằng momen xung lượng đối với P là bảo toàn. 
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2017 
Xét hai hạt tương tác bằng lực xuyên tâm (thế = V{r), ở đây r là vectơ tri 
tương đỗi). 


(a) Hãy rút ra hàm Lagrange trong hệ khối tâm và chứng minh rằng năng 
lượng và momen xung lượng được bảo toàn. Chứng tỏ rằng chuyển động là 
trong mặt phẳng và thỏa mãn định luật Kepler II (nghĩa là r quét những diện 
tích bằng nhau trong khoảng thời gian bằng nhau). 

(b) Giả thiết rằng thể là Ư = kr?/2, ở đây k là hằng số dương, và rằng 
năng lượng toàn phần # đã biết. Hãy tìm biểu thức cho các giá trị cực tiểu và 
cực đại mả r sẽ có trong quá trình chuyển động. 

(SUNY; Buffalo ) 


Hình 2.16 
Lời giải: 
Vĩ lực tác dụng lên các hạt luôn luôn hướng đọc theo đường nói phân cách 
hai hạt, nên chuyển động bị giới hạn trong bắt kì mặt phẳng nào mà ban đầu 


các hạt chuyển động. Sử dụng hệ tọa độ cực trong mặt phẳng nảy như ỏ hình 
2.16 với góc ở khôi tâm của các hạt. Theo định nghĩa của khối tâm, 


tnịTị + ?mạr¿ =0, 
nghĩa là 
THỊ] — - TTHẠT) y 


hay 


T171 — THẠT2 
cho các giá trị tuyệt đối. 


318T4L0 CƠ HỌC 
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(a) Động năng của hạt là 
THỊ ,. 2 TY+2.. b) 
T=_- ịr ——jr 
2 Thị + sa 
2 
TH (+2, THỌ, 42 
= —- TT -ỊY — |Y'- 
D -I| đền |ral 


_ Tnh(m + na) 
2m 


2. 
„I2 — T2 1x 42 
lÈ›| PP |È2|“ , 
ö đây ø = mạmna/(m¡ + mạ) là khối lượng rút gọn của hệ. Thế năng là 


V(†y+rs)=V = + n) = V (TỬ) ` 
m h 


Do đó hàm Lagrange là 


khi sử dụng ra và 6 như tọa độ suy rộng. 
Hàm Lagrange L không phụ thuộc tường minh vào †. Như vậy 


m3 ÔL dộy ÔE, 
ð, dị 7 h 


ôj, dị T d \ốạy J 
P ðL 
d2 ôây 2° 


có sử đụng các phương trình Lagrange. Từ đó 


3L 


Đá, =-1j_-LÙ= hằng số . 


Trong trường hợp này, 
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và các phương trình trên cho ta 
k TẾT +r70”)—T+V= TỦ +28?) +V 
h 2u 
=T7T +V -= hãng sô. 


chỉ ra rằng năng lượng toàn phần được bảo toàn. Hãy chứng mình rằng có thể 
có điều chứng minh đó là vì V rõ ràng không phụ thuộc vào vận tốc. 
Vì L không phụ thuộc tường minh vào 0 nên phương trình Lagrange cho 
ðL _ mặr3Ö 


= hằng sô = 7 , chẳng hạn. 
88 u 
Momen xung lượng của hệ đối với khối tâm là 


(mì + mạ)mar2Ô _ mặr3ô _ 
mì H 


=”. 


mạr2Ô + rnịr1Ö = 
Do đó momen xung lượng được bảo toàn. Phương trình trên cũng ngụ y là 
- ị +: 2„.24 : 
r2ộ = (rị + rạ)2ô — ) r3Ö = xẻ du = hằng số , 
Trị H 

nghĩa là 

rA0 _ 2A6 
AtL — AI 


ỏ đây A® là diện tích mà r quét trong thời gian A:. Như vậy định luật Kepler 
thứ hai được thỏa mãn. 


(b) Năng lượng toàn phần 


è £ 
—= hãng sô. 


mì 1 
E=7T+V= 2ạ (2+8) + 2kr? 


có thể được viễt như sau 


+ <kr?. 


1 J” 
E= -ưu?+—— 
M7” + 2nr2 2 


2 
Khi r là cực đại hay cực tiểu, z = 0. Do đó các giá trị cực trị của r được cho bởi 


kur^ — 3Eur? + J2 =0. 
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2018 


Một hạt bị hút tới một tâm lực bởi một lực mà lực này thay đổi tỉ lệ nghịch 
với lập phương khoảng cách của nó tới tâm. Hãy đưa ra phương trình chuyển 
động và giải chúng tìm các quỹ đạo. Hãy thảo luận xem làm sao mà bản chất 
của quỹ đạo lại phụ thuộc vào các thông số của hệ. 

(SUNY, Buffdio ) 
Lời giải: 

Khi hạt chuyển động dưới tác dụng của lực xuyên tâm thì chuyển động của 
nó phải nằm trong mặt phẳng. Ta sử dụng toạ độ cực trong mặt phẳng đó với 
gốc ở tâm lực. Đối với lực 

- 
r3 h 
ở đây k là hằng số dương, thế năng là 


: k 
Vợ) =~ [ F-dt= =gn - 
Do đó hằm Lagrange là 
L=T~V = tm(? + r3Ế2) +, 
2 2r2 


Các phương trình Lagrange 


khí đó cho ta 
zwr?0 =b,_ (một hằng số), 
mử — mrổ? + = = 0, 
T 
Đặt u = ¿. Phương trình đầu tiên trở thành 
2 
¿= bu” 
m 
Khi 


về 0 1 =_1 đuy_— _ b du 
_ dt \u)  u2d0 Ô m.d0 ` 
_ — bd°u, — b°u?d°u 
— rnd02  mn2 đụ? ` 
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phương trình thứ hai trỏ thành 


Do đó, nếu b2 > mk, 


nghĩa là 
nêu b2 < mk, 


nghĩa là 


neeh| ø— Lữ <0) =rTn. 


Ở đây (rọ, Øa) là một điểm trên quỹ đạo. 


2019 


Thừa nhận hàm Lagrange đôi với chuyển động một chiều nào đó được cho 
bởi 
} 1 
= eƒÐt | ~ưnø2 — —ka2 
L=ec (šmi 244 ) : 


ở đây +,m., k là các hằng số dương. Phương trình Lagrange là gì? Có mấy hằng 
số của chuyển động? Hãy mô tả chuyển động? Một phép biến đổi điểm được 
tạo ra cho một tọa độ suy rộng khác là cho bởi Š được cho bởi 


s=e (Ta: 


Hàm Lagrange theo Š là gi? Phương trình Lagrange? Các hằng số chuyển 
động? Hãy mô tả quan hệ giữa hai nghiệm? 
(SUNY, Buffdlo ) 
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Lời giải: 


Phương trình l.agrange 


HE "`... 
đt \ Ôá Ôq —- 


€”t(mã + ma + kq) = 0. 


cho ta 


hay 
kq 
j++yi+ =0, 
m 
Vì 7, chứa ạ, t tường minh nên không có hằng số nào của chuyển động. 
Thử các nghiệm theo dạng ¿ ~ e*t. Thay thế cho ta 
k 
ðø?+ + —=0, 
m 


các nghiệm của nó là 


^ +\2 + 
. 3) . 
HN 2 = 


Viết kết quả đó như œ = =? + b và #ét ba trường hợp có thể. 


(Œ) ‡< V$- b là ảo; đặt nó là ¡đ. Nghiệm tổng quát là 


xỶ 


qg=eT? tấu”: + Be~!2." : 
hay 
¬i 
q=e€  2(Afcos 3+ H sim 3), 


A.H.A'.B' các hằng số. Như vậy chuyển động là dao động với biên độ tắt 
dân. 
(D š =£. b=0 và ta có 


„ì 


_t 
g~qqE 2 y 


cho thấy rằng chuyển động không phải đao động với ạ giảm đẳn từ giá trị ợo 
tại  = 0. 


đi) 3> Vậ. b=0và 
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Œ và D \à hằng số. Chuyển động này cũng không phải dao động và tắt dần 
theo thời gian. 

Ba trường hợp có thể được đặc trưng như tắt dần quá yếu, tắt đần tới hạn 
và quá tắt dân. 

Nếu ta đưa yếu tô thời gian vào toạ độ suy rộng nhờ một phép biến đổi 
điểm 

‹ ` “.. 
Ñ=e%đq, nghalà — q=ec 5#, 


hàm Lagrange trở thành 


1 ¬- _. 
L== Sổ —=.. 
2m (4 225) sk8 


Phương trình Lagrange khi đó cho phương trình chuyển động 
S+ư9@—=0 
với ¿” = k/m -- (+/2)?. Vì  = 1457, tích phân cho 
Š? + 26? — hằng số, 


Do đó bây giờ có hằng số chuyển động. Tuy nhiên, về mặt vật lý tình thế không 
thay đổi. Vì S. ở cả hai chứa ? một cách ẩn, hằng số này thực tế thay đổi theo 
thời gian. 

Với +/2 < vkjmn, ¡? là dương, nghĩa là ú là số thực, và phương trình 
chuyển động theo , mô tả chuyển động điều hòa đơn giản không có tắt an 
Với tiên = Vkjm, „ = 0 và chuyển động theo 5 là đâu. Với +/2 > vk/m, 
là sô ảo và chuyển động không phải đao động có tắt dần theo thời gian. ny 
nhiên, như đã lưu ý ở trên, 6 chứa thừa số suy giảm ẩn exp(—+¿/2), nó khiển 
cho sự tắt dẫn theo thời gian có mặt trong tất cả ba trường hợp. 


Chúng ta có thể kết luận rằng cả hai tập hợp nghiêm đều mô tả những 
tình huông vật lý giếng nhau, nhưng trong tập hợp nghiệm thứ hai hệ số tắt 
dần theo thời gian exp(— +t/2) bị gộp vào trong các tọa độ suy rộng và sự thảo 
luận diễn biển như thể nó không tổn tại. 


2020 


Một hạt có khôi lượng m trượt không ma sát trên một vòng đây đang quay 
bán kính z trục quay của nó di qua đường kính thẳng đứng như hình 2.17. 
Vận tốc góc không đổi của vòng là ø›. 
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(a) Hãy viết hàm Lagrange đôi với hệ và tìm các hằng số chuyển động có 
thể tổn tại. 


(b) Hãy chỉ ra vị trí cân bằng của hạt với  < /„ và ¿ > u„, tại đây 
œ„ = v/g/a. 
Vị trí nào trong những vị trí cân bằng đó là bên và không bền? 


(d) Hãy tính tần số dao động của những dao động biên độ nhỏ quanh điểm 
cân bằng bên. 


(UC, Berkeley ) 


RE 


mụ 


Hinh 2.17 
Lời giải: 
(a) Sử dụng một hệ tọa độ cực quay gắn với vòng như hình 2.17. Trong hệ 


tọa độ này, ngoài lực hấp dẫn tác dụng lên khối lượng, rng, ta phải đưa vào 
lực ly tâm tưởng tượng f như đã chỉ ra. Trong hệ tọa độ cực 


. B.. 
f = (rưuŠr sìn” Ú, mưu Êr sìn Ö cos 8) , 


ng = (ng cosØ, —rngsìn 8) . 


f có thể được biểu diễn theo thế Vự bởi 


" . 9V? âV; 
Juờ ¿an (5-6) : 


nghĩa là 


Tương tự, thê hắp dẫn là 
Vạ = —tngr cos 9, 
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Vận tốc hạt là (Z,rổ). Với ràng buộc r = ø, hàm Lagrange là 

L=T-V= gma 20? + mau? sin2 Ø + rmmagøcos 8. 
Do ôL/ðt = 0 và V không chứa 9 một cách tường minh, nên ôôL/ôö - 7 = 
hằng số (bài tập 2017). Do đó 


‡ : 1 ¿ ` 
ma?ð? — sma?u) sin? 8 — mmgøcos 0ñ = hằng số, 


điểu đó có nghĩa là T + V = hằng số. 
(b) Phương trình Lagrange cho phương trình chuyển động 
a8 — gu? sìn 8 cos Ø + g sìn ð = 0. 
Tại vị trí cân bằng, Ø = 0, như vậy 
sin Ø(øu cos 8 — g) = 0, 
hay 
asin Ø(ˆ cos Ø — œ2) — 0 
với 2 —= 3, 


H v „ ` 3 ` h “ca . > 
Nêu œ < ư¿, /2cosØ < ¿2 và đo đó sin 0 = 0, và ta có hai vị trí cân bằng 
tại Ð = 0,7. 


Ậ x Nhiệt cớ z ^ ˆ . 7z ..a È 4 
Nêu œ > ¿¿„, ta có ngoài vị trí trên một vị trí cân bằng tại 


8 


2 
“ 

cosổ = -Ệ = -—y. 
w gú) 


(c) Giả thiết đo là vị trí cân bằng và đặt Ø = 6a + œ, ở đây øœ là một đại 
lượng nhỏ. Phương trình chuyển động rút gọn, chỉ giữ lại các số hạng bậc một, 
thành 


dỗ + (qcos Đo — œ2 eos 2fụ)œ — au¿? sìn 8g cos 8o + gsìnÔu =Ö, 
hay, vì ổ — 0 tại 0 = 8q, 
ö + ( seo — ø cọs 20g ) a=0. 
Nêu ¿ < v⁄ø/4, thì hệ số của œ là dương đối với cân bằng tại đọ = 0. Như vậy 


đó là vị trí cân bằng bên. Hệ sô là âm đôi với vị trí cân bằng tại Øọ = z, chỉ ra 
rằng đó là vị trí cân bằng không bên. 
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Nêu u› > \⁄ø/a, thì cân bằng cũng xảy ra tại cos Øy = g/a¿›?. Trong trường 
hợp này hệ sô của œ là 


¬ Ă-: 5 
ễ cos ổp — 2,2” cos” đọ + v2 — — (“-$) >0, 


do đó cân bằng là cân bằng bẻn. 
(d) Tần số góc của dao động nhỏ quanh điểm cân bằng bền là 


(JJ= vŸ cos Ôo — „2 cos 28o 
a 


\/$ — 2 tại 0o =0. 


] 2 : 
—\/u'2 — (2) tại Øo = cos_ Ì (25) : 
ự a đu) 


2021 

Các hạt có khôi lượng zmị và mạ, được nỗi bằng một lò xo nhẹ có hằng số 
đàn hỗi k, ở trạng thái nghỉ trên bê mặt ngang không ma sát. 

(a) Một xung lực 7 trong thời gian ngắn tác dụng lên zz;. Hướng xung lực 
là từ iäị đến mạ. mạ chuyển động được bao xa trước khi tiến tới trạng thái 
nghỉ lần đầu tiên? 

(b) Có khả năng truyền một xung lực ngắn tới rn; để hệ chuyển động từ 
trạng thái nghỉ sao cho nó quay mà không dao động? Giải thích. 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Lấy vị trí ban đầu của rn; như gốc tọa độ và hướng đương là từ zn¡ đến 

mm; trên trục z. Hàm Lagrange của hệ là 


1 
L=T—V= ;miđ‡+ 


L 1 : 
5 Tnạ#2 (2 zị —ÙẺ, 


2 
ở đây ! là chiều dài tự nhiên của lò xo, bằng z; — z¡ tại ? = 0. Các phương 


trình Lagrange 
Ti). dộ 
dt (0d | ` Ôn ˆ 
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cho ta 


Từ trên ta nhận được 


—i =— 
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4 


k{rnt + Trrạ)(Ta  Tị - Ù} 


1110112 


hay bằng cách đặt ú = ra T— tị — Í,  -- kÙm: + mạ) /mìứng, 


Nghiễm tổng quát là 


Suy ra 


Ù —~ w?u=U 


tt Z= UCON(U! + (tÌ, 


t PC vn le Thử \ 
sâu = đig tVOBS(VUE | G), 


ở đây ø và a¿ là các hằng số. Diêu kiện ban đầu vị = Ö, rạ — lrị — 7m, 


z - (tại? = 0 cho ta 


với nghiệm 


Do đó 


Bảo toàn động lượng cho ta 


kế 


con — Ú, 


đứt SỈ = —, 
II 


ft _ Nã 
= , THỊ ¿U 
ti CW-_Š- tà (2:+ 3) q1) 
TTÌ + ⁄e 9 


THiän Tưng =Ĩ, 


Tích phần và ap dụng điều kiện ban đầu ta nhận được 


tnịết £ Tra#s — 1hạt + TẾ. 


Phương trình này vả cùng với phương trình (1) cho ta 


Tổ Tsm(+t) 


ly lơ Š 5 cuïc cảng mà me 


1m" Hạ — (mị +†na]e ` 
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và như vậy 
: I 7 cos(œ†) 
#¿== ————— — ——-. 
mị +?n — Tnị + Tn2 
Khi rn; tiên tới nghỉ lần đầu tiên, z; = 0, và từ trên cho ta có cos(a‡) = 1 lần 
đầu tiên. Do đó khi ma tiến tới nghỉ lần đầu tiên, 
2m 
tm=——, 
ằœ} 


Tại thời gian này znạ đã ải chuyển được một khoảng cách 


2ml T112 ~3/2 
= = : 
T2 D08 kiD) 2m1\tj E (mị + n2) 


(b) Nếu xung lực truyền cho rnị có thành phần vuông góc với đường nỗi 
hai hạt thì hệ sẽ quay quanh khối tâm, ngoài chuyển động thẳng của khối tâm. 
Trong hệ tọa độ quay với gốc là khôi tâm và trục z đọc theo đường nỗi các hạt, 
thì sẽ có lực ly tâm tưởng tượng tác dụng vào các hạt cộng với lực hồi phục 
của lò xo. Tại vị trí các hạt mà lực cân bằng thì các hạt có vận tốc cực đại vì 
năng lượng được bảo toàn (Bài tập 2017). Do đó dao động sẽ luôn luôn xảy 
ra, cùng với sự quay của hệ xét như một khối. 


2022 


Một quả cầu khối lượng }⁄/ và bán kính # lăn không trượt trên một khối 
tam giác khối lượng rn có thể tự do chuyển động không ma sát trên mặt ngang 
như hình 2.18. 

(a) Hãy tìm hàm Lagranze và các phương trình Lagrange cho hệ chịu trọng 
lực ở mặt đât này. 

(b) Hãy tìm chuyển động của hệ bằng cách lẫy tích phân phương trình 
Lagrange, với điều kiện là tất cả các vật ban đầu ở trạng thái nghỉ và tâm quả 
cầu ở cách bể mặt một khoảng 77. 

(UC, Berkelsy ) 
Lời giải: 

(a) Sử dụng hệ tọa độ có định như hình 2.18 và đặt 8 là góc quay của quả 
cầu. Vì quả cầu lăn không ma sát trên mặt phẳng nghiêng, tâm của nó sẽ có 
tọa độ 

(r + (Én + RØ) cosự, H — R0sin ¿@) 
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Hinh 2.18 


và vận tốc 
(‡ + ñP cos +, — l8 sin 2). 


Lưu ý rằng tại † = , z = Ú,Ø =U,£ = £o,  = H, #= 0 =0. Khi đó toán tử 
Lagrange là 


NT .Ÿ _ : 
hẹm-Vs 2£” + sM@# + R°ô°? + 2R+Ô cos } 
1 Đa” 
L _Ä1R*0°— Mạ(H — Iôsin 2). 
“+ 


Các phương trình Lagrange 


cho ta 
(m+ Af)š + MÔ cos y 


= Uy 
b Ty 5 
#€cosự + y R - gsinp =0. 


(b) Khử 7 từ các phương trình trên ta có 
1 M cos? ¿ ä- gsSỉn w 
5_ rn+À1 __# ° 
hay, tích phân và sử dụng điều kiện ban đầu ta có 
8= Bữn + A1)sin gi2 
— 9lf(@m + M) — 5M cosy|] R ` 
và như vậy 


MRcos ¬- 5Ä sin(2w) - 
m+M  ATn+M)-5Mcosul - 
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Chú ÿ rằng, khi quả cầu lăn xuống mặt phẳng, khôi tam giác chuyển động 
sang trái như chớ đợi từ sự bảo toàn động lượng. 


2023 

Hai chất điểm rrị và rn¿ (êị # rnạ) được nội với nhau bằng một sợi dây 
dài ¡ đi qua một cái lỗ tròn ở mặt bàn, Sợi dây và chất điểm chuyển động 
không ma sát m¡ trên mặt bàn và rrạ tự do chuyển động theo đường thẳng 
đứng. 

(a) Tốc độ ban đầu m; phải bằng bao nhiêu để rr¡; sẽ duy trì không chuyển 
đồng ở cách mặt bản một khoảng ở? 

(b) Nêu m; hơi dịch chuyển theo hướng thẳng đứng thì sẽ có những dao 
động nhỏ. Sử dụng các phương trình Lagrange để tìm chu ki của những dao 
động đỏ. 

(UC, Berkeley ) 


“) 


Hình 2.19 
Lời giải: 


(a) r¡ phải có vận tộc u vuông góc với sợi dây như thê nào để lực hướng 
tâm tác dụng lên nó bằng lực hắp dẫn tác dụng lên zm¿ 
mmịt2 
I-d 


— JTng(L— d)g 
SƯ 


= Tạ 1 


hay 
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(b) Sử dụng hệ tọa độ cực cô định trên mặt bàn ngang như hình 2.19. m¿ 
có tọa độ z là — (¡— r) và như vậy vận tóc là ?. Hàm Lagrange của hệ khi đó là 


1 sỉ 
L=T-V= 2m(f7 +28?) + 2mar? +m›;g(lT— r), 


Các phương trình Lagrange cho 
rnịz?ð = hằng số, 


(mị + mạ)# — mmịrÔ2 + rnạg = 0). 


Tại ? = 0,r =!— đ, 0 = /mạ(I — dộg/inị = tạ, chẳng hạn, đo đó 


jn- 99. _ jma_ 9 
6ú Tevgi lẮ HE 0N, 
Từ đó 
3â. T na 1 
rnịr”9 = 1mị (L— đ)“Øo = mì (| (— d)3g, 
Thì 
Suy ra 
¬.. r—d\3 
rỡ? = —— =) 9 
T TnỊ T 
và 
: re) 
(mạ + ra)? — nạ : g + nạp =0 
Khi đó 


Đất r = (Ì— đ) + ø, ö đây o < (!T— 3). 


= 
So Ơn -3 ___ m8 L4 ~(1l—dý ®Ít— 
PP =j, rỶ=(I- ở) th) (L— đ) ụ cửa) 
và phương trình trên trở thành 
: Šmag 
 =.... 7. 
ÊT m +mạa)(Td)” 


Từ đó ø dao động quanh O, nghĩa là r đao động quanh giá trị ! — đ, với tần sô 


góc 
3madg 
(mì + Tmn;)(Ì = ở) h 


hoặc chu kì 
yï= 2n | + mạ)([ = 3). 
$mag 
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2024 


Hai que 4 và 8C, mỗi que dài a và có khôi lượng mm, được nỗi không ma 
sát tại J3 và nằm trên mặt bàn ngang không ma sát. Ban đầu hai que (có nghĩa 
là điểm 4, B, C) là cộng tuyến. Một xung lực P đặt vào điểm 4 theo hướng 
vuông góc với đường ABC. Hãy tìm chuyển động của các que ngay sau khi 
xung lực tác dụng. 

(Columbia ) 


Hình 2.20 


Lời giải: 
Vì hai que 4, BC được nỗi tự do tại Ö, lẫy các tọa độ như hình 2.20 và 
đặt các tọa độ của là (z, y). Khi đó khôi tâm của BC có các tọa độ 


1 1 
( + 2a sin Ø,1 + 2ứcos ôi) 


và vận tốc 
n..- ¬. 
#+ saÖ cos ft, Ù — 5 HÌ sinổ¡ }„, 


` Ru a 3 An. Ạ 
và khôi tâm của Ä có tọa độ 


1 1 
(: + aasin Ø2, + 20eosf:) 


và vận tốc 
sàvy ,lg v3 ¬ 
#+ TC cos 2, ý — s0: sỉn 6; }. 


Mỗi que có momen quán tính quanh khối tâm của nó là rxa2/12. Từ đó động 
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năng toàn phần là 


202 


1 L p„ › 1 
Tre am lz +ự?+ 1a 0Ÿ + aổ)(2 cos Øt — jin6)) + sạma 


1 F À 
+~ mm mị¿2 +ÿ?+_ 250) + aØ2(# cos Øa — ÿ sin 0| + aạmaŸ 
1 : : l : 
= am 22? + ¡2 + a#(Ø) cos Øị + 8s cos Ø2) — a0(01 sìn Øị + 8a sin 02) 


1 š ý 
+ gina? (0Ÿ + 62) . 


Xung lực P đặt vào 4 theo hướng vuông góc với đường ABC. Như thế 
momen ảo của xung lực là Pô(w + acos 8a) và các thành phân suy rộng của 
xung lực là 


Q; = 0, Qy = h, Q¿, =0, Qa, =-aPsin 6. 


Các phương trình Lagrange đỗi với chuyển động xung là 


Vụ), — lấy), T0: 


ö đây ¡, ƒ là các trạng thái đầu và cuối của hệ liên quan đến sự tác động của 
xung lực. Lưu ý răng tại ¿ = 0 khi đó xung đặt vào, Ø, = —7/2, 6; = /2. 
Ngoài ra, đối với trạng thái ban đầu, ổ; = ổ; = # = ÿ = 0. Vì 


ỡT 1 . š 

=- = 2m#z + ~rna(0 cos Ủy + 82 cos 0a) , 

8z 2 

cái = 2m — nu lỗi sin đổ) + ổạ sin 6z) , 

đụ 2 

Ø7 1 1 1 › 
FYN = ama# cos ổ — amap sin ổ) + qmaŸÖ\ : 
Ø7? 1 1 1 . 
Đ8› = mai cos ổa — sinaU gìn ổạ + gina?ôs : 


š28T8L0 CƠ HỌC 
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Các phương trình Lagrange cho 
2rmm+ =Ô, 
1 . = 
2mÿ + ma(8 _ 6;) =P đ 


1 1 ; 
=møÿ + gma?6i =0, 


2 
1 ¬- : = 
—smaÿ + sia 6; =-aP. 
Nghiệm là 
#=0, gi Ñ HỆ .a 
Tn 2ma 2ma 


Do đó ngay sau khi xung tác dụng khối tâm của BC có vận tốc 


J—=  . `... 
(25+ sa.) = (0 mỘ: 


và khối tâm của AB có vận tốc 
1.2 5P 
1ÿ — =aôa| =0 —]}. 


2025 


Xét một hạt khối lượng rn chuyển động trong mặt phẳng nhờ lực xuyên 
tâm 


(giả sử k > 0). 

(a) Tìm hàm Lagrange dối với hệ này theo toa độ cực z,Ø và vận tốc của 
chúng? 

(b) Hãy viết phương trình chuyển động dỗi với r và 6, và chứng minh rằng 
momen xung lượng quỹ đạo ¡ là hằng số chuyển động. 

(c) Cho rằng /2 > -znk'. Hãy tìm phương trình của quỹ đạo, có nghĩa là r 
như hàm của 0. : 

(Columbia ) 
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Lời giải: 
(a) Vì 
k k 
Ff)ỳ=—- + 
)=— 3+: 
kỉ 
Ví) =_— rF —s- 
ứ) , (r)d c 
Hàm Lagrange khi đó là 
l... 5... 
L=T—-V= -m(† +r283) + — — —. 
: 8780) MÒD ở 0 ro 2r? 


(b) Các phương trình Lagrange cho phương trình chuyển động 
; kkEk 
HC 2 BI li. 1 
m(T rổ )+ „ 0, Œ) 
mí(rỗ + 2?8) = 0. 

Phương trình thứ hai có tích phân đầu tiên mr2ô = hằng số. Dại lượng đó là 
momen xung lượng của hạt xung quanh gốc ! = r - mzrổ. 

(c) Đặt u =—r !,.Vir=—=u—1, 


Ea tha — — cadu L _ — 1 dụ 
a dÐồ - dũ mr2 — mn dộ ` 
¬"..... a8ều 
f= máản 7 mm. dạ? ` 
: 2 23 
mr82 = ni — cseE h 
mr" m 


Phương trình (1) trở thành 


402 


Một nghiệm riêng là 


v2 rnk 2 __ Tnk 
2 \j? +mk!) — PP grmk ` 


Vì ¡2 > —rnk', nghĩa là k >—1, 


rnk! 
l+g >0 


44. Bảitệp&lờigiáiCơhọc 
và nghiệm tổng quát là 


¬. mk' mmÃ 
u —= Ác0s Vi t m F 0+ + NH 


ở đây 4, ø là hằng số. Bằng việc chọn toạ độ thích hợp, œ có thể đặt bằng 0. 
Do đó phương trình quỹ đạo có thể được viết như sau 


—— 1 
tk! rnk 
ca |Anm Ñ l+ "mã ) k im | . 
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Một hạt điểm khối lượng m bị ràng buộc chuyển động không ma sát trên 
bẻ mặt trong của một vòng dây tròn bán kinh z, mật độ đồng đều và khôi 
lượng Af. Vòng tròn nằm trong mặt phẳng zự có thể lăn không trượt vả luỗn 
bám vào một đường cô định là trục z. Hạt điểm chỉ chịu tác dụng của trọng 
lực theo hướng âm trục g. Tại ? - 0 giả thiết vòng dây tròn trong trạng thái 
tĩnh. Tại thời điểm đó hạt ở đỉnh của vòng đầy tròn và có vận tốc uọ dọc theo 
trục r. Tìm vận tốc ø;, so với trục cô định, khi hạt đến đáy của vòng đây tròn. 
Hãy đơn giản hóa lời giải trong giới hạn m/ÁM — (l và ÄAf/m. › 0. 

(Columbia) 


Hình 2.21 
Lời giải: 
Sử dụng hệ toạ độ có định như chỉ ra trên hình 2.21 và đặt toạ độ tảm 
vòng đây tròn là (z,z). Khi đó chất điểm rn có toa độ 
(r † rsinØ,r + rcos Ø) 
` ˆ Hì ` 
và vận tốc là 
(# + rÐ cosØ.—rØ sin 8). 


Cơ học giải tích 495 


Khi vòng dây tròn có momen quán tính Ä⁄r?, hệ có động năng 
L. tài (812 -Ô PP lân 
T= sm(‡ +?“6 +2r+0cos0) + ; M2 + 2M T 


và thể năng 
Ÿ =mø(£ +rcos0). 
Do đó hàm Lagrange là 
1 ỗ : 
L=T-V=Mi?+ am(#) + r?0? + 2r+Ô cos 0) — mạr(1 + cos 0) . 


Do ØL/ôz = 0, phương trình Lagrange cho 
(2M + rn)#‡ + mrô cos 8 = hằng số . (1) 


Tại ¿ = 0, ra ở đỉnh vòng dây tròn, # = 0, Ø = 0, rổ = òọ, cho giá trị của hằng 
số là mu. Khi zr ở đáy vòng dây tròn, 2 = z, vận tốc của chất điểm là 


Đự =‡+rÔcoST = # ~ rồ, 
và phương trình (1) trở thành 
2# + mur — 1n . 
Năng lượng toàn phẳẩn được bảo toàn để giữa hai điểm ta có 
Mã? + gmỆ = gỗ + 2mgr. 
Khử + giữa hai phương trình cuỗi cùng cho ta 
(2M + m)1? — 2muour — |(SM — m)uậ + 8Mgr] =0. 


Lời giải là 


muo + 2V M?uậ + 2(2M + m) Mạn 

: 2M +m l 
Trong giới hạn m/M — 0, 0; — + /vỗ + 4gr. Dấu âm phải được chọn đối với 
À >m, # nhỏ và u; > —rổ. Trong giới hạn M/m — Ô, u¿ — 0a. 


7 — 


2027 


(a) Một hạt trượt bên trong một paraboloit tròn xoay nhẫn, thẳng đứng 
r? = az. Hãy chứng mình rằng lực có ràng buộc có độ lớn = hằng số 
3 


: Ệ + #) ` Hướng của lực đó như thế nào? 
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(b) Hạt khỗi lượng zn bị tác dụng bởi lực mà thẻ của nó là V (r). 


(1) Hãy thiết lập hàm Lagrange trong hệ toạ độ cầu quay xung quanh trục 
z với vận tốc góc +. 


(2) Hãy chứng minh rằng hảm Lagrange có cùng dạng như trong hệ toạ độ 
cô định cộng với thế phụ thuộc vận tốc £ (nó cho lực ly tâm và lực Coriolis). 


(3) Hãy tính từ các thành phần lực ly tâm và lực Coriolis theo 
hướngyuyên tâm (zr) và hướng phương vị (ø). 
(Wisconsin ) 


Lời giải: 
(a) Sử dụng toạ độ trụ (r,¿,z) như chỉ ra ở hình 2.22. Trong hệ toạ độ 
Descartes hạt khối lượng +n, có toạ độ 


(r cos 2? sìn œ2, z) , 


ˆ £ 
vận tòc 
(r coS 2 — ru¿sỉn „2,7 sin @ + rỡ cos @, 2), 


và do đó ham Lagrange 
1 : g1 : 
L=7T=V= am(£Ÿ +r?¿? + ¿?) — mgz. 
Phương trình ràng buộc là 


Ƒ(r,ø,z)= —r°+az =U, 


hay 
—2rdr + udz = 0. 
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Các phương trình Lagrange 


döL  ðL 
—. 


đi 8á, 9q; 
ö đây Q, là các lực ràng buộc suy rộng khi đó với sự sử dụng nhân tử không 
xác định Lagrange À, cho ta 


mm — rwn¿ˆ = —2rÀ, (Œ) 
mỸ + ng = œÀ , (2) 
mz2= hằng số =J, chẳng hạn. @) 


Phương trình ràng buộc z = _ cho 


Ẵ ~ s2 
= TiA sóc 2r? + 2z" „ (4) 
a a g 
Sử dụng các phương trình (3) và (4) ta viết lại năng lượng toàn phẩn 
1 
E- sm(7Ÿ +r 2ý + 2?) + mạz , 


nó được bảo toàn, do 
2 2 2v] 
ôn SN -.20 lạ :SÀNNG (5) 
m m2 q a? 
và phương trình (2) như 
—(rf + 2Í) + mg = dÀ., 


Khi sử dụng các phương trình (1) và (3), nó trở thành 


2 c2 27 
sÀ (t+ sẽ ưng. 
a ữ mar 


Biểu thức (5) khi đó giản ước nó đến 


2 2x2 : 4r2 —2 
XóS để đ 01p. = hằng sô.Í1+——) _. 
a2 moA b) a2 


Iaïc ràng buộc như vậy là 


Ÿ = —2rÀe; + aÀ@; , 
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nó có độ lớn 


ị 4r? 


ƒ = qÀ V l+ P-‹i 
x. -' 4r2 ; 
= hãngsố -|1+  › : 
Lực này trong mặt phẳng rz và vuông góc với bề mặt trong của paraboloit tròn 


xoay. (Nó tạo góc arctg(_ ø/2r) với trục r trong khi độ nghiêng của parabon 
là 2r/a). 


sr 


rsinBbe 


ryinB§@ 


Hinh 2.23 


(b) Như chỉ ra ỏ hình 2.23, trong toạ độ câu (r,Ø, ¿) dịch chuyển vô cùng 
bé của hạt có thể được giải như sau 


ðr = (ðr,rôØ,rôqœsìn 8). 


và vận tóc của nỏ như 


È = (?,rØ.rẻsin Ø) . 


(1) Giả thiết hệ toạ độ quay với vận tốc góc „ xung quanh trục z. Khi đó 
vận tốc của hạt đối với hệ tọa độ cô định 


v=f+uxr, 


do đó động năng của hạt là 


S139 108 P 
T~ nmlf L2r-œxrr~ ( xr) |. 
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Dựa vào hệ tọa độ quay và sử dụng toạ độ cầu ta có 
r =(r,0,0), 
œ = (œcosØ, —u sin 6,0), 
œxY = (0,0,ur sìn 0}, 
2F - œ@ xr = 2ur?¿sìn?Ø, 
(u» x r)” =u2r?sin? 0, 
‡#?=?? +r?8? + r?¿2sin? 0. 
Từ đó 
Lẽ7T-V 
1 : : 3 : : 
= sm(y? +7?6? + r?ờ? sin? Ø + 22r2¿ sin? 6 + ¿?r2sin? 9) — Vf). 
Lưu ý rằng đó là hàm Lagrange của hạt dỗi với hệ tọa độ cô định, nó được sử 
dụng trong các phương trình Lagrange, khi sử dụng toạ độ dựa vào hệ tọa độ 
quay. 
(2) Hàm Lagrange có thể viết như sau 
‡ ; : 
L= sm(# + r?62 + r3? sìn? 6) - U — V 
với ỉ 
U=— s m(2ur ở sin? Ø + «/2r?sin? 9). 
Như vậy L có dạng của hàm Lagrange mà hạt phải có nếu hệ toạ độ được 


tham chiều là cô định và hạt có thê 7 + V, có nghĩa là cộng thêm với thế phụ 
thuộc vận tốc U. 


(3) Viết hàm Lagrange như sau 
L=T'—-U-V=1-—U, 
ỏ đây 
1= 2m7? +7r?892 + r2 sin2 6) , 
U=T-V 


là động năng và hàm Lagrange hạt phải có nếu hệ toạ độ được tham chiêu la 
có định. Phương trình Lagrange 


TT 
dt \Øạ Ôq 


500_ Bài tập & lời giải Cơ học 


có thể viết như sau 


4 (Ø⁄À _ ð' _ đ (8U _ ðU _„ 
đt \ Đà, Đạ di \Ôj j Øạ  ”” 


Q/ là các lực suy rộng phải được đưa ra do yêu tô là hệ tọa độ được quy chiều 
là hệ tọa độ quay. Lẫy đạo hàm Ù ta có 


Q7 = 2mubsin? 0 + mà2r sìn? 6, 
Q§ = 2muur “0 sin Ð cos Ø + 1nu2r2 sin Ø cos 8 „ 


Q¿ = —2mur† sin” 0 — 2muur”8 sin 0 cos 9. 


Các thành phần suy rộng Q; của lực F” được định nghĩa bởi 
F“-ár=Ð `Qiấq,, 
3 


có nghĩa là 
Fyễr + Farô8 + Eụr sin Đấu = Qyêrn + Qa6 + Quỗu . 
Do đó 


F; = Q¿ = 2murosin? + mur gìn? 9 , 


tả 
Fạ = Sụ = 2murosin 0 cos 0 + ru”? sìn Ö cos 8, 
T 
Q, 
»= —= =— 2m sin 8 — 2murÔ cos 9 
rsinØ 


là các thành phần của lực ly tâm và lực Coriolis trong hướng e;, eạ, e„. Lưu ý 
rằng các số hạng phụ thuộc vận tốc là do lực Coriolis gây ra trong khi các số 
hạng còn lại do lực ly tâm. 


2. CÁC DAO ĐỘNG NHỎ (2028 -2067) 


2028 


Một khối AM bị buộc phải trượt không ma sát trên đường trượt 4P như ở 
hình 2.24. Khối lượng m dược nỗi với AM bởi một dây không dãn không khôi 
lượng. (Thực hiện gần đúng góc nhỏ). 
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(a) Hãy việt hàm Lagrange đổi với hệ này. 

(b) Hãy tìm toạ độ chuẩn tắc (và mô tả chúng). 

(c) Hãy tìm các biểu thức cho toạ độ chuẩn tắc như hàm của thời gian. 
(Wbconsin ) 


Hình 2.24 


Lời giải: 
(a) Sử dụng toạ độ như ỏ hình 2.24. Aƒ và rn tương ứng có toạ độ 
(z,0), (r 1 bsinØ,—bcosØ), 
Hàm Lagrange của hệ khi đó là 


1 ặ s .& R 
LST~V= 2M? + sm(? + b)Ế? + 3bzổ cóc 0) + mạbcos 8. 


(b) Đi với các dao động nhỏ, Ø và ở là những đại lượng nhỏ vả ta có hàm 
Lagrange gần đúng 


F _ . lệ 
L— 2M? + sm(1° + b28? + 2bz8) + mẹgb Ệ _ 20) . 
Các phương trình Lagrange 
z(7)-# =0 
dt \ ôá, Ủạ - 


khi đỏ cho (m + Äf)# + rabổ = C, một hằng số, ‡ + bổ + g0 = 0. 
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Trong biểu thức ở trên, phương trình thứ nhất có thể viết như sau 
(m + M)ủ =C () 


bằng việc đặt 
mnb8 
m + M ˆ 
Do (7n + M)# + mmbä = 0, phương trình thứ hai có thể viết như sau 


—Z+ 


—— +ø0=0. (2) 


Hai phương trình chuyển động mới bây giờ không phụ thuộc vào nhau. Do 
đó rị và Ø là các toạ độ chuẩn tắc của hệ, Khôi tâm của hệ nằm tại khoảng cách 
TT từ A⁄ dọc theo đây. Do đó +; là toạ độ z của khói tâm. Phương trình (1) 
chứng mình rằng chuyển động ngang của khôi tâm là đều. Toạ dộ chuẩn tắc 
kia Ø, là góc đây tạo với phương thẳng đứng. 


(c) Phương trình (1) có nghiệm 


Ct 
D 
EEEGE Y0 


T) = 
và phương trình (2) có nghiệm 
8 = Acos(uf + B), 
ỏ đầy 
(m + Ä1)g 
Mb 


` ,Ä H Z Mi ˆ k k ^ ` ^ , h £ 
là tần số góc của đao động nhỏ của dây và A, 8, Œ, D là các hằng só, 


2029 
Một con lắc đơn giản đuợc gắn vào một cái giá, giá được truyền động theo 
chiều ngang cùng với thời gian như hình 2.25. 
(a) Hãy thiết lập hàm Lagrange đối với hệ theo các toạ độ suy rộng đ vả , 


ở đây Ø là địch chuyển góc từ cân bằng và y(¿) là vị trí nằm ngang của giá treo 
con lắc. 


(b) Hãy tìm phương trình chuyển động dối với 6. 
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(c) Với dịch chuyển góc nhỏ và chuyển động hình sin của giá đõ. 
U = 9ocos(ut) . 


Hãy tìm nghiệm ở trạng thái đừng cho phương trình chuyển động. 
(Wisconsim ) 


Hình 2.25 


Lời giải: 
(a) Khối m có toạ độ 
(; + !sin 6, —I cos 8) 
Và vận tốc 
(ứ; + lổ cos 0, lô sìn 6). 
Do đó hàm Lagrange là 
T 


L=T~-V= s8 + 287 + 2lú;ô cos 0) + mại coa 6 . 


(b) Phương trình Lagrange 
4 (ØE\ _ Ø1 _ 0 
dt \ đó ö0 - 


Lổ + ÿ; cos 0 + gsin 0 — 0. 


cho 


(€) Với 1; = 0o cos(a#) và 0 nhỏ, phương trình trên giản ước thành 


+ uậô = Tư cos(¿¿‡) 
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VỚI „ọ = 1% Một nghiệm riêng nhận được bằng việc đặt 0 = A cos(+F). Sự 
thay thê cho ta 
vacg2 
" ._ 
Huá — œ2) 


Nghiệm tổng quát khi đó là 


2 & 
=. ` + Acos(uof) + Bsìin(unf) . 
luậ — ) 


Cộng hưởng sẽ xảy ra nều øg  œ. Chừng nào u¿ # uọ, chuyển động của hệ là 
chuyển động dừng. 


2030 

Một hình trụ rắn đồng chất bán kính r và khói zn lăn không trượt trên mặt 
trong của một hình trụ lớn hơn bán kính # đứng yên như ỏ hình 2.26. 

(a) Nếu trụ nhỏ bắt đầu chuyển động từ trạng thái nghỉ từ một góc ụ so 
với phương thẳng đứng, tính lực tổng cộng hưởng xuống nó tác dụng lên trụ 
ngoài khi nó đi qua điểm thắp nhật? 

(b) Hãy xác định phương trình chuyển động của trụ bên trong, có sử dụng 
các phương pháp Lagranse, 

(c) Hãy tìm chu kì của các dao động nhỏ xung quanh vị trí cân bằng bền. 

(Wusconsin) 


Hình 2.26 
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Lời giải: 
Lẫy toạ độ như ở hình 2.26. Tâm khối của trụ lăn có toa độ 
((R— r)sinð, -(R - r) cos Ø) 
¬— Ậ 
và vận tộc : : 
((R— r)9cosØ, (T — r)Øsin 0). 


Hình trụ có momen quán tính ‡znr2 và điều kiện của lăn không trượt có nghĩa 
là 


(R—r)9 =rụ. 
(a) Ban đầu ô = 0 tại 0 = Øạ. Giả thiết rằng trụ có vận tốc ø khi lăn qua 
điểm thấp nhất Ø = 0. Bảo toàn năng lượng toàn phần 7 + V cho ta 
2m? + 2mr22? — rng(TÌ — r) = —rna(Rì ~ r) cosØo , 
Hay, với rộ = (R~ r)ổ, u = (R- r)ð, 
Sa: 


Truˆ = sa-rn)g — cos ổạ)mg . 


Lực đo trụ nhỏ tác dụng lên trụ ngoài khi nó đi qua điểm thấp nhất là hướng 
theo phương thắng đứng và có giá trị 


ru? 


(R~r) 


ng + mì — r)? = mẹ + 
4 
= ma + sũ — cos fg)rng 


1 
= gi ng — 4cos ổp) . 


(b) Hàm Lagrange của trụ là 


1 gu, 
XaT-V= sm(R r)?02 + 2m22 + mạ(R - r) cos 8 


= nm(R — r)28 -+ mg(1†? — r}cos 8. 


Là a5) Tag =0 
dt \Vôg 80 - 


Phương trình Lagrange 
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SUY ra 


». P) g : . 
ð+  (gẾy)sn6=0. 


+ 


(e) Với dao động nhỏ xung quanh vị trí cân bằng Ø = 0, phương trình 
chuyển động giản ước thành 


¬" `.“ 
-= | —— ]|9=0. 
+ 3 ( P- -) 0 
Nó có đạng phương trình cho chuyển động điều hòa đơn giản. Do đó cân bằng 
là bên và có chu kì 


T<= =7 
u g 


2m 6(R — r) 


2031 


Một hạt khỗi lượng rn bị buộc chuyển động trên một vòng tròn bán kính 0. 
Vòng quay với vận tốc góc không đổi ă quanh một trục trùng với đường kính 
của vòng. 

(a) Hãy thiết lập hàm Lagrange và rút ra các phương trình chuyển động 
của hạt. 

(b) Hãy tìm vận tốc góc tới hạn @ mà dưới nó đáy của vòng là vị trí cân 
bằng bên với đôi với hạt. 

(c) Tìm vị trí cân bằng bên đôi với œ > 9. 

(Wbconsin ) 
Lời giải: 

(a) Sử dụng hệ tọa độ quay gắn với vòng như ở hình 2.27. Khối rn có 
toa độ (bsin 6, b cos Ø) và vận tốc (b9 cos 0, —bØsin Ø) quy chiều về tọa độ quay. 
Ngoài thê zmøb cos Ø do trọng trực gây ra, thế do lực ly tâm tưởng tượng gây ra 
ruxzư? phải được đưa vào. Vì 

mzu? = s 
Ôz ` 
ta có thể lây 


U-= —amw1+ = `... sin? 6. 
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Hình 2.27 


Do đó 


L=T-U-V= 2 mH2(° + ¿2 sin? 8) — mngb cos 9. 


4 (BÉY _ P0 
dt \ 8ô 80 ˆ 


bổ — bu? sìn 0 cos Ð — g sìn 8 = 0. 


Phương trình Lagrange 


khi đó cho ta 
(b) Tại đây của vòng đây, 9 = ø. Đặt ô = r + œ, ở đó œ là đại lượng nhỏ, 
Do 


sỉn ổ = sin(m + œ) = —sinơœ % —œ, 


cos Ú = cos( + œ) = — cosœ  —], 
phương trình chuyển động trở thành 
ñ+ () =«)a=0. 
b 
Để œ dao động quanh vị trí cân bằng, nghĩa là để cân bằng là bên, ta yêu cầu 


p2 >0, nghĩa là 2< VỆ: 


Do đó để có cân bằng bên, u› phải nhỏ hơn tần số góc tới hạn Q = Wt 
(c) Tại cân bằng, ổ = 0 và phương trình chuyển động trỏ thành 
bự sin Ô cos Ö + gsinØ = 0. 


33BTA1B CƠ HỌC 
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Khi xét trường hợp 6 = 0 trong (b), ta có thể lây sin Ø # 0 và như vậy phương 


trình trên cho ta § 


cos ạ = _ 
đỗi với vị trí cân bằng khác. 
Để thử độ ổn định của cân bằng này, đặt  — 6 — óạ, ở đây đ là một đại 
lượng nhỏ. Do 
sin Ø = sin(Øp + đ)  sin 0o + đcosỐg , 
cos 8 = cos(Øp + Ø)  cosØan — Ø8 sin Ôn , 
Phương trình chuyển động trở thành 
bÄ — bu? sản Øg cos Ög — bá2(cos? Bạ — sin? 8g) — g sìn đọ — g8 cos 8g = 0, 
nghĩa là 
 — w^(2 cos? 0a — 1)8 — 28 cosổg =0, 


hay, sử dụng giá trị của cos Øp, 


5 2 
ñ+Ít- gta)2=0. 


Do đó cân bằng là bến bởi vì khi ø > Q, 1 — ấy > 0. 


2032 

Xét chuyển động dọc của một hệ gồm các khối chất và lò xo như ở hình 
2.28, với M > mm. 

(a) Tần số kiểu dao động chuẩn tắc của hệ là bao nhiêu? 

(Œ) Nếu khối chất bên trái nhận được một xung ?ạ tại ? = 0, hãy tìm 
chuyển động của khối chất bên trái như hàm của thời gian. 

(c) Hoặc là nêu khối chất ở giữa đường truyền động một cách hài hòa tại 
tần số „ạọ = 2\/ 2, thì nó sẽ chuyển động cùng hay lệch pha với chuyển động 
dẫn động? Giải thích. 

(Wisconsin ) 
Lời giải: 

(a) Đặt z¡,za,za¿ là địch chuyển của ba khỏi chất, tính từ trái, khỏi vị trí 

cân bảng của chúng. Hàm Lagrange của hệ là 


Ìy¿ 1 ¿2 T1. 2 Ì 1 
L= l8 V= sM¿ + má) + sM1) — 2*› —z„)}*— 2kữa — za)?. 
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M m „ 
111341311 ——@——4491441112— 
Ll k 
Hình 2.28 


Các phương trình Lagrange 
# (5) _ ĐÈ —q 
dt \ đặ, Òu: _ 
khi đó cho 
AT + kí) —+z;}) =0, 
mn*a + k(œạ —- z\) + k{đ¿ — z3) = (, (1) 
MT tL k(ra —+¿) =0. 
Thử nghiệm kiểu 
Jị = ainet9t , 
Sự thay thế cho ta 
(k— 2 °Af)zqo— kz#ao ˆ =0; 
—kzto + (2k — ¿ “r")Zs;o — kZ4aq = 0, (2) 
—kzzo + (k— ¿2ÁM)zão = Ũ. 


Để có nghiệm trong đó không phải tất cả các biên độ đều triệt tiêu, ta cần 


lk- ,2Af —k 0 | 
—Èk 2k — mm — =0), 
0 —k k— „2A| 


nó có các nghiệm 


2 
m.-.. CC Tà 


Từ hệ có ba tần số (góc) kiểu đao động chuẩn tắc 


Jk 
j¡ =0, + Vy “3 ự „= ñ 
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(b) Với ¿ = uị, phương trình (2) cho ta 
#1o —= #20 —= To; hay TT =2 =3. 
Các phương trình (1) khi đó cho ta 
7ì = Ta = za >=n‡+b, 
ở đây a, b là các hằng số, cho thấy rằng trong kiểu chuyển động này, ba khôi 
chất tham gia chuyển động tịnh tiễn như một vật rắn mà không đao động. 
VỚI œ — ¿, phương trình (2) cho ta 
a2 =0, +3 — Tử! y 
và phương trình (1) cho ta 
#1 +74 =0, a + 273 =0. 
Các nghiệm khi đó là 
#ị = Asin(sf) + Ð cos(2‡) , 
Tạ — 0 % 
2a = —1T\. 
Trong kiểu chuyển động này khối chất ở giữa vẫn đứng yên trong khi hai khỗi - 
chất ở hai đầu dao động điều hòa đúng lệch pha với nhau. 
VỚi œ = uJa, ta có, một cách tương tự 
#¡ = Csin(uat) + Dcos(u2f), 
2Mĩzrn 


+n 


T23 =—= $ 
+3 — 71. 
Ở đây hai khối chất ngoài dao động với cùng biên độ và pha, trong khi một 
khối chất bên trong đao động lệch pha với một biên độ khác. 
Chuyển động dọc tổng quát của hệ là một tổ hợp tuyến tính nào đó của 
các kiểu chuyển động chuẩn tắc 


#ị = đ£ +b+ Asin(u2f) + B cos(02È) + Ởsin(aÈ) + D cos(uaf) , 
2M 
Zạ = q +b— =.ứ sin(z‡) + D cos(ua#)], 


#a = đ‡ + b— Ásin(u¿() — B cos(us£) + Csin(us£) + D cos(uaf) , 
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Điều kiện ban đầu tại ¿ = 0, 


la 
zi=#z=zs=Ú,  ì=—, ›=i24=0 
?n 
khi đó cho ta 
Th 
m.+ 2M ` 
h 
A= 
2Mu»; ` 
Gœ< Tạm 
2M(m + 2Mua 
b=B=D=0. 


Do đó chuyển động của khối chất bên trái được cho bởi 


‡ # sin(¿JaÈ) mm sin(ua‡) 
mẶ+2ÁT  2Mu¿ 2M (m + 2M)uua 


rịạ=?b 


(c) Giả thiết khối chất ở giữa có chuyển động được cho bởi 

#2 = Z2 sin(o£) . 

Phương trình đầu của (1) bây giờ trỏ thành 
T¡+ 4271 == 0220 sin(@f) . 

Trong trạng thái dừng z; chuyển động với cùng tần số như chuyển động dẫn 
động 

T¡ =7Tlo sin(¿Jp£) ệ 
Sự thay thế vào phương trình trên cho ta 


2 
Gỗ 7m : 
TI—=| =——> n(d20É) = | —— | 720 sin(U2) . 
1 (G7) em oÉ) (xm) 2o sin(¿o#) 


Vì m — 4 < 0, khối chất bên trái sẽ chuyển động lệch pha với chuyển động 
dân động. 


2035 
Hai con lắc cùng chiều dài và cùng khối lượng n được ghép đôi bởi một 
lò xo không khôi lượng với hằng số k như chỉ ra ở hình 2.29, Chiểu đài không 
dãn của lò xo là bằng khoảng cách giữa hai điểm treo. 
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(a) Hãy thiết lập hàm Lagrange chính xác theo các toạ độ và vận tốc suy 
rộng thích hợp. 

(b) Hãy tìm toạ độ và tẳn sô chuẩn tắc của các dao động nhỏ quanh vị trí 
cần bằng. 

(c) Giả thiết rằng ban đầu hai khôi chất ở trạng thải nghỉ. Một lực xung 
tạo nên vận tốc ngang hướng về phía phải sang khối chất ở bên trái. Tìm 
chuyển động của hệ theo các toa độ chuẩn tắc. 


(WIsconsin ) 
Lời giải: 

(a) Giả sử các khối chất bị buộc chuyển động trong mật phẳng thẳng dứng. 
Đặt khoảng cách giữa hai điểm treo là d, chúng cũng là chiều đài không dãn 
của lò xo, và sử dụng toa độ Descartes như ở hình 2.29. Các khỏi chất có toa 
độ 

(Ì sin Øị. —cos 81), (d + tsần 8¿, —Leos 8¿} 
vả các vận tộc tương ứng 


(IỦ coós 0, Hữy sìn 6), tiÔ, CöN JẢN¡T gì 2). 


Chiều đài của lò xo là khoảng cách giữa hai khôi chất 


vụ + lsin 8; — in)? L {Ïcos 0» lcosf:}°. 


Hình 2.29 
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Do đó hàm Lagrange của hệ là 


L=T-V= 2m” (0ÿ + 82) + magl(cos Øt + cos 6a) 


1 2 
— sk (v + 2đGin 6; — sinØị) + 22 — 22 cos(8; — 6) — d) 


(®) Do 
Ï 
bT 


= mgÌ sin Ủy — k (va -++ 2d!(sin Øa — sin đt) + 2/2 — 2!2 cos(Øạ — 0y) — d) 


: di cos Øy + 12 sin(0a ~ Ø1) 
V⁄4? + 2đÏ(sin 8; — sin 8) + 212 — 212 cos(8; — Ø) 


#3 Wñ= 
~ mại — kì | V4 + 341(8; ~ fị) — đ x _— +1; Tổ) _ 


d2 + 2dl(0 — Đ\) 


~1mgl0 — kỉ \ = mm |d + 146; — Ø\)] 


j 3I(02—đt 
1+ 364) 


^2 mgÌ0 — ki == ld + 1(Ø¿ — Ø1) 


 mglØy — kl2(8; — 6), 
bỏ qua các số hạng có 6. 0; bậc hai và bậc cao hơn, chúng là những đại lượng 


nhỏ. Tương tự 


ôL 
Ta mgi8› + kl?(60¿ — 6\). - 


Như vậy các phương trình chuyển động đối với đao động nhỏ là 


ä gối - k(6› — 0) 


L942772051E- Ea 2, 
DA L6 giải: nhới Vên, 
lj m 
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và phương trình trên cho ta 


j+ =0, 


£+(f+m)£=0: 
Tn 


Những điều trên chỉ ra rằng ø và £ là các toạ độ chuẩn tắc với các tần số (góc) 


chuẩn tắc tương ứng 
2k 
1 — di øg = VT + —. 
ỉ Ì mm 


(c) Nghiệm của phương trình chuyển động trong toạ độ chuẩn tắc là 


„ = Acos(øf) + Bsin(it) , 
§ = Ccos(u¿t) + Dsin(u¿t). 
Tại ¿ = 0, ổ; = 6; — 0, cho rị — £ — 0; và ổị = , ôa = 0, cho 3ÿ = £ = ÿ. Như 


vậy 
U Khi 


A = = — te“ ——— 
SỔ) 2lun ` 2lu› ` 


_— 0Sin(u1f) — 0Sin(uaf) 


ph VN 2dlua ` 


cho chuyển động của hệ theo toạ độ chuẩn tắc. 
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Bốn khôi chất như nhau được nỗi bởi bốn lò xo như nhau và bị buộc chuyển 
động theo vòng tròn không ma sát bán kính b như ở hình 2.30. 
(a) Có bao nhiêu kiểu chuẩn tắc của các đao động nhỏ? 
(b) Tần số của các dao động nhỏ là bao nhiêu? 
(Wisconsin ) 
Lời giải: 
- (a) Lẫy các chiều đài của cung sy, s2, sa, và sa của bốn khôi chất từ các vị 
trí cân bằng ban đầu của chúng như các toạ độ suy rộng. Động năng của hệ là 


.  .... 
T= pm(ši + đã + đã + 44). 
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ITình 2.30 


Vì các lò xo là như nhau, tại vị trí cần bằng bốn khối chất được định vị một 

cách đôi xứng trên vòng tròn, có nghĩa là cung giữa hai khối chất lân cận, 

thứ m và (n + 1), ), trương một góc 5 tại tâm. Khi các khối chất lân cận dịch 
~ tình", Lo à ` É- , ~ 1# ^ h1 

chuyến khỏi vị trí cân bắng, lỏ xo nỗi chúng sẽ dẫn ra một đoạn băng 


|1 /## % TT ¬" 1 
3b sìn |; ( . — ¬ + 3)| — 2bsin = 0+. —#n}- 


đôi với các dao động nhỏ mà đổi chứng s„ là nhỏ. 
Như vậy thế năng là 


, bà › 
Ý = 2(%ĩ + s + 8i + 43 — 8162 — 3283 — 8394 — S481). 


“ˆ 


Hệ có bốn bậc tự do và vì vậy có bôn kiểu đao động chuẩn tắc. 
(b) Các ma trận ?' và V là 


m0 00 k -ÿ$ÿ 0 - 
k my 
TE=E 0 TỊt 0 0 V= ~5 k T5 0 
0 0 m0 0 -ÿ k -Ề]|' 
0 0 0 mm -Š ũ -Ề 
do vậy phương trình đặc trưng là 
k_ mư2 -Š 0 -Š 
Ệ k— mư? =. 0 
[Ý —-w“TỊ —- X. ˆ : và 4 _*g |=Ũ. 
_§ 0 _` k — tru? 


Ai Ấ xế /k 2k a5... ˆ š ŸS 
nó có bôn nghiệm 0.0, V ., V kx . VÌ vậy tần sö góc của các dao động nhỏ là 


- / 
ky 2k 
Vm VÀ Vím- 
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Một con lắc đơn dài 1 và khôi lượng in¡ được treo vào một con lắc đơn khác 
đài 3/ và khỏi lượng ›n. Có thể làm cho hệ này thực hiện các dao động nhỏ 
quanh vị trí cân bằng sao cho một điểm trên con lắc dưới không dịch chuyển 
ngang. Xác định điểm đỏ. 

(WiIsconsin ) 
Lời giải: 
Sử dụng toa độ Descartes như hinh 2.31, Các khỗi chất trên và dưới có các 
toa độ 
dất RÌn ÉỊ, —3leos ), 
tải sinh 1 4đEsin 2, —3cosf, — 1l cos 2) 
và vận tốc 
(3101 cús 0y, Siểi sìn Øị}. 
[30 cosØ, + 410 cos. S0 ginfy + (M¿ sin 8ạ}.. 


Hình 2.31 


Hầm Lagrange của hệ khi đó là 
ÉzWƒ=Ÿs gm|18t?0 ~ 161283 + 24I281Ø¿cos(Øị - 8g)] 


Lng(BF cosft + 4Feos 82). 
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Các phương trình Lagrange 
II si) ERT-LUEEN, 
đt VỜi, Ôq; 3 


đổ) + 28; cos(Ø nã 0;) + 283 sin(Øn = Õ») + 


cho ta fJ 
= Lo 


hay, chỉ giữ các số hạng bậc một đối với dao dộng nhỏ 


Sổ, + 2ổ; + "=0, 


và, tương tự, 
g9; 


đổn + 48a +- San 
Thử 0 = 0toc!*t, 0¿ = 6ạoe"*!, Các phương trình trên cho ta 
(ï- 33) Øịo — 242đạo = Ö, 
—8/ŠØqu + (Ä — 4e!) đạo = 0, 
Phương trình đặc trưng 
„= 32-22 


—8u2 ‡ — 4œˆ 


g g 
¬ 8 ` 
là +VŸ 6ï 


Do đó có hai tắn số của kiểu đao động chuẩn tắc. Với 
=\9,  9aạ= 6o hay 0 
LỊ — 1 20 —= —]0 ay Ứa 


g 3 3 
LJ) = vặ: 0ạo = 3010 hay 6;= 2? : 


có các nghiệm 


lÌ 


—Ổ; 


với 


Các dao động tổng quát là tổ hợp tuyến tính hai kiểu đao động chuẩn tắc. 
Một điểm trên con lắc dưới ở khoảng cách £ từ khôi chất trên có toạ độ z 
là 3Ï sin ổị + £sin 0; và do đó thành phân z của vận tốc 


q)= 3iổy cos + €8; cos 8a 3iốy + cô; : 
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Để điểm đỏ không có dịch chuyển ngang, ‡ = 0. Với kiểu dao động «, Ô¿ = 
—ổy, điều này đòi hỏi 

(3 - £) — 0, hy  £=3i. 


Với kiểu dao động ¿›¿, ñz = 3j¡, ‡ = 0 có thể đòi hỏi 


3(trŠ)i =0. 


Vì £ là dương điều đó không có khả năng trừ phi ở = 0, có nghĩa là không 
có chuyển động. Vì thế khi hệ chịu các đao động nhỏ với tần số góc ựt thi 
một điểm trên con lắc dưới ở khoảng cách 3! từ khối chất trên không cỏ dịch 
chuyển ngang. 
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(a) Hãy tìm các phương trình chuyển động Lagrange đổi với dao động tử 
kép đồng phẳng như ở hình 2.32 trong giới hạn dao động nhỏ, giả sử các 
thanh nỗi hay các dây không có khối lượng. Từ đỏ tìm các tần số chuẩn tắc 
của hệ. 


Hinh 2.32 


(b) Bây giờ xét một con lắc đơn khói lượng m, cũng trong giới hạn dao 
động nhỏ. Giả thiết rằng dây đài ! bị làm ngắn lại rất chậm (bằng cách rút nó 
qua một lỗ không ma sắt trên giá treo như ở hình 2.33), để phân thay đổi trên 
! trong một chu kì là nhỏ. Hỏi biên độ dao động của +: thay đổi theo ¡ như thê 
nào? 

(Wisconsirt ) 
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Hình 2.33 


Lời giải: 
(a) Toạ độ của mị, ma là 


(h sinữy, —lị cosfy) , 


(H si y † lạsin), —hị cos ổ| — lạ cos 63) 
và vận tốc của chúng tương ứng lả 


(hi củs 0y, hi gìn Ø1), 


(Hy cos Đi + lạÖạ cos 0ạ, HỘI sin 8y + lạÖ; sin 8ạ) 
Hàm Lagrange của hệ khi đó là 
LT-V= amitiŸ + 82 + 2IIy0xổa cos(0\ - 0ạ)] 
+ mg eosf + tranh cos Đi + lạ cos 9a) 


Ị đ"Ế cỦ.. suế ` 
= sữm + mạ) 6Ì + 2 ma(l83 + 2lls81ổ:) 


Ái 0) 
+ mì +7m¿)gỦ ( 3) + madÌa ( — 3) § 


Bỏ qua các số hạng bậc cao hơn hai ở các đại lượng nhỏ 0¡. 6; trong giới hạn 
đao động nhỏ. Các phương trình Lagrange 


k (5) =9 
dt \Đặ Ì)— Øạ.— 
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khi đó cho 


3 TH2 l„ 0 
VÌ ng dị iÙy 
S6 Ẫ mg) The h h^ 


015 50 ác: 0=: lì 
Đặt 6; = Øiạe*“t, 0; = Ø;ae!?t và nhận được phương trình đặc trưng 
8 _— 2 _—_ mạiau? 
n. *t (mịì+ mz)h 


ị _ 2 
=2 . 


=0, 


hay 
mm) ba? — g(h +12)? + g? =0. 


T1 + Tnà 


; Ả Ầ r 4 3. ⁄ -Pˆ ` ` 
Các tân sô chuẩn tắc ¿›, ¿2 được cho bồi các nghiệm của phương trình này 


t2 2miiila 


 |Úm + ma)(ls + ls) + V(0m, + mạ) (h + b)Ê — 4m + mạ)mìhl; 


(b) Như chỉ ra ở hình 2.33. Lực tác dụng lên rn là sức căng ƒ trên đây và 
trọng lượng rnj. Chúng tạo ra lực hướng tâm 


Ƒ — mg cos 8 = mr82, 
Khi dây bị rút ngắn lại một đoạn đ+, công thực hiện bởi ƒ là 


dW = †-dv — —-ƒdr 
 —7ngởr + ta = mi?) đdr 
= —mgdr + dE; , 


trong đó đ# là phần liên quan đến dao động, đôi với dao động góc nhỏ. Vì độ 
thay đổi r, chiều đài đây, nhỏ trong một chu kì, ta có thể lẫy trung bình 


dE = ( map _ mất) dr. 
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Dao động cũng có thể được coi như dao động điều hòa đơn giản, có nghĩa là 
6 = Øocos(U† + ÿ), 


trong đó w = W Khi đó nêu 7 = ?* là chu kì ta có 
_ 1 / lu 
6)—= — 2t — _02 
Tj, 0°4t = độ, 
TT 1Í ö?dt = TẾ 0°ddt = ¿298, 


mmrÔ2 = mng07 . 


có nghĩa là 


Năng lượng của con lắc là 


b 1 sạc T 
2mr?8” — Tnqr cos Ö  —rngr + 2mr?0” + amgr8? : 
do đó ï 
E= gmr?ÿ? + gmgr0? = mgrÐỀ. 
Từ đó : 
đE° Ệ Bề °) In 
Lạ 

hay 

4E _ _ứr 

E_ ? 


LÂy tích phân ta có 


hay 
8Ảr” = hằng số . 
Đặt các biên độ tại các chiều dài dây z,¿ tương ứng là ô„, 0, tương ứng, khi đó 
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Một hạt nằm trong thê của một đao động tử điều hòa ba chiều đẳng hướng 
có tần sô góc riêng œạọ. Hãy tìm tần số dao động của nó nêu nó được tích điện 
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và được tác dụng đông thời bởi điện trường đều và từ trường đều. Hãy thảo 
luận kết quả trong giới hạn trường yếu và trường mạnh. 
(Wisconsin} 

Lời giải: 

Giả sử rằng từ trường đều và điện trường đều, B và E, là vuông góc với 
nhau và lây hướng của chúng tương ứng theo trục z và z. Khi đó 

Bk=WxA, - Ei=-VẰ, 

ta có thể lẫy thế vectơ và thế vô hướng như 


A= 2(—Bui +BHrịj,  ®=-Ez. 


Vì hạt là đao động tử điều hòa đẳng hướng với tần sô góc riêng œọ và có điện 
tích e, chẳng hạn, nên thê năng của nó là 


1 ; 
V= Tmuộr” + eÖ — eF + À 


ở đây r = (z,,z) là độ chuyển rời của hạt từ gốc tọa độ, trong hệ đơn vị SI. 
Từ đó hàm Lagrange là 


1 
+eEz + s°B(~#ụ +ưz). 


Các phương trình Lagrange 


khi đó cho ta 


3 cB¿ 
ÿ + uậu + tên 0, 


#+uậz =0. 
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Phương trình cuối cùng chỉ ra rằng đao động theo hướng : xảy ra với tần số 
góc riêng „¡ọ. Khi đặt z = z + , hai phương trình đầu trỏ thành 
ọ 


# +3 — S2 SP 0, 
m 
2 eB? 
=0. 
M1 EM 
Thử một nghiệm kiểu 
+” Arest y— g.etet 


và ta nhận được phương trình ma trận 


Phương trình đặc trưng 


2 2 teBu) 2 
œn — ở _— mm = 2 243 eBu *. 
ieBu SÌ | EU sổ ÿ = 
teBu = m 
mn «b k 
khi đó cho ta ồ 
Ụ ©e lu! 
s. —ưậ =0, 
m 


nó có hai nghiệm dương 


tU+ — 


bài 
R 


E 
| 
l 
h2 —. 
| 

SÁT: 

_ 

P sgm.© 
® 
ty 

¬__ 

c) 
+ 
c> 
Ệ 
Sk+ 


Do đó ba tẳn số góc kiểu đao động chuẩn tắc là œọ, ö+ và œ_. Lưu ý rằng hai 
kiểu đao động cuối cùng được gây nên bởi chỉ một mình từ trường, trong khí 
mà điện trường chỉ gây nên dịch chuyển -S5; đọc theo hướng của nó. 
Ỗ 
Dỗi với trường yêu, $# < uạọ, ta có 


cB cB 
+ =œo + =—, u_— =œQ —~ ——. 
2m, 2m, 


3⁄aTLö CƠ HỌC 
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Đôi với trường mạnh, 9 > ¿p, ta có 


tết ớt | lạm rn c?B? 


_ ©Ð, mui 
— TT ecB ' 

1Ị e8  cbB 2m22 

@_ 1 

2 HH) m c28ˆ2 
_ Tru22 
— =ÐB 
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Ba hạt khối lượng bằng nhau zn chuyển động không ma sắt trong một 
chiều. Hai trong các hạt được nỗi mỗi hạt với hạt thứ ba bởi một lò xo không 
trọng lượng với hằng số k. Hãy tìm các kiểu dao động chuẩn tắc và tần số 
tương ứng của chúng. 

(CUSPEA) 


Lời giải: 


Đánh số các khối chất từ bên trái như hình 2.34 và đặt z¡,za,za là địch 
chuyển của các hạt tương ứng khỏi vị trí cân bằng của chúng. Hàm Lagrange 
của hệ là 


O-ARbAARE(AZS/O-RÀAAJ.À1L4Á/Ó 
m m mm” 
Hình 2.34 


| s52 - , . 1 
L=T-V= 2m(#i +#3+Ÿ) — sk|(z2 — øi)?+ (z4 — +2)?|. 


Các phương trình Lagrange 


ha 
ất \ Đài ỡa, 
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cho ta 


mãi + k(®#: — z3) = Öy 
na + k(Œs — #\) + k(#¿ ~ #3) =0, (1) 


ma + k(za — z2) =0. 


Thử một nghiệm kiểu 
l = Ae*t +2 —= Be*t, +R — ce«t 1 


ta có thể viết hệ phương trình trên như một phương trình ma trận 


k — mu? —k 0 A 
—k 2k — mu? —k BỊ=0. (2) 
Ũ —k k — mnu2 C 


Phương trình đặc trưng 


k— mu? —k 9) 
=k — 9km? —k_ |= mu?(k~— mna¿?)(mu2 — 3E) = 0 
0 —k k— mu? 


có ba nghiệm không âm 


k 3k 
L1 =0, J2 — m` “3 — đã , 


Đó là các tần số góc kiểu đao động chuẩn tắc của hệ. Các kiểu dao động chuẩn 
tặc tương ứng là như sau 

()œn =0 

Phương trình (2) cho A = B = € và như vậy TỊ = ¿ = za. Phương trình 
đầu từ (1) khi đó cho 


#ị=0Ũ, hay #ị = đf +b, 


trong đó a,b là các hằng số. Do đó trong kiểu dao động này ba hạt tham gia 
chuyển động tịnh tiễn đều cùng nhau như một vật rắn và không xảy ra dao 
động. 


(Ð &a = Và 
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Phương trình (2) cho 8 = 0, A4 = —Œ. Trong kiểu đao động này, hạt ở giữa 
giữ nguyên tĩnh tại trong khi các hạt bên ngoài dao động đôi xứng so với nó. 
Các dịch chuyển là 


# = Ácos(u2‡ + @} , 
zz=0, 
#s = — Ácos(u2‡ + #Ø) , 


œ là một hằng SỐ. 
(ñ) œ¿ạ = V 
Phương trình (2) cho B = —2A, Ở = A. Trong kiểu này hai hạt ngoài dao 
động cùng biên độ và pha trong khi hạt ở giữa dao động đúng lệch pha với 
biên độ gấp đôi so với hai hạt kia. Dịch chuyển là 


Tì = Ácos(uạf + @}, 
Z4 = —2Acos(uaf + ý), 
#a = Acos(œ3† + ý). 


Ba kiểu dao động chuẩn tắc như chỉ ra ở hình 2.35. 


ũ) -—> — _— 
(1 4&—— ° — 
ta) «~> (C— ” 
Hình 2.35 
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Một tâm hình chữ nhật khôi lượng A, dài ø rộng b được đỗ ở mỗi góc của 
nó bằng một lò xo ø với hằng số k như hình 2.36. Các lò xo được gắn sao 
cho chúng chỉ có thể chuyển động theo hướng thẳng đứng. Dối với các biên 
độ nhỏ, hãy tìm các kiểu đao động chuẩn tắc và tần số của chúng. Hãy mô tả 
từng kiểu dao động. 

(ÚC, Berkeley ) 
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Hình 2.36 Hình 2.37 


Lời giải: 

Sử dụng hệ toạ độ Descartes với gốc là khôi tâm Œ của tắm khi tâm ở trong 
cân bằng, trục z hướng thẳng đứng lên trên, các trục r và y đọc theo các trục 
đôi xứng trong mặt phẳng tâm, và đặt góc quay quanh trục z và ¡; tương ứng 
là „.Ø, như chỉ ra ở hình 2.37. Nêu z là toạ độ thẳng đứng của Œ, thì các toạ 
độ thẳng đứng của bỏn góc là 


ZA =# a2 + 200. 
ðp se - 280 — 280, 
zự =#z ‡ 22 gu. 
nh. 


£. D1 , ˆ , Mi 
Đôi với các dao động góc nhỏ, 
⁄ ^ 1? H h ¬ È ˆ ` ` 
Vị các toạ độ liên quan đến các vị trí cân bằng, nên hàm Lagrange là 


L=T-+V 
bo. lay. lu /d$át ll63 (vi v v3 ¿ „Ê , 
= Má + Mũ ÊF + 2- MPDE” = s*ŒA + tặ + £b + z£) — Mạc 


. n. | sa. Ã 
= =M ¿2 + — Ma?ð¿2 + — Mb?ð? — —k(4z? + a2®2ˆ + 020?) — Moz. 
3í MỆT Ia“¿ taMð s#{ + ÿˆ + ) g 


Các phương trình Lagrange 
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khi đó cho 
Mỹ + Akz + Mẹ =0, 
=Mộ+ke=0 
12 @= 1 
` Mỗ + kỹ = 0 
12 ]» 
Bằng việc đặt z — z' — T⁄#, phương trình đầu tiên có thể viết như sau 


MZ' +Akz' =0. 


Các phương trình cho thây rằng các tần số góc kiểu đao động chuẩn tắc là 


LR lầk 
¿ = 2 M' (J2 — uJạ — 2 M` 


Nếu ta định nghĩa 


M M 
tì =VMz, & = 1 49 2= J1, 


ta có thể viết khi bỏ qua số hạng không đổi trong thê năng 
TÌ Xe: . 1.20) Sa 
= g(Ê + đổ + đi) 
1 : 
= g(6Ì€Ÿ + œ2€5 + ¿i4) - 


Cả hai biểu thức đều ở dạng toàn phương, cho thấy rằng £,£›,€a là các toa 
độ kiểu đao động chuẩn tắc. 

Kí hiệu các biên độ của z',, Ø tương ứng bằng za, ¿ọ, 6o , ta nhận được từ 
các phương trình chuyển động 


Có thể thây rằng nêu œ = ứạ khi đó zo # 0, @o = ổo = 0. Nếu ø — „2 hay “4, 
khi đó zo = 0, và một hay cả hai giá trị của œo, 6o là khác 0. 
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Một hạt chuyển động không ma sát bên trong vách của một bình đôi xứng 
được cho bởi 


z= su? +), 
ở dây b là một hằng số và z là ỏ phương thẳng đứng, như ở hình 2.38. 


(a) Hạt chuyển động theo quỹ đạo tròn tại độ cao z = zọ. Hãy tìm năng 
lượng và momen xung lượng của nó theo số hạng zọ, 5, ợ (gia tỐc trọng 
trưởng), và khôi lượng m của hạt. 


(b) Hạt trong quỹ đạo tròn ngang bị hơi ân xuỗng dưới. Hãy tìm tần số dao 
động quanh quỹ đạo không bị nhiêu loạn đôi với biên độ đao động rất nhỏ. 
(UC, Berkelay ) 


9 


mm. 
xÃ 


Hinh 2.38 
Lời giải: 


(4) Sử dụng hệ toạ độ như hình 2.38. Vì z = rcosØ,  = rsinØ, bình có 
thể được biểu diễn bởi 
HT lv ø 
z = -h{r! *)= -brÈ, 
5 (zˆ +) nừr 
Hàm Lagrange của hạt là 


1 : ` 
T=T-V= am(7? + r282 + š?) — mẹgz 


1 : ĐÀ 1 2 
= gIn(£Ÿ + r28? + b2r?r2) — ạ ngbrˆ 3 
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Phương trình Lagrange cho z khi đó cho ta 
(1+ b2r?)# — b2r?? — r2 + gbr = 0. (1) 


Vì hạt chuyển động bắt buộc theo đường tròn ở độ cao zo và bán kính ro, 
chẳng hạn, ta có 


T =T0; T—=F=Ô, Z0 = cÙÈr§ ; 
ð? = gb—= Q2, chẳng hạn. 
Năng lượng toàn phần của hạt khi đó là 
T+Y-= am(rậo? + gbrẠ) = mngbrậ = 2mgza , 


' và momen xung lượng quanh tâm đường tròn là 
5 2 g 
J = mr - TÔ = trật) = 2mzo - 


(b) Đôi với chuyển động bị nhiễu loạn, đặt r = rạ+ ø ở đây ø < rạ, phương 
trình Lagrange với ø chỉ ra răng momen xung lượng mr?ð được bảo toàn. Do 
đó : 
r102 rao rậgb 


Zz.. nể. ở 


rộ? = 


và phương trình (1) trở thành 
(1+ b?rậ)ø + 4gbp = 0 


bằng việc bỏ qua các số hạng bậc cao hơn bậc một trong các đại lượng nhỏ 
ø. ô, ð. Tần số góc của các dao động biên độ nhỏ quanh ra vì vậy là 


— | 4gb „| qb 
k EU 1+2bzạ ` 
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Một khối nhỏ có khối lượng zr được gắn với một cái nêm khối lượng M 
bằng một lò xo có hằng số đàn hồi k. Mặt nghiêng không ma sát của nêm tạo 
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góc nghiêng với phương ngang là œ. Nêm có thể tự do trượt trên bẻ mặt ngang 
không ma sát, như ở hình 2.39, 

(a) Cho chiều dài chùng của lò xo là đ, hãy tìm giá trị sụ khi cả khôi và 
nêm đều ở trạng thái nghỉ. 

®) Hay tìm hàm Lagranse cho hệ như là hàm của toạ độ + của nêm và 
chiều đài của lò xo s. Hãy việt phương trình chuyển động. 

(c) Tìm tân số dao động riêng? 

(ÚC, Berkeley ) 


Hình 2.39 


Lời giải: 
(a) Khi khối nhỏ ở trong cân bằng, tổng các lực song song với mặt nghiêng 
la O0 
m„„šÌn(t — k(sg đị 0, 
Suy ra 
Tng sìn œ 


k 


+. 


*u^“ 


(b) Đặt chiều cao của nêm là h. Sử dụng hệ toạ độ như hình 2.39 và đặt 
toạ độ ngang của bên trải nêm là z. Khi đó khỏi zr: sẽ có toạ độ 


(xz+xcosœ,h - ssinœ]}. 
Hàm Lagrange của hệ khi đó là 
bLSeT'—W 


] : 
g M¿” | 2m((# + äcos ø)? + (§sineJ! Ỷ 


_ sk(s — đ)}? mng(h — ssina) 


1 ' "s64 l ; : 
sim+ M)?? + amả” + m T3 casS tr — 2s ~ đ)? — mạ(h - ssina). 
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Các phương trình Lagrange khí đó cho các phương trình chuyển động 


(m + MỊ)# + nã cos œ = Ö, 

n# cos œ + mmš + ks — (kd + rnạ sìnœ) = 0. 
(c) Khi đặt 
kd + ng sin œ 
mm 
ta có thể viết các phương trình trên như sau 


=#+ 


(m + M)# + mã! cosơ = 0, 
mã (08 œ + m§' + ke” =0. 
Xét nghiệm dạng 
T— Aet # K= Be*t 


các phương trình trên cho phương trình đặc trưng 


—(m + M1)/2 —rmmuủ?cosœ 
2 z |=0, 
—muˆ Œ08 œ k — Tu) 
suy ra 
È M 
uU)) —= Đ, J2 — bú Bo ) 


m(M + msin? œ) ˆ 


Vì chuyển động liên quan đến ¿¡ không phải là đao động mà như toàn bộ tịnh 
tiên đọc trục z, nên chỉ có một tần số đao động riêng ø›¿. 
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Một phao đồng chất có chiều đài L, điện tích tiết điện A và khối lượng A⁄ 
nổi thẳng đứng trên, trong nước (ø = 1,0) và được gắn bằng một lò xo có hệ 
sô đàn hỏi K với một thanh đồng chất có trục quay cô định tại tâm như trên 
hình 2.40(a). Thanh có cùng khôi lượng nhưng chiều dài gấp đôi so với phao. 
Phao chỉ có thể chuyển động theo phương thẳng đứng và chiểu dài tự nhiên 
của lò xo chọn sao cho tại vị trí cân bằng thanh nằm ngang. 

(a) Tìm các kiểu dao động chuẩn tắc (tần số và tỉ số các dịch chuyển) đôi 
với các dịch chuyển nhỏ của thanh. 


(b) Nhận xét về ý nghĩa vật lý của các kiểu đao động chuẩn tắc trong giới 
hạn lò xo rất cứng. 


(UC, Berkeley } 
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Hinh 2.40 


Lời giải: 

Sử dụng hệ tọa độ như trên hình vẽ 2.40(b) với z là độ dịch chuyển của 
đầu bên trên của phao thẳng đứng khỏi vị trí cân bằng (chiểu hướng xuông 
dưới là chiều đương), và Ø là góc quay của thanh. Tại vị trí cân bằng (hinh 
2.40(a)), lò xo có chiều đải tự nhiên zo và không tác dụng lực nảo lên phao. 
Với ø — 1 ta có 

Afq = [L - (h — œu)|4g. 
Khi thanh quay một góc ø (hình 2.40(b)) lò xo dài ra một đoạn z — 7.8 và lực 
đẩy lên trên của nước là 


8V; 
—{L - (h — zạ — +)]Ag = - Sẽ ï 
Suy ra 


+ 
TP — Aø Í {IL = (h == #o)) + #) đựt 
ụ 
` 1 2 
=[L — (h - zu),Äqz + 50+ 
3 sec 
= Mọr t gAgz : 


Do đó thế năng toàn phần là 


lÌ 


| ni : 
V= -Ajgr \ Älgz+ aAg1” + PUÁ — L8)? 


aAør? + zK(x — L8). 
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Thanh có momen quán tính 3 ML?, do đó động năng toàn phẳn của hệ là 
T= M4? + ML?ÿ? 
2 6 l 
Như vậy hàm Lagrange là 


` — L8)?. 


“.... ..ẽ.ẽ ...nh.ẽ. 
bé? V= Mi +aML9 Agz 2 


Các phương trình Lagrange 


d (ĐEN ôL _ụ 
đt \ đài Ôq; 


Mỹ + Agr + K(x - L8) = 0, 
MLồ — 3K(z — L6) =0. 


cho 


Thử một nghiệm kiểu z = De“t, 9 = Be*“t và việt các các phương trình trên 
có thể như 

(K + Ag— Mu?)DT— KLB =0, 

-8KD+(3KL-— MLu?)B =0. 
Khi đó phương trình đặc trưng là 


K+Ap— Mu? -KL 


-3£ 5K - Mibijl|= 9à 


hay 
M°S= M(4K + Ag)ằ¿2 + 3K Ág =0. 


Hai nghiệm dương 


4K + Ag+ V(4K + Ag)2 —~ 12K Ag 
TẠP 2M 
là hai tần số góc của hai kiểu đao động chuẩn tắc của hệ đối với các dao động 
nhỏ của thanh, 
Các tỉ số của các độ dịch chuyển là 


z— D_ 38K—Mu? 2K- Ag+ VAK+ Ag)Ề— 12KAg 
I8 BL 3K 6K 
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Z. H Đ ˆ ` ` Ẩ ^ } 
với dầu bên trên là cho u;, và dâu bên đưởi cho „J_. 


(b) Trong giới hạn lò xo rất cứng, K — co. Do Af#, Agz, AMLồ tất cả 
đều hữu hạn, nên ta cẦn có z ~ L2 — 0, nghĩa là z — L6. Khủ các số hạng 
Ktr —~ L6) trong phương trình chuyển động và sử dụng LØ ~ š, ta tìm được 


AM + 3Agr =0 


và đo đó tần số góc của đao động 
TL 34g 
— V4“ 


+ 

~Ì], 
L_Ð 
và chúng ở trong cùng pha. Chú ý rằng kêt quả này không thể nhận được từ 
các kết quả trước đó bằng cách cho K — œ bởi vì các quan hệ ràng buộc là 
khác nhau. Về mặt vật lý, ràng buộc r =~ J2 có nghĩa là chiều dài của lò xo 
không đổi khi hệ dao động, điều đó được chờ đợi khi lò xo rất cứng. 


r2 LẤ cự š H ` 
1ï số các dịch chuyển là 
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Hai khối lượng không bằng nhau Xí và rn (Mƒ > m) treo lên góc treo bằng 
hai sợi đây có cùng chiều dài !. Các khối lượng được gắn với nhau bằng một 
lò xo có hằng số đàn hỏi là K và có chiều đài tự nhiên bằng khoảng cách giữa 
hai điểm treo như trên hỉnh vẽ 2.41. Tìm các tần số của các kiểu đao động 
chuẩn tắc đỗi với các đao động nhỏ dọc theo đường nỗi giữa hai khôi lượng. 
Tìm quan hệ giữa chuyển động của A⁄ và chuyển động của mm trong mỗi kiểu 
đao động. Tìm nghiệm tổng quát nhất. 

Bây giờ xét riêng trường hợp tại thời điểm ban đầu ? = 0, rn ở trạng thái 
nghỉ tại vị trí cần bằng của nó, và À/ được thả từ trạng thái nghỉ của nó với 
một ly độ ban đầu dương. Nêu năng lượng toàn phân của hệ là Eo và lò xo rất 
yếu, tỉm năng lượng cực đại m cần có trong quá trình chuyển động sau đó với 
giả thiết 2 = 2. (Bạn sử dụng giả thiết lò xo yêu ở đâu?) 


(UC, Berkelay ) 

Lời giải: 
Sử dụng hệ tọa độ cho trên hình 2.41, với góc Ó tại vị trí cân bằng của rn 
và các trục z và tương ứng đọc theo hướng năm ngang và thẳng đứng và đặt 
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Hinh 2.41 


khoảng cách giữa hai điểm treo là L. Các khỏi lượng + và AM lần lượt có tọa 
độ 
(Lain8,!(1 — casØi)). — (z+fsin8s./(1 — cosớs)) 


và tương ứng vận tốc 
(Út cos 0t, lổi sin Öy), (lô; cos 8ạ, lỗ sin). 
Hàm Lagrange của hệ là 


be, =V 


Ì „4⁄2 1 h Ì Vua... ï 
= ii 8Ï + aM1'9 `... 8; — sin 0y)? 


— magi[1 — cos) — ÄATgl{L —- cos0;} 


] l.a2 1 Jm- 1 F) .i 1 P Ũ lệ 
gi 0` 3 .. : a (8; — søI(m?i + A19) 


ù 


đôi với các đao động nhỏ theo phương nằm ngang. 
Các phương trình Lagrange 


d c3 _ 8E, =8 
dt \ Độ; Ôq - 


miỔI ~ (ng + KỦ]JØ — Ki8¿ =0, 
AfI0; + (Afg + Kl)0;T— Kl8ị =0. 


Khi đỏ cho 


Thử một nghiệm kiểu Ø¡ - ¿4e'“!, Ø9; ~ 7?e!*! và viết phương trình trên như 


mụ + KI— nưú? —N 4 0 
-Kl Mụ+Ri- MlLU?}\BJ — ` 
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Khi đó phương trình đặc trưng là 


mg + KỊ — mnÌú3? —Ki 


—KI Mg+ KI= Mual 79 


3 


z £ “ 7 z `« ^ H 
suy ra các tần số góc của các kiển dao động chuẩn tắc 


vVï rnMg + Ki(m + MI) 
(2) —= T (2 — - 


nMiì 
Do 
A_ Maqa+ KI- Mku? 
B Ki Ỳ 
ta có 
A ni 
Tn: đối với U =ư1, 
A M đội với 
ø. hy 1 VỚI ¿J=02. 


Từ đó, VỚI „) — (1; 
Ổy = Acos(ut + 21), Øa — Acos(y† + ÿn) , 


VỚI uJ — v2, 


m 


MÃ COS(03# + 22) ¿ 


6, = A cos(uz‡ + 2); Ủy = 
và nghiệm tổng quát nhất là 
Ổịy = Acos(uif + Ø2) + A' cos(uaf + 233), 


8; = Ácos(u‡ + #@\) — „A cos(usf + 22). 
Tại thời điểm ban đầu ¿ = 0, ổ; = ð; = 0, cho ởì = ở; = 0, và 0y = Ú, 
Õ; = 9g, cho 


Lai , 
AE TM A =-4A. 


Nếu năng lượng toàn phần ban dâu là Eo, thì do 
lÌ 


Eạ = skUö + sMgHÿ : 
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do 6p dương, ta có 


2Èbo 


Øo = \Í|—— - 
° (KI+ Mg)i 


Nếu thêm vào đó, M = 2m, nghiệm tổng quát rút gọn thành 
2 
0= 3Ø0|cos(+»+f) — cos(uaf)}, 


1 
Ô„ — oleos(enf) + 2 cos(soat)| , 


= j2mng + 3K! + SH 
SN — Đml — Đo KD + Ki 


Năng lượng của mm là 


với 


1 , 1 
tị sm8 + snglớï : 


Nếu lò xo rất yêu, ta có lây K1 & rnø do đó 


P 3K P 3KI 
2s —=x4/x|[Ì+--—-Ì|Ì^3tj= —|}= 
k D ( + ng) Ì (› 4mag SEO (00g 


trong đồ 


Khi đó ta có 


2 : : : 
Eạ= ạnø!Bộ 1 + (1+ ð)?sin2(¿¿t) + cos2(ua£) 


—2(1 + ð) sin(a£) sìn(osf) — 2 cos( 0) cos(G22£)] 
š gE0U 2 g0xftu ðIŸ: 


bỏ qua ð so với đơn vị. Do đó năng lượng cực đại của rm là š Fo. 
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2044 

Hai hình cầu nhỏ có khói lượng A1 được treo giữa giá đỡ cửng như trên 
hình 2.42. Giả thiết cả hai hạt có thể đi chuyển trong mặt phẳng hình vẽ theo 
cả hai hướng lên xuỗng và trải phải. Ba lò xo giỗng nhau và có độ cứng K. 
Các lò xo đang bị biễn dang: trong trạng thái không biên dạng thì chiều dài 
của nỏ là $. Các lo xo coi như không có khối lượng và đàn hổi tuyệt đổi. Giả 
sử đao động nhỏ quanh vị trí cân bằng, tìm các tần số ửng với bồn mode trực 

giao của hệ. 
(ÚC, Berkeley ) 


y mạ 
LZ 
[s) q : x 
HĂ dc 0 bị 2q 3a 


Hình 2.42 Hinh 2.43 
Lời giải: 
Do chuyển động bị ràng buộc trong mặt phẳng hình vẽ trên hình 2.42, 


chuyển động theo phương ngang được giải thích như chuyển động đọc dọc 
theo các lò xo. 


Gọi (z¡.ị ) và (xa, a) la dịch chuyển ngang và dọc của các hình cầu, được 
đánh sô từ trải sang, so với vị trí cân bằng tương ứng của chủng. Dùng hệ tọa 
độ như trên hình 2.43, mị,zn ; tương ứng có tọa độ (a + zị,1ì), (2a + z¿, 2). 
Lây cầu hình cân bằng như hình 2.42 là trang thái có thê bằng không, ta có 


thế của hệ là 
- ——— 2 
li Dư ng s8) ca J Y 
K| (a + rị)ˆ +9 ] sÉ (2) 


1 z TT 
+ lứP +4 —ì)? + (ta — vị)? 


h“ 


t3 
— 
bš 


1„ÿuA# 1 —— 
.(a đa y2 
¿K (§) +; lự« T2]° + Mộ ] 
1,,rux? 
~jø# §§) + ÄAfg( + 12). 
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Xét 


¡II /PenrmagrilIN Tàu 
“| Vệ Hôm)” hà 3| s# (3) 


1 š 1 
=-K l2 +2Ÿ + 3ãm + yÏ + TT — áV kế + zŸ + 2am + | — gK$Ÿ. 


Do số hạng liên quan tới dâu căn bậc hai có thể viết được như 


‡+2 2N 
2 T1 71 + 1ì 
 ) 

1 /z?+2az:+t? 1 /1 1 4z? 
se à2 KẾ (ca leuleosisz Chu ii ;â | 
bắc II+;({ a5 +(27 (2) 22 


1 1 
=d?+ sứi + 2øzt + 1Ÿ) — gửi 


chỉ giữ lại các số hạng cho tới bậc hai ở các đại lượng nhỏ zy, yì, các biểu thức 
trên trở thành : ' 
PS (s +azI+ sử?) 
Cùng phép gần đúng được áp dụng cho các số hạng khác. Do đó 
Ị 2 tỉ 2 
V# sx Trị +0Zi + E7 + (7a — #1)“ + a(z¿ — #ì) 


1 1 
+ 2(0 ~ tì)” + z3 — az› + sửi + Mg(w + 92) 


1 
K(2z1 + 2z) + vị + yỆ — 2#1za — wita) + Mg(w + a) 


3 
Hàm Lagrange khi đó là . 
t=T-—-V 


mm... 
= gM( + ÿï + #5 + 93) 
} K(2z} + 2z) + ?+2—2 Mg(w + 
5 1 + 272 + 11 + 12 — 27122 — 1192) — Mo(/ + 12) 


Các phương trình Lagrange 
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cho 
Mì +2Ez — Kza = 0, 
M3#¿ + 2KzxaT— Kzxị =0, 
Mũi + Kụi — g Kụa + Mẹ =0, 
Mỹ› + Kụa— 2m + Mg=0. 
Có thể thấy rằng các phương trình chia tự nhiên thành hai nhóm, một theo 
7, z¿ và một theo 1¡, ›. Đặt 
mì — Aiet, 
Khi đó hai phương trình đầu tiên chọn phương trình đặc trưng 
lu š 0g TH = (8K ~ M¿?)(K — Mu?) = 0, 


-- Ậ Z + ^ z, 4 
suy ra hai tần số góc kiểu dao động chuẩn tắc 


TU du 
SE DI (J2 — M 


đỗi với các dao động dọc. 
Đôi với nhóm haí phương trình thứ hai, đặt 


2M 2Mg 
}S Z0 lệ cv 
% Ủ›^— Mì + K 4 Ua 12 + K 


Khi đó chúng có thể được viết thành 

TP 1 

Mỹi + Kụi — sKu =0. 

1 

Mỹb + 1a — sE =0. 

Thử một nghiệm kiểu 
tị = B;e“=t 3 

ta thu được phương trình đặc trưng 


_ (3 2\ (1 2Ì _ 
= lšx Mo) (2K Mu?) =0, 


K— Mu? _Š 


-Š  K—Mu? 
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nó cho các tẳn số góc kiểu đao động chuẩn tắc 
¬-. 1a ö 34:: 
mHï] 0= VN 
đôi với các dao động thẳng đứng. 


2045 


Một con lắc đơn chiều dài Ƒ được treo tại mép vành một bánh xe có bán 
kính ö quay trong mặt phẳng thẳng đứng với vận tốc góc không đổi © (hình 
2.44). Chúng ta xét chuyển động trong đó quả nặng của con lắc chuyển động 
trong mặt phẳng chứa bánh xe. 

(a) Thiết lập phương trình vi phân chỉnh xác đối với dịch chuyển góc Ø của 
quả nặng. Ngoài ra việt một dạng đơn giản hóa có hiệu lực khi biên độ dao 
động là rất nhỏ. 

(b) Giả sử rằng cả bán kính ù và biên độ dao động của quả nặng là rât nhỏ. 
Đưa ra nghiệm gần đúng của phương trình chuyển động có hiệu lực trong 
những giả thiết đó. 

(Có thể bỏ qua các hiện tượng chuyển tiếp mà sẽ biến mất nêu cỏ một chút 
tiêu tán.) 
(UC, Berkeley ) 


Hinh 2.44 Hinh 2.45 
Lời giải: 
(a) Sử dụng hệ tọa độ như trên hình 2.45. Khôi lượng rn có tọa độ 
(bsin(Of + ø) + Lsin Ø, bcos(O† + ø) + Lcos 8) 
và vận tóc 


(bQ cos(Q† + ø) + LẺ cos Ø, —bQ sin(Q† + @) — L8 sin 8) , 
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trong đó „ là một hằng số. 
Hàm Lagrange của m khi đó là 


L=T-V 
L : : 
= 2m|p)92 + 1282 + 2bLQ0 cos(8 — Qt — ø)] 


+ mg|b cos(Ö† + @) + Ƒ cos 0]. 


+) =0 
dt \ôô 08 - 


Lỗ + bQˆ? sin(0 — Ot — ø) + gsìn 8 — 0. 


Phương trình Lagrange 


cho 


Đối với các dao động có biên độ nhỏ, sin Ø ~ 6, cos Ø = 1, 
sin(Ø — Ô# — ý)  Ø cos(Ö£ + ý) — sin(Of + w), 
và phương trình chuyển động trỏ thành 
Lỗ + |bQ? cos(O† + ¿) + g]0 — bQˆsin(Ot + ø) = 0. 
(b) Đối với b và Ø nhỏ, chỉ giữ lại các số hạng tới bậc một của ö, 9, ổ, 
Lồ + g8 — bQ2sin(Q* + @) = 0. 


Trong trạng thải ổn định, con lắc sẽ lắc với cùng tần số như với sự quay của 
bánh xe, nên ta có thể giả thiết 


9 = ơcos(Ôf + ø) + 0sin(Ot +), 
trong đó ø, ở là các hằng số. Thay vào phương trình chuyển động ta có 
(—E92 + g)[œ eos(Q† + ý) + đsin(Q£ + ø)] — bQ? sin(Q + ø) =0. 


Do phương trình này phải đúng cho một thời điểm tùy ý bắt kì nên các hệ số 
của cos(Q + ¿) và sin(Q‡ + ý) phải triệt tiêu riêng rễ 


—=aEQ? + ga =0, 
g8 - 8L02 - bQ?” =0. 
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Do (? cho trước, ta phải có œ = Ú trong phương trình thứ nhất. Phương trình 
thứ hai cho 


bÐ° 
“ ự- L9?” 


Do đó nghiệm (trạng thải) dừng 


= bOŠ sin(# + w2) 
" g—L9° 


2046 


Ba chất điểm như nhau mm di chuyển trên một đường tròn bán kính b dưới 
một lực sinh ra bởi thể năng 


V(a,3,+) = Va(e ^®~—e HỆ TY 
trong đỏ ä, Ở, + là các khoảng cách góc giữa ba vật đó, đơn vị là rađian (hình 
2.46). Khi œ — ở = + = Ÿ, hệ ở vị trí cân bằng. Tìm tằn số của các kiểu dao 
động chuẩn tắc đôi với một sự lệch nhỏ khỏi vị trí cân bằng. 
(Chú ý rằng a, ,?.+ không độc lập vì œ + đ + + = 2z.) 
(UC, Berkeley ) 


Hình 2.46 Hình 2.47 


Lời giải: 


Đặt Ø¡.0›, 0a là địch chuyển góc của ba khối lượng khỏi vị trí cân bằng như 
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trên hình 2.47, Ta có 


2 
8= +a—6a, 
3 
27m 
+;+= ằ+i—6 
RJ 
Do : 
+ 
—# ~. — — =Ằ_. 
San : 


ta có thể viết thế năng thành 
V = Vạe" 5 [e (8#) + ¿—(đa—8) 4 ¿—(ñ ~ổa)] 


~ Vạe~ 3 |3— (0a — 0) ~ (8a — 8a) — (8y — 6a) 


1 1 1 
+ (0a 61)2 + „(6a — 8s) + si - 6)? 


2 
= A(3 + 6ƒ + độ + 03 — 0:8; — 00a — 036) 


với 4 = Voexp(— 3%'), giữ lại các số hạng tới bậc hai ở các đại lượng nhỏ 
Ø,Ôa, Ôa. 


Do vận tốc là bổ: , bổ, bổa, động năng là 


1 : : $ 
T= s Bữi +62 + 83) 


với PB = rnÙ2. 
Hàm Lagrange do đó là 
L=T-V 


= B( +63 +02) — A(3 + 8? + 02 + 63 — 8:8 — 620 — 636) . 
Các phương trình Lagrange 
đt \ Øả; Ôại - 
Bồi + A(20 — 62 — Øạ) = 0, 


Bổ + A(20; — Øs —Ø)) =0, 
Bữa + A(20a — 6¡ — 0) =0. 


Khi đó cho 
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Thử một nghiệm dạng 6; = Œ;e““, ta tìm được phương trình đặc trưng 


2A_— Bu? ~Á —4 
-A 2A - Bu? -A  |=0, 
—Á -A 2A— Bu? 
hay, sau một vài biến đổi số học 
0 sử A~ Bu? 
0 2A- Bu} -A_ |>=Bu?(—3A+ Bưu”? =0. 
—~3A + Bu? -A 2A — Bu2 


Lệ ˆ À £ Lệ M _¬ ^ „ “ ` 
Do đó các tần số góc của kiểu dao động chuẩn tắc là 


3V exp ( 


b vÌ =0Ũ, (2 —= UA —= 


Chú ý rằng ¿›¡ không sinh ra đao động, trong trường hợp này các phương trình 
chuyển động cho 0 = Ø; = Ø; và cả hệ quay với một vận tốc góc không đổi. 
Hai kiểu đao động chuẩn tắc kia là SUY biến và chỉ có một tần số kiểu dao 
động chuẩn tắc 


2047 


Ba hạt điểm trong đó hai có khôi lượng m và một hạt có khối lượng M⁄, 
bị ràng buộc sao cho nằm trên một đường tròn nằm ngang bán kính r. Chúng 
. được liên kết với nhau ¡ bằng ba lò xo có cùng hằng số đàn hồi K, và lò xo uốn 
đọc theo cung đường tròn. Tại trạng thái nghỉ, chiều dài của ba lò xo bằng 
nhau (hình 2.48). Giả sử chuyển động kéo dãn các lò xo chỉ một lượng nhỏ so 
với độ đài cân bằng (2zr/3), 


(a) mô tả định tính các kiểu dao động điều hòa đơn giản theo thời gian 
(các kiểu chuẩn tắc); 
(b) tìm tập hợp chính xác các tọa độ chuẩn tắc, mỗi tọa độ tương ứng vỏi 
một kiểu dao động đó. 
(c) tìm tần số của mỗi kiểu đao động. 
(ÚC, Berkeley ) 
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M 
Hình 2.48 
Lời giải: 

(a) Do hệ không chịu tác dụng của momen quay bên ngoài, nên momen 
động lượng của hệ được bảo toàn. Như vậy có nghĩa là có một kiêu đao động 
chuẩn tắc trong đó hệ như một khối quay. Như vậy chỉ có hai bậc tự do cho các 
dao động. Gọi 0) 6a, 0 lần lượt là địch chuyển góc của m, AM. khỏi vị trí cân 
băng của chúng và gọi biên độ của chúng là c\, c¿, c¿, Khi xét đao động của các 
khối lượng so với vị trí cân bằng của chúng, ta có thể coi momen động lượng 


toàn phần của hệ bằng không. Khi đó hai kiểu dao động chuẩn tắc tương ứng 
với 


cạ=Ð, Cị = —ca và Œị =3 =T— 


+ .„Ä xà .ˆ » Ẩ» 1% ` éX £/ 12A :À .. 3 “ 
(b) Gọi chiều đải tự nhiên của môi lò xo là ø và kí hiệu chiêu dài của chúng 
tại vị trí cần băng là b, có nghĩa là 


b==. —=—. 
3 
Hàm Lagrange của hệ là 
L=T-V 

=  ar2(03 +83)+ ` A128) 

2 2 

1 , : 2 
— s“I@+ rô; — rồi — ø)? +(b + rôs — rổ; ~ a)? +(b + rộ — r0 — a)ŸÌ. 


Các phương trình Lagrange là 
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khi đó cho hệ phương trình chuyển động vỉ phân 


mỗi + K(26) — 6y — 8) — 0, 
Mỗ¿ + K(26; — 9a — 0) =0, 
mổ + K{(26a — 8 - 0;) =0. 


Cộng về với về suy ra 
mỗy + ÀfÔ¿ + mmổa = 0, 


và phương trình thứ nhất và phương trình thứ ba cho 
m(ỗ: — ổa) + 3K(6 — 6) =0. 
Các phương trình này có thể viết như sau 


mnỆ = 0, Œ) 
mĩi + 3n = 0 (2) 
nêu ta đặt 
Mũ 
€=0i+—  +8y, 
mì 
 = Ôi — 0y. 


Do đó £ và „ là các tọa độ kiểu đao động chuẩn tắc của hệ. 


Phương trình (1) cho thẫy „; = 0. Do đó tương ứng với kiểu này, trong đó 
hề quay như một khỏi và không có dao động. 


Phương trình (2) cho thấy 
J3K 
@)¿ — —=—y 
Tn. 


Để tìm tọa độ chuẩn tắc thứ ba, ta chọn phép biến đổi tọa độ 


M 
gì CÚI, qgạ = Đạ\(J—; đs = Øa 
Tn. 


để cho động năng là tổng của các bình phương 


mm 
T= smr#”(đŸ + độ + 43) - 
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đI,đ2, d3 giỗng như tọa độ Descartes. Phép giữa ba tọa độ chuẩn tắc và ba tọa 
độ "Descartes" ai, ga, ga phải là tuyến tính. Ta đã có 


M 
€=m +q mm T8 T† =qì — 4. 


Giả thiết tọa độ chuẩn tắc thứ ba là 
€ = ai + Bq› + Cqs. 


Nó phải vuông góc với các trục £, ;. Giải dọc theo các trục q, ta có 


€= (59): „ạ=(1,0.—1), €=(A,B,C). 


Tỉnh trực giao có nghĩa là 


(:£=A+B(S +ơ=0, 
†n 


suy ra 4 = Œ, 8 = -24./?ÿ. Vi một tọa độ chuẩn tắc vẫn giữ nguyên như 
thế sau khi nhân nó với một hằng số khác không, chúng ta có thể đặt A = 1, 


khi đó 
C=g:-2 — +a=0- 28a +9 
— ŒI q2 M ga “ỦI 2 3- 


Các phương trình chuyển động khi đó cho ta 


- /(2m+M)K\N .. 
+ (e0, 


dẫn tới 
¡(3m + M)K 


“Ấn cu 


(©) Q1, 002, L93 là các tần số góc kiểu chuẩn tắc tương ứng với lần lượt ba tọa 
độ chuẩn tắc £, ø, €. 
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Một vòng có khối lượng Aƒ và bán kính được đỡ bởi một chốt quay 
tại một điểm trên vòng đó, vòng có thể quay quanh điểm đó trong mặt phẳng 
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thẳng đứng riêng của nó. Một hạt khôi lượng zn trượt không ma sát trên đường 
tròn (xem hình 2.49). 

(a) Tìm hàm Lagrange của hệ. 

(b) Tìm các phương trình chuyển động. 

() Mô tả các kiểu dao động chuẩn tắc trong các giới hạn 
1n » ÂÏ Và rn << ÁM. 

(d) Tìm tần số của các kiểu chuẩn tắc của các dao động nhỏ đôi với zn và 
Äí tổng quát. 

(UC, Berkeley } 


Hình 2.49 


Lời giải: 
(a) Dùng hệ tọa độ như trên hình 2.49. Khối lượng rn và khối tâm của 
vòng có tọa độ 


(TïsinØ + Tsin 2, Rcos 8 + R.cos 2), (Nsin 9, Rcos 8} 
và tương ứng, vận tốc 
(Rồ cos0 + Rộ cos g. — JBŨ sìn 0 — Hbsin @), ( Rỗ cos 0, — Rồ sìn 9). 


Vòng tròn có momen quán tính 2A? dối với chốt quay. Nên hàm Lagranse 
của hệ là 


L=T-V 
ĐẠI l§ „ Ề 
= MR?2? + 2mR*I0? +? +28¿cos(6 ~ ¿)] 
+ (M + m)g]ì cos 0 + rngTì cos @, 


lẫy chốt quay như mức chuẩn của thế năng. 
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(b) Các phương trình Lagrange 


4 (ðL\_ ð- 
đi (2/0 Ôqg; " 
cho các phương trình chuyển động 


(2M + m) Rồ + m.Rọ cos(0 — ø) 


+rnRj sin(9 — w) 


+ (m+ M)gsìin 8 = 0, 
lạ + Hồ cos(8 — 2} — 


Rổ? sin(9 — ý) + gsìn ¿ = Ö. 


(c),(đ) Đôi với các dao động nhỏ, 9.¿,ô, ¿ là các đại lượng nhỏ nên các 
phương trình trên rút gọn 


(2AI + m)J#Ð + mRỘ + (M + m)g8 = 0, 


Rộ + Hỗ + g=0. 


Thử một nghiệm kiểu ở = 4e"?! ¿ = Be“† và việt những phương trình đó 
như một phương trình ma trận 


(M + m)g — (AM + m)R¿? —mRủ\N (A  — 0 
— Ru2 g— Ru? = 
Phương trình đặc trưng 


(m+ M}g ~ (2M +m)Ru? —mRu? 
— Rư? g— R2 


= (2Ru? — g)|MR¿2 — (m + M)] 


có các nghiệm đương 


. ¬ (m.+ +ÌI)g 
kiáx _Ý MR_- 
chúng là các tần số góc kiểu dao động chuẩn tắc của hệ. Tỉ sô các biên độ là 


A_ g-R«? J1 đỗi với ø = œI, 
B. Re? 


"` n Z+ 
†—m "¬ 
lam đô VỚI @ = 02. 


=0 


Nếu m » M, 
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nghĩa là 0 và w có cùng biên độ và pha; 


nghĩa là 0 và ¿ có cùng biên độ nhưng ngược pha. 
Nếu zn < M, 

CÔNG... 

2R' 5 l 


A__m 


# sêi 
h'`— B M' 


nghĩa là 9 có biên độ nhỏ hơn rất nhiễu so với ¿ và hai dao động là ngược pha. 


2049 


Một hạt khối lượng rn bị ràng buộc chỉ chuyển động theo một parabon 
x2 A * H ` h › uề £ ⁄ ^ ,Ä *ự 
+ = #- trong một mặt phẳng nào đó, ø là hằng số thứ nguyên chiêu dài. Hạt 
chịu tác dụng của một lực hấp dẫn không đổi theo chiều âm của trục z. 


(a) Định nghĩa một tọa độ suy rộng thích hợp cho chuyển động của hạt. 
(b) Tìm hàm Lagrange theo tọa độ và vận tốc suy rộng đó. 


(c) Vị trí nào là vị trí cân bằng của hạt? 


(d) Viết phương trình cho các đao động biên độ nhỏ quanh vị trí cân bằng 


đó. 
(e) Giải các phương trình bạn có trong phân (d). 
Lời giải: 


(a) Chọn z là tọa độ sưy rộng của hạt. 


(CGolumbia ) 


(b) Hạt có tọa độ (z, z) = (z, 5ˆ) và vận tốc (#, ) — (#, 2#). Khi đó 


1 1 
T= 2m(Ì +2?) = 2m¿? Ệ + 


mngz? 


V = = 
Tngz 5 


Ax2 
a2 ) 
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Hàm Lagrange đo đó là 


1 2 2 
UV 2m? (L+ Ty ) — ÁP . 


a2 a 


(c) Tọa độ vị trí cân bằng được cho bởi 


ðV _ 2mgxz _ 
F3wewexve 
hay 
=0. 


Khi đó cũng có z = 0. Như vậy tọa độ vị trí cân bằng là (0, 0). 
(d) Với các dao động nhỏ xung quanh vị trí cân bằng, z, ¿ là các đại lượng 
nhỏ. Bỏ qua các số hạng bậc cao hơn hai của các đại lượng nhỏ này ta có 


L-= am = 
Phương trình Lagrange 
4 (BL\ _ 8L _ 
đ: \ôÐ2 9x - 
khi đó cho 
x+ =0 
22 


(e) Phương trình này có nghiệm tổng quát 


/2 
= 4s [ mix) : 


trong đó 4, là các hằng số tích phân phải xác định qua các điểu kiện ban 
đầu. 
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Một thanh mảnh đều khối lượng rn chiểu dài Ÿ#' được treo bằng một 
sợi dây không khôi lượng và chiều dài ¡. Tìm các tân số chuẩn tắc và các 
kiểu dao động chuẩn tắc cho những đao động nhỏ trên một mặt phẳng. 
(Columbia ) 
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Hinh 2.50 


Lời giải: 
Sử dụng hệ tọa độ như trên hình vẽ 2.50. Khôi tâm của thanh có tọa độ 


(Isin » 3 qisinf, lcoss 3I cús Ø) và vận tốc (l2 cos + ‡I0 eos Ø, J2 gìn g3 ! 
31Ø sìn 0). Thanh có momen quản tỉnh là 


Do đó hàm Lagrange của nó là 
LeT =V 
] % - “ÑWe.. TY. 
= an |z + Tứ + 0y; cos(8 — 2) 


+ mPø! + mụi (c»e k " ø 


¬~-........ tl 1 3. du 
= nml tú +? + s04 + 2mạgi — smụgi w ta 


đôi với các đao động nhỏ, chỉ giữ lại các số hạng tới bậc hai của các đại lượng 
nhỏ đ, +, 0, sò. 


Phương trình Lagrange 


SA 
đt Vòi: Ồqạ - 
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cho 
3+ _ 
lð + lộ + g8 =0. 
Với một nghiệm đạng 
0= Ae“t @= Beet h 


các phương trình trên cho 


Phương trình đặc trưng 


g— 12 —ku? 


có nghĩa là 
122 — 8lqguŸ + 4g2 =0, 
có các nghiệm 
¿8= (4+2V3)7 = (1+ v82, 


¬.... 


do œ phải là đương. Do đó các tần số góc kiểu dao động chuẩn tắc là 


øị =(V8 + D VỸ, Ă = (V5 — 1) (Ÿ. 


› _Á H L+Pˆ ^ T1 
TỈ sö các biên độ là 


hay 


B g— lự2 — _. đối với  — œ , 
„ đỗi với œ = u»a . 


Như vậy trong kiểu đao động chuẩn tắc cho bởi ¿¡, Ø và ¿ là ngược pha, trong 
khi trong kiểu dao động chuẩn tắc cho bởi œ¿, 0 và ¿ là cùng pha. Trong cả 
hai trường hợp, tỉ số các biên độ ụ trên biên độ 6 là 


v3:2. 
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Một con lắc đơn câu tạo gồm một khối lượng m và dây không khôi lượng 
chiều dài L. Con lắc được gắn vào vật Af, vật này nối với một lò xo năm ngang 
có hằng số đàn hỏi k như trên hình 2.51. 

(a) Tìm các phương trình Iagrange, 

(b) Tìm các tần số ứng với dao động biên độ nhỏ. 

(Columbia ) 


Hình 2.51 


Lời giải: 

(a) Sử dụng hệ tọa độ cỏ gốc tại vị trí của m khi hệ ở trạng thái cân bằng, 
các trục z và lần lượt là trục nằm ngang và thẳng đứng như hình 2.51. Khi 
đó Af và rr có tọa độ và vận tốc tương ứng là 


(z,)), (z + IsinØ,l — Ùcos 8) 
(#,0), (# + 18 cos Ø, lỗ sìn 8) 


Hàm Lagrange của hệ là 
L=T-V 


: Ì : 234 , LỆ. 
_ sM‡? + „m(#” + #8? + 2i+0 cos8) — Mụi — rngÌ(1 — cos 8) — 2k?” Ẳ 


d + (0x)- ðL =0 
Gá, Qại 


(M +1n)# — mlổ? sìn 8 + mlÖ cos 8 + kx = 0, 


Các phương trình lagrange 


Khi đó cho 


tổ + #cosØ + gsin 8 =0. 
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(b) Đối với những dao động nhỏ, z, 6, ‡, ở là các đại lượng nhỏ. Bỏ qua các 
số hạng bậc cao hơn hai, phương trình chuyển động trở thành 
(M + m)# + mÌổ + kz =0, 
lB+#+ g0 =0. 
Đặt 
+z= Aexp(t) , 8 = Bexp(0†) . 
Các phương trình trên thành 


k—(M+m)u? —mlu2 li ` 
—ư? g—i„?) \P = 


Phương trình đặc trưng 


k— (M +rn)u?° —rmnlu? 


3 


2| = Miu” ~ [g(M + m) + klj¿” + gk = 0 
—U g— lu 


có hai nghiệm đương 


g(M +mn) + kì + VW]a(M + m) + ki]2 — “= ; 


2M 


G +m) + kì — VÏg(M + mộ + ki?~ “a * 
kHớun NT... NKNNYN 


, ` , H L4 z ` ^ s k1 ^ 
chúng là các tần số góc kiểu đao động chuẩn tắc của hệ. 


2052 

Hai vật khôi lượng 2rn và zn, được treo trên một giá đỡ cô định bằng các 
lò xo đàn hồi như trên hình 2.52. Hệ số đàn hồi (lực/đơn vị độ dài) của mỗi 
lò xo là k. Chỉ xét chuyển động theo phương thẳng đứng của hệ. 

(a) Tính các tần số của các kiểu đao động chuẩn tắc của hệ. 

(b) Vật trên 2n bị dịch từ từ xuống bên dưới một đoạn ¡ so với vị trí cân 
bằng sau đó được thả ra sao cho hệ thực hiện các đao động tự do. Tìm chuyển 
động sau đó của vật mm bên dưới. 

(Columbia} 


XIC 


h k 
") 
lu 
m 
Hinh 2.52 


Lời giải: 
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(a) Gợi chiêu đài tự nhiên của các lò xo trên và đưới tương ứng là !¡,ia, và 
kí hiệu vị trí của vật trên và vật dưởi tương ứng là ¿¡, ý; như trên hình 2.52. 


Hàm Lagrange của hệ khi đó là 
L=T—V 


< muủƒ be 


1. ‹« 1 l1 F 
mÙ2 + 2mgiị ~ rngựa — stữn —Ù)*— s*( —t -b}? 


1 sả ` 1 l : 
+ ạ1(30i L0) + mg(2Uị + w¿) — a4lÚm — l)P + (w›T— tì — tà)?|- 


Các phương trình Lagrange 


Xi Cen 
d gủ, 8q; ' 


cho 


đời + 2K — kụa — 2trtg + kh — kb , 


Tra + kụa — kựụi = mg + kla. 


GỌI 1) = VỊ + Thị, V2 = Uạ + Tịa. 
Các phương trình trên trở thành 


2mjI + 2k) - kụa =U, 
mỹ; + hụa — kụi = 


nêu ta đặt 


†ìị — 


k 


k 


mg + kh 41mg + khị + kla 
=— fu =———————. 
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Chú ÿ rằng ị — zn, ¿ — 7a là các vị trí cân bằng tương ứng của vật 2m và mm 
r, như có thể thây từ các phương trình lực 


mg = km —h), 
mg = k(W› — tì — la). 
Với một nghiệm có dạng 


HH = Aect, 2 — Be*t 


. 


2k — 2m? —k lỗ) : 
—k k — mu? B} 7” 


Phương trình đặc trưng 


ta CÓ 


có hai nghiệm dương 


k 1+] 
 =wÌ— la 
b m 2 


Z ` , À £ , r ma. c ^ vụ L4 k ˆ 
chúng là các tần sô góc ứng với các kiểu đao động chuẩn tắc của hệ. Do 


B_ 2k— 2m2 
— —= ——— — 2 
S D +2, 


các kiểu đao động chuẩn tắc tương ứng là (_1⁄s) và ( 1»). 
(b) Chuyển động tổng quát của hệ được cho bởi 


Ưị = Acos(2† +) + A cos(0— Ê — a) , 
 = —V2Acos(2+‡ + gi) + V2AF œ@os(—† + 0a) 


Điều kiện ban đầu là điểu kiện ở ¿ = 0 


Suy ra 
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Do đó chuyển động của vật 2z được mồ tả bởi phương trình 


1 1 |k 1 Amg 
'0*)=|(ã( 5)/|*h+ht 2 
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Ba lò xo không khối lượng có chiều dài tự nhiên là v2 và hệ số đàn hỏi # 
được gắn với một hạt điểm khỏi lượng rr: và các điểm cô định ( —1, 1), (1,1) vả 
(~1.—1) như hình 2.53. Chất điểm m chỉ được phép chuyển động trong mặt 
phăng (r, u). 


(a) Tim hàm Lagrange của hệ. 
(b) Tìm vị trí cân bằng bên của vật nêu có. 
(c) Tìm hàm Lagranse thích hợp cho các dao động bé. 
(d) Đưa vào hệ trục tọa độ chuẩn tắc và giải phương trình chuyển động 
của hạt trong gần đúng dao động bé. 
(e) Về các kiểu của dao động chuẩn tắc. 
(Columbia ) 


(a) (b) 


Hình 2.53 Hinh 2.54 
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Lời giải: 
(a) Gọi tọa độ của vật n. là (z, y). Hàm Lagrange của nó khi đó là 
tU=T-V 


1 1 
= m#” + 2n” 


~sIV—1)#+(ụ = 1# - vðƑ 


= sKÍ (+2 +(w- D2 - V3 


1 
~sK[VŒ+ 1+ (y+1)2~ v2]. 
(b) Từ điều kiện cân bằng bền 


9V ôV 83V, 283V, 83V 
—=0 ——-=0 ——>+†—=.†+—z> 
Ồz Øy 8z Đrôy  ôÔ0w2 


0, 


ta tìm được một vị trí cân bằng bên (0, 0). 
(c) Đôi với các đao động nhỏ, z,, #, ÿ là các đại lượng nhỏ. Khai triển L 
và chỉ giữ lại các sô hạng có bậc bé nhất ở các đại lượng nhỏ đó ta có 


1 
L= ;m¿? + smj? ` 2K? + 2w + 32) . 


(d) Động năng và thê năng của hệ được biểu diễn tương ứng bằng các ma 


trận 
mm Ũ 3K }K 
T=(D m: V=(lx §r): 


Phương trình ma trận là 


3K — mu? 3K U 
— 2 =2 3 11 — 
vu = (ĐK 2) (ĐÀ cụ, 


2z .^ ^ VÀ ` À h 
Đề các nghiệm không triệt tiêu ta cần có 


3 = 
1 ầ 2 
2K §K — nu 


hay 
(2K — mau?)(K — m2) — 0. 
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„ .A Lệ x À £ , 4 ` Lạ tr-4 ^ „ 
Hai nghiệm dương của nó cho các tân số chuẩn tấc và các kiều đao động chuẩn 


tắc tương ứng 
2K 1 
0 =1 TH! 
JK 
2 = \| —y Ua = ( : ) : 
7 —] 
Chuyển động tổng quát của hạt đổi với các dao động nhỏ khi đó là 


D) S () GREHIHSh HẠD TE Œ) cos(zuz# + #3) , 


trong đó A, Ö,øy, ¿¿ là các hằng số được xác định từ các điểu kiện ban đâu. 
Các tọa độ chuẩn tắc được cho bởi 


q› = 3 Ù;a;q) ' 
1 


= 


z ` Là À ^ ^ An ggn ˆ 
trong đó ø;; là các phần tử của ma trận T. Như vậy đỗi với kiểu đao động œ«\, 
tọa độ chuẩn tắc là 


§ =Ùqm+x + U;mmụ = U\m(z + 1) : 
Hệ sô không đổi Uzn là không quan trọng và ta có thể lẫy 
c=z+U. 


Tương tự cho kiểu ¿0; 
?n = Uim(+ — ) 
và ta có thể lầy 
]=z—. 


` Z ^ r “đ + ^ 
€,r; là các tọa độ chuẩn tắc của hệ. 


(e) Với „; = (2, 


đo đó chất điểm dao động đọc theo đường thẳng „ = z như trên hình 2.54/a). 


VỚI tạ — Vặ, 
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và chất điểm đao động đọc theo đường thẳng  — —z như trên hình 2.54(b). 
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Một con lắc đơn được treo vào một con lắc khác; có nghĩa là đây của con 
lắc bên dưới được treo vào vật nặng của con lắc bên trên. Độ đải đây và khối 
lượng quả nặng chọn tùy ý, tìm hàm Lagrange của hệ. Dùng các góc nghiêng 
mỗi sợi dây tạo với phương thẳng đứng là các toa độ suy rộng. Xét dao động 
nhỏ của hệ. Tìm các kiểu đao động chuẩn tắc và các tần số góc tương ứng. Chỉ 
ra rằng với trường hợp đặc biệt hai con lắc hoàn toàn giống nhau, các tân số 
đó là V / s01 v31, Dưới điểu kiện nào của hệ để hệ chuyển đông như một vật 
duy nhất? 

(CGoluimbia }) 


Hình 2.55 


Gọi mị,t „ là khôi lượng của các vật nặng và ỉ¡, !; là chiều đài của hai sợi 
đây như trên hình 2.55. Hai quả nặng rnị,rn¿ có tọa độ 


(h ãinfy, —1¡ co đy), (H sint + f¿sin ạ, =l¡ cosfy — lạ cós f;) 
và tương ứng vận tốc 
(hủ; eos 81, liổy sin 1), (Hi cosf + lạổ¿ cos Øạ. lịỦy sìn Ủy + lạẾ; s1 Ø2) 
Khi đỏ động năng 7' của hệ được cho bởi 
ĐI = mị + mạ|iŸu$ + + 9!laŒÖa cos(0a - Ø1)] 
= (mị + 1nạ)†B} + mạl30) + 2mal\laØy cos(¿ — Đị) 


® (TT + mạ TỶ TnẾ| + mạI302 + 2maIitaÐ8;. 
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Và thế năng V được cho bởi 


2V = —2mìghị cos Ô: — 2m¿g(hị cosÔ + Ìa cos 0a) 


1 1 
Có —2(m lx rn2)øÙ ( = sói) — mnadgìa ụ = z5) 
= Vạ+ (mm + mạ)øi\6Ÿ + mạgl;02 Ẵ 
Đối với các dao động nhỏ, ta chỉ giữ lại các sô hạng tới bậc hai của các đại 
lượng bé 6n,6;, ô,ô. Hàm Lagrange của hệ là  = T — V. Để ủm được các 
kiểu chuẩn tắc ta thành lập ma trận có dạng 
2 . ñ ˆ lì 
2= hS M;6,8; = ©MO Ũ 
2# =1 
2 
2V =VWe+ 3> 100; =VWy+©KO 5 
j=1 


M= (mì + mạ)l‡ mạka 
mạhh mạl2 = 


K (mạ + mạ)ghà 0 
0 mạo! r 


_ (9  — /Öi 
vn (5): ảo (): 


và ©', Ô' lần lượt là các ma trận chuyển vị của ©, Ô. Xét một nghiệm dưới 


ạng 
bộ) = E8 cos(‡ + £) ; 
2 2 
ta có : 
(K—-w?M)A =0,_ 
nghĩa là 


lê nh —mallau2 )(2)=0- 


—rnahila*? rnạla(q ~ lu?) / \Aa 
Để 4›, 4; không bằng không một cách đồng nhất ta cần có 


(mì + mạ)h (ø _ Hu2?) —makitau? 
—mahilau2 trạb(q = lau?) = 


Cơ học giải tích 565 


hay 
rm\ilaa ` — (lạ + lạ)(mì + mạ)ge2? + (mì + mạ)g? = 0. 
Các nghiệm dương của nó 


_. g 
+ = liếm, {m +m+z)(h + la) 


toi>—> 


300ml. rmae ny}| 


là các tần số góc kiểu chuẩn tắc của hệ. Do 
Ai Hứ g j 
A› h lạu2 


: [ar — 


¬ 2h Tnị + nạ 
các kiểu dao động chuẩn tắc được cho bởi 
h =F 1 ——. .......... 
) - Í Cgị. Tay, vÏma(h +)? + mìị(h — 1) J/(mị + mà) 
6a 1 1 1 
x Á+cos(x£ +e+) , 


trong đó dẫu bên trên và dẫu bên dưới lần lượt tương ứng với œ„, và ¿_.. 
Nghiệm tổng quát là 


g.= h ba 1 mạ(h + lạ)? + mì(Ìị — 1;)2 
: ?nị +7na 


KH các Aho nhiêu 40 0n Ebii vàng SENEu: 22D AP | 
DN ?h | + Ẵos(+£ + £+) 


lị T1 „1 [mạ(h +Ìa)? + mì(h — la)? 
—\Ì|—————_-)Á_` _# sã 
+ 2h + DIR TP ji ng cos( _# +e_), 


Ø› — À+ cos(J+_ +e+) + Á_ cos(u_£ +e_—), 


trong đó A.„, A_, e¿ và e_ là các hằng số được xác định thông qua các điều 
kiện ban đầu. 


Trong trường hợp đặc biệt với các khối lượng và chiều dài con lắc bằng 
nhau, n = nạ = rn, lị = Ì¿ = t, tằn số chuẩn tắc là 


ø¿ = J0 + V8). 
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nh - bẻ ˆ ˆ ˆ + £ Fị , Ũ ` 
Để hệ chuyên động như một vật rấn duy nhảt ta cần có 8i = 8, tức là 


: Imạ(h +12)? + mị(h — 1v}Š 
(N —l¿) ~ /E= "¬ 
2l\ \ Tr11 † Tra 


= | _ 


hay 
(rm 1 rrạ)(h + lạ) = +vfm + mạ)2(h + lạ)? 4m (mì +mz)hly. 


Do về bên trái đương, đâu bên dưởi của về phải được sử dụng. Hơn nữa, bình 
phương hai vé ta có 
blạmj(mị +†nạ) =0. 


Phương trình này cần có hoặc f¡ = 0, hoặc !¿ — (, hoặc mị = 0. Mỗi trường 
hợp nảy sẽ làm cho hệ hai con lắc rút về trở thành một con lắc đơn duy nhất. 
Do đó hệ hai con lắc đơn này không thể chuyển động như một vật rắn duy 
nhất. l 
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(a) Xét hai con lắc đơn mỗi con lắc có khối lượng zn và chiều dài ! được 
nỗi với nhau bằng một lò xo không khối lượng và có hệ số đàn hồi k như trên 
hình 2.56(a). Khoảng cách giữa các chốt quay được chọn sao cho lò xo không 
bị kéo căng khi các con lắc ở vị trí thẳng đứng. Tìm các tần số và các kiểu dao 
động chuẩn tắc đôi với các dao động có biên độ nhỏ của hệ này xung quanh 
vị trí cân bằng. 

(b) Xét một hàng vô hạn gồm các con lắc, mỗi con lắc được nôi với các con 
lắc lân cận của nó bằng các lò xo giỗng trường hợp (a) (hình 2.56(b)). Tìm 
các kiểu đao động chuẩn tắc và các tần số tương ứng cho hệ mới này: 

(Columbhia } 


(a] (b) 


Hình 2.56 Hình 2.57 
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Lời giải: 

(a) Đặt a là chiều đài tự nhiên của mỗi lò xo. Đánh số các con lắc từ trải 
sang và sử dụng hệ tọa độ có gốc tại vị trí cân bằng của quả nặng con lắc thứ 
1 và các trục z, đọc theo các hưởng năm ngang và thăng đứng như trên hình 
2.57. Vậy hai quả nặng có tọa độ 

(Isin Øt, /(1 — cosØ))), (œ + lsin 8+, l{1 — cos Ø3)) 
và tương ứng vận tốc là 
(lôn cos 8), lối sìn Øy), — (lỗ cosØạ, Tổ; sẵn 0a) 
Hàm Lagrange của hệ là 
t=T—V 


1 _ TYần 
= sm()ð + 1293) ~ mgl(2 — cos Ú — cos 0a) 
] : : › 
— 2k(a + lsin Øạ — Ísin ØI — q) 
^ 2mm2(ñ† +03) — amgI(Ÿ +63)~ SkÍ (8s —Ø\}? 


đỗi với các dao động nhỏ. 


Các phương trình Lagrange 
d (ÖL ØL - 0 
dt \ Đổi öq; 


m Đẩy + mal0y — kl2(8T— 0\) =0, 
mÌĐỗ; + mạl0; + kI2(0; — 6) = 0. 


cho 


Đặt £ = Óị + Øa, n = 0 — 6¿. Tổng và hiệu của hai phương trình trên 


lệ + gệ = Ö, 
ni + (mẹ + 2ki)n = 0. 


z ` ` S ^ F4 l2 ° ^ TT. z è H z + c4 ` 
Do đó £ và r là hai tọa độ chuẩn tắc của hệ với các tần số góc chuẩn tắc là 


2k 
Đ mi) “g = VŸ +. 
i Ì mm 
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6 =3(E+n),  9=sŒ—n), 
các biên độ 1, ua của chúng cỏ tỉ lệ 
tì :a =1:] 
cho kiểu dao động a¡, mà đôi với ;; = 0, và 
ì :ứạ mÌ: —=Ì 


cho kiểu dao động œ;¿ mà đối với nó £ — 0. 
(b) Khảo sát tương tự cầu (a) ta có 


L=T-V 
= gm(ÄŸ + BŸ + xổ +) —  mg(BỆ + độ + + để +) 
— SkP lô; — Ø1)? + (Ba — 6)? + -.- 
+ (0p ~ 8n_v)2 + (Ên+i — 6a) +-- |, 
Các phương trình Lagrange khi đó cho 
rml?Đ„ + rngl8„ + ki?|(6a — 0y—) — (Bn+a — đa) |] =0, 


nghĩa là 
rmổ„ + mgB, + kH26„ — Øạ+y — 6a_v) = 0, 


Do 9„ vẫn hữu hạn khi  — co, giả sử biên độ dao động thay đổi tuần hoàn 
đọc theo trục z và thử 


6„ = 'AetEna~) : 


trong đó "số sóng"  — 2“, với "bước sóng" A là số nguyên lần ø, tức là À = ?a, 
p = 1,2,3,.... Thay vào phương trình ta có 


-Á 0ˆ lfs¿j£ 
œ= TH 0U cos(ka)|.. 
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^ `. Ä H l M Ầ LA ` £. TA 
Một vài tần số góc chuẩn tắc đầu tiên là đôi với 


p=], 1 —= _ 
Ì 
4k 
p=2, (J2 — ST Éng 
. 
g 3k 
=àÄ = — =Y 
p lệ t3 hờn 
2k 
p=4, œA — c, 
‡ rn 


Gác kiểu dao động chuẩn tắc tưởng ứng (dỗi với p = 1,2,3,4....) là 


¬' 
6 1 1 
8 |= |!|Ae “|| Ae 


\ị 
cám 
tầm ‡m 
c»3 = 
cắm cầm 
1 1 
tậm —3ut tằm —t† 
c3” | Ae ““ e2" | Ác TÉ 4s 
4 £T 
c13m E 
.3 
1 œ1" 
1 
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Xét một hạt khôi lượng m. chuyển động trong trường thê hai chiều 


1 l 1 
V(z,y) = —nk*” + huXg + TÀI, k,Àn,Ài >0. 


(a) Tại điểm (zo, go) như thế nào hạt sẽ ở trong cân bằng bên? 
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(Œb) Tìm hàm Lagrange thích hợp cho các dao động nhỏ quanh vị trí cân 
bằng đó. 


(c) Tìm các tần số đao động chuẩn tắc trong cầu (b). 
(Columbia) 
Lồi giải: 
(a) Điểm tại đỏ 8V/ôz = 0, 9V/ðy = 0, ð2V/8z2 > 0, 2V/ðy2 > 0 và 


là một điểm cân bằng bến của hệ. Đối với thế đã cho ta tìm được hai điểm cân 
bằng bên (/#/Ai,0) và (— V/k/À¡,0). 

(b) V đạt cực tiểu tại một điểm cân bằng bên (zạ, yo). Tại điểm (z, ø) lần 
cận ta có tới bậc hai của các đại lượng nhỏ 2 ~ 7o,  — o, 


5e) 
=.. (Z -- #o)° 
G). 


Ø?V ) () 2 
2 E “`. ẻ ggàõi 
(5 . Zn)( 1o) ðy? . 1o) 


k? 1 KN kÀoy? 
#==—dx|7k [XS 
I2 SG Nay 
dỗi với điểm cân bằng ( / &.0). 
Tịnh tiễn hệ tọa độ tới vị trí gốc mới 
bử “=2 — '. ự =t 
A' H 
và lẫy gốc tọa độ mới làm móc thế năng. Khi đó 


V{z',y)= ¬à (z + SẺ l) 
h 2 


1 
VỆ.) = V{Eo, t6) + 5 


và hàm Lagrange của hệ là 
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Tương tự với điểm cân bằng còn lại, ta đặt 


k 
=N. ụ”=g 


và nhận được cùng hàm Lagrange giống thê nhưng với z”,y” thay thế cho 
LOẠN Tế 


(c) Phương trình đặc trưng 


|V -„?7| =0, 
hay 
2k — m2 0 
0 SÓa — mài? _ 


có các nghiệm dương 


J2k Í kÀo 
(1 — \j —, (2 — \Í —— - 
m mÀi 


Z 1A Ù À F4 H P4 H Ằ. T.. ^ kì > ^ Ẩ: _. z 
Đó là các tân sô góc chuẩn tặc đổi với dao động nhỏ của hệ quanh môi vị trí 
cân băng, 
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Một hình vuông bằng kim loại có thể bỏ qua chiều dày, có khối lượng m 
được treo bằng hai lò xo hoàn toàn giống nhau tại hai góc như trên hình 2.58. 
Các lò xo chỉ có thể di chuyển trong mặt phẳng thẳng đứng. Tìm các tần số 
của các kiểu đao động chuẩn tắc đôi với các đao động biên độ nhỏ. 

(UC, Berkelsy ) 


LT Sm 


Hinh 2.58 Hình 2.59 


3ZETAI6 00HỌC 
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Lời giải: 

Đặt z là độ dịch chuyển theo chiều thẳng đứng của khối tâm của miệng 
kim loại tính từ vị trí cân bằng và Ø là góc quay của nó trong mặt phẳng thẳng 
ng toi các lò xo như trên hình 2.59. Miếng kim loại có momen quán tính 
là ậrns?, s là chiều dài của cạnh của miếng kim loại vuông. Với góc Ø bé, độ 
giãn của lò xo là z + 3sØ và z — ‡sØ. Do đó động năng và thế năng của hệ là 


1 1 : 
T—_ Bính 2 Đề, 
gm#” + iu 9 


V=—m _. Si TÌ? + set DD): 
TC VINH Sộ VI 2° 2 


trong đó k là hệ số đàn hỏi của các lò xo, lẫy vị trí cân bằng làm mốc thê năng 
và hàm Lagrange là 


tÙ=T-V= tuijf + jamsi2 + mẹ+z — k (z + sa) : 


2 
ở (2E _ ấE 
dt \ Đài Ôq; - 


mm + 2k+z — mg = 0, 


Các phương trình Lagrange 


cho 


1 ~ 1 

gins°8 + 2k*?8 =0. 

Đặt z' = z — 5# và ta có thể việt phương trình đầu tiền như 
mn#” +^2kz' = 0. 


Do đó z⁄ và 0 là tọa độ chuẩn tắc của hệ với các tần sô góc chuẩn tắc tương 
ứng . 
2k 3k 
(1 —= \j —; đa — \| —. 
Trì Tĩ, 
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Một hình cầu nhỏ có khối lượng rn và bán kính z, được treo như một con 
lắc giữa hai bản tụ điện phẳng như trên hình 2.60 bằng một thanh không dẫn 
điện chiều dài !. Hai bản tụ được nỗi đắt và điện thế của hình cầu là V. 
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Hinh 2.60 


Hình cầu bị dịch chuyển một đoạn A+. Tìm tần số của các đao động nhỏ 
và chỉ rõö với những điều kiện như thê nào của điện áp V thì các dao động đỏ 
xảy ra. Sử dụng các gần đúng thích hợp để đơn giản hóa tính toán. 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 

Giả sử rằng khói lượng thanh cách điện và bán kính của hình cầu là rất 

nhỏ và có thể bỏ qua. Điện tích của hình cầu là 


g= 4meurVf, 


zu là hằng số điện môi của không gian tự do. Sử dụng phương pháp ảnh, các 
lực tương tác giữa các bản tụ và hình câu giỗng như lực tương tác giữa các 
điện tích của hình cẩu và các ảnh của nó nằm đối xứng ở các vị trí như trên 
hình 2.60. Lấy trục z là trục nằm ngang có gỐC tại vị trí cân bằng. Động năng 
và thẻ năng của hệ lẩn lượt lả 


T= gm¿' : 
2 
g 1 1 
V= HỆ ~ 
4m£o Íyxz; & b "| +TnuÏ{1 — cos 8) 
g` 2Ù 


“Hd + rngi{1 — cos Ø) ế 
ïãeu”” —= %2 


1¬ ; „.Ÿ 4/282 
TP Để NÊN NIỆu 


Với + nhỏ, z = 16, 
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và hàm lagrange của hệ là 


2 22 
_ ABØN 1 2 
Làn — lo THƯIjP c — c.Á = 2 mgÌfP., 
: : tạ (1+ m2) 2g 


d4 (ð0L\_ 9L _ 
đt \ 8ö 88 ~ 


2.  4ự?{j2 
rril28 — — +ngÌ8 = 0. 
ša 


Phương trình Lagrange 


cho 


, 4 # , ˆ ..A 
Do đó tân số góc của các dao động nhỏ là 


lu ". I '64mo 4neor2V® 
—\{ Ï Terọ m W8 Ú: mmù3 


Điều kiện để các dao động như thể xảy ra là ¿ phải là số thực, nghĩa là 


K— 
gam}? 


L  ˆ 
^ \ 84mear® 


Hình 2.61 


Chú ý rằng nghiệm trên chỉ là gần đúng do chính các ảnh cũng tạo thêm 
ảnh, một số trang chúng được chỉ ra như trên hình 2.61 mà cũng phải được 
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tính đến. Do đó thế đo tương tác tĩnh điện là 


LỆ 1 Ï ỹ 
U — —— + — 
(2n— 1jb— 2+ (2n-1)b+2z 2nb 


n=l 


4# s= 1 l+ 4z? 1 
2zeo “— | (2n — 1)b (2n S— 1)22| — 2nb 
2 Đ 1 1 2 
So, S, l—¬-z)*m 

2z£ob — |\2nT—1 2n (2n — 1)32 


"........ 
2mecqb b2 


è 


với 
= 1 = 1 
œ= › 8= mx=e=rre 
2~ 2n(2n —T) 2~ (2n — 1)3 
Nó có thể cho 
z 64reor2V28 
Vị nửa 


` .À .A ` ^ 
và điều kiện để có dao động 


| gmb3 
V ———.-. 
` 64xeor2L8 


Chuỗi ở hội tụ rắt nhanh. Với cực đại n = 3, đ = 1,05 và số thập phân thứ ba 
vẫn không thay đổi khi cộng thêm nhiều sô hạng hơn nữa. Do đ~? = 0,98, 
tính toán hai ảnh cho ta một gần đúng tốt. 
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Một vành tròn nhẫn và đồng chất có khối lượng M và bán kính ø lắc trong 
một mặt phẳng thẳng đứng quanh điểm O tại đó nó được treo tự do với một 
giá cô định, Một hạt Ø khối lượng zn trượt không ma sát trên vành tròn. “í 
hiệu độ nghiêng ÓC (trong đó Ở là tâm vòng) so với đường thẳng đứng hướng 
xung là ¿. 


(a) Tìm các phương trình chuyển động theo 6 và œ. 
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(b) Tìm các tần số đặc trưng và các kiểu dao động chuẩn tắc dỗi với các 
dao động bé quanh vị trí cân bằng bền. 
(Chicago ) 


Hình 2.62 


Lời giải: 
(a) Momen quán tính của vành tròn đổi với Ó là 
1= Ma? + Ma? =2Ma). 
Sử dụng hệ tọa độ như trên hình 2.62. Tọa độ và vận tốc của hạt B lần lượt là 
(œsin ổ + asin ø, —a.cos Ø — ø cös @), (øổ cos 8 -L g cos ÿ, đổ sin 8 +} s2 sìn @) . 
Hàm Lagranse của hệ là 
UL=T—V= Ma??? + amø”j° + ở? + 2độ cos(8 — ø)] 
+ Mlga cos 0 + nga(cos 8 + cos 2} 
| 242, Lạy, 2:2 2à; 
= s2M +n)a“0“ + ama + na“ cos(8 — w) 
+ (M + m)ga cos 8 + rnga cos @. 
Các phương trình Lagrange cho 


(2M + m)aÔ + maj cos(0 — @) + mna¿@Ÿ sìn( — @) + (MỸ + )gsin 0 = U, 
gỗ cos(Ø — œ) + a — a8? sin(0 — w#} + gsin =0. 
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(b) Với các đao động nhỏ, chỉ giữ lại các số hạng tới bậc hai ở các đại lượng ' 
nhỏ 6, ¿, 6, ¿, từ các phương trình ở trên ta có 


M +m À g8. m Sa 
2M +mnj} a 2M+m. : 
+ Sy+ÿ=0. 


Với nghiệm có dạng 9 = 4exp(¿¿†), ¿ = Bexp(¿ 1), các phương trình trên trỏ 


thành 
Mƒ +mn \ g 2 mu/2 
= ¬.= ——_——P-—- 
. 2A 2Ä + k 


—,2A+ (8 ~u2) B =0. 
L2 
Để có các nghiệm khác không định thức của các hệ số phải triệt tiêu. Như vậy 


Mu? SuIRIEE (s5 5) =0 
q » 


hai nghiệm đương của nó là 


` x ¬—) 
LÔ V va" TU" M qd 


` Z À H z w kì ^ Ha... ˆ 2 
là các tân số góc đặc trưng của hệ đôi với các dao động nhỏ. Do § = si nl, 
ta có đôi với  = ăn, 3 = 1 và kiểu chuẩn tắc (1), đôi với ø = œ2, § 
và kiểu chuẩn tắc (_ MLm ) : : 
mm 
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Một vật khối lượng zn và điện tích ạ chỉ có thể dí chuyển không ma sát 
trong mặt bên trong của hình nón có góc mỏ 2ø. Một điện tích —g được cô 
định tại đỉnh của hình nón như trên hình 2.63. Hệ không nằm trong trường 
trọng lực. Tìm tần số đao động nhỏ quanh quỹ đạo cân bằng của vật chuyển 
động theo ¿o, vận tốc góc để cho vật chuyển động cân bằng bên trong hình 
nón. Giả thiết ø < e do đó bức xạ là không đáng kể. 

(UCG, Berkeley ) 
Lỡi giải: 

Sử dụng hệ tọa độ như trên hình 2.63. Trong hệ tọa độ Descartes, rn. có 

tọa độ (r cos ø, r sin @, z), hay, đo z = rcotgơ, (7 cos 2ø, r sỉn 2, rCOtg@œ), và vận 
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Lá 
/ 
z 
-s XÌ : 
w 
x 
Hình 2.63 


(7 cos  — rt2sÌn ÿ, r SÌn 2 + r2 COS 2,7COLBƠŒ) . 


Hàm Lagransge của hệ khi đó là 


] : : * sina 
L=T—V=_,m(?°+ r?¿2 + ??cot?a) + _Ì—ýŸÏýỷ.” 
2 47p r 
Ï. sư ¬% g.2y , 8i 
= —rn(?ˆ csc” œ Ù r?¿?) x ¿cho : 
2 4mcor 
Các phương trình Lagrange 
d m) _ØL n 
đt \ời, Ôa, - 
cho 
sa. 2DŠ „. { Sinœ 
mỸ csc“ œ — rar@ˆ + cIÚN 
4megr2 
mr°;¿ = J (constant), 
hay, kết hợp các phương trình trên 
Ử? ?®sin œ 
mứt cac?œ—-— + = Œ) 


trrẺ — 4negr? 
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Đối với quỹ đạo cân bằng 
r=0, T =0, 2 = 20, 
các phương trình trên trở thành 


J2? q”sinơ 


3 


=——s- 
rưny — 4neorä 


Đối với các dao động nhỏ xung quanh quỹ đạo cân bằng, đặt r = rọ + £, trong 
đó ệ << ro. Khi đó 


Ỷ: 2£ Lẻ 1/ 3£ 
„2 “% _5 1 bườngg h ¬ = ¬ ụ — —— ý 
Ll T9 Hi) T Tạ Lất) 


và phương trình (1) trở thành 


+. q2sin2œ 
TẾ TC ng 
47£oTÿ 


7 VÀ £ z Z F 5 ẠA 
Do đó tần số góc cho các dao động nhỏ là 


g?sin? œ ¬- 
XH  T My 
ũ 0 


do 
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Một bánh đã có momen quán tính 7ï quay xung quanh tâm của nó trong 
mặt phẳng nằm ngang. Một khối lượng m có thể trượt tự do dọc theo một 
trong các nan hoa và được gắn với tâm bánh đà bằng một lò xo có chiều dài 
tự nhiên ¡ và hệ số đàn hỏi £ như trên hình 2.64. 

(a) Tìm biểu thức cho năng lượng của hệ này theo z, ?, và momen động 
lượng /. : 

(b) Giả sử bánh đà ban dầu có vận tốc góc không đổi Øo và lò xo có độ 
dãn ổn định z = rọ. Sử dụng kết quả trong câu (a) để xác định liên hệ giữa 
- Qọ và rọ và tần số của các dao động nhỏ quanh câu hình ban đầu này. 

(MIT) 
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Hinh 2.64 


Lời giải: 
(a) Gọi z là khoảng cách giữa ; và tâm và # là vận tốc góc của bánh đà tại 
thời điểm +, Hệ có momen động lượng 


J = Tô +mr°8 


và năng lượng 


l xa „ Ÿ 3a, sayde,. Ì : 
7+V=siIf+ gi(£? + 282) + gkự — lM 


Mˆ ] 1 : 
= — = .. —ễ IV Ị 3 ` 

2ƒ + mr2) Là xi - ;hữ Ù 
(b) Hàm Lagranse của hệ là 


s Số: “KD = TUỔI. uy Mu") Sự 4 
ÈbL—T- Ý 219 ° HP + 1m0 2*ữ ñ}”: 


Các phương trình Laprange 


Ll l _Š¬ỘŨ 
dự \ 8à, Ồn, - 
cho 
mÊ — m+rfŸ + kír — lÌ =0, (1) 


(+ m+?)0 = hằng số =Ư, 
hay, kết hợp hai phương trình 


N 

- Tri,“ 
NI" ==  “== 
(I + mr?]° 


+k#?—l)=U. (2) 
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Ban đầu, ? = 0, r = rọ, Ô = Qọ, J = (I + mzậ)Ôạ. Đôi với các dao động nhỏ 
quanh câu hình cân băng này, đặt r = rọ + ø, trong đó ø < rọ. Do 


mnr7ˆ° 


mn(ro + ø)J? 


(T+ mr?)2 k 


mmaJ? 
(1 + mrì)? 


phương trình (2) trở thành 


s+Ỉ 


" mro!? ( ø 


= (/ + mzÄ)ˆ2 


(1 + r2 + 2inrap)? 


4mrop 
Tạ l+mr§ 


m mrạ.J2 1 đmrá — IY ø 
` +mr2# ] +Tnrà j Tọ 


rmro.!? 


_ 
h (7 ) ng 


f+£ rnrồ 


mzraQộ = kứo — D, 


mrä —=Ƒ 3 
Kéo —.-102lp=0. 
m m ( I + mưà ) Biết 


Do đó, với điều kiện 7 phải thỏa mãn 


ˆ^ mm ^ H ` 4 Ta H z 
hệ sẽ đao động quanh câu hình ban đầu với tẳn số góc 


k 3mrổ — TY cà 
HN... x) dể 
m l+nr§ 


sau một nhiễu loạn nhỏ. Chú ý phương trình (1) cho ta 


k† 


TP on 


tức lã rọ bản thân nó có liên hệ với Øa. 
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Ba chất điểm (hai trong số chúng giông nhau) và các lò xo không khối 
lượng (hằng số K) nổi chúng với nhau và bị ràng buộc chuyển động trong 
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một ông không ma sát bán kính #. Hệ nằm trong trường hấp dẫn (g) như 
trên hình 2.65, Các lò xo có chiều dài bằng không tại vị trí cân bằng và các 
chất điểm có thể di chuyển qua nhau. Sử dụng phương pháp Lagrange, tìm 
các kiểu chuẩn tắc của các đao động nhỏ quanh vị trí cân bằng của hệ và mô 
tả từng kiểu dao động đó. 

(UC, Berkeley ) 


Hình 2.65 Hinh 2.66 


Lời giải: 

Sử dụng hệ tọa độ Descartes (£, ) như trên hình 2.66. Khối lượng thứ ¡ cỏ 
tọa độ (/?sin 6¿, (1 -- cos Ø,)). Với đao động nhỏ các tọa độ này gắn đúng là 
(R0;, 3 J0?), hay (z¡, +?) với +, = R6,, Do đó, bỏ qua các số hạng có bậc lớn 
hơn hai ở các đại lượng nhỏ z;, z;, ta có động năng và thế năng của hệ là 


1 1 . 
gm#Ï + g1 + gã 


|| 


= 2+2 TT II. 
V= sứ —z#z) + sh (xa — zx)? + sm(i = z3) Á- 2A1z? 


và hàm Lagrange của hệ là 


1 


1 
gM#) + -m32 


9) 


l/, ma : : 1 Mq\ ;, ¿ 
- |; (& + ở £ủy + nà) | 5 (s« + ra #3 — K(Z1#s+ zazn)| § 


1 
L= -m#? 
am; + 
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Các phương trình Lagrange cho 
` Tng s— z 
mãn + (K + TC) Kza 0, 
Mf2Za + (k+ “X) 2z: ~ Kim +) =0, 


: ng _— — 
mãa + (K + TẾ ) xa Krạ=0. 
Đặt 
T;— A;e“t 
ỏ các phương trình bên trên ta rút ra phương trình ma trận 
K + “#_— mư? —K 0 Ẩ 
—K 2K + 2# — Mu? —K 4a|=0. (1) 
0 —K K +” — mu? 4a 


A z l VÀ ` ˆ 3.» ,Á kệ À È ^ P Z 
Để có các nghiệm mà không phải tật cả 4; đều bằng không ta cần có 


K+*_-mu? —K 0 
-K 2EK + 2# — Mu? -K =0, 
0 —K K + Tỷ - mu? 


. ˆ ^ kì Lắ bị Lộ Ả ` F , .. P.4 “ » ^ 
ba nghiệm không âm của nó là các tân số góc của các kiểu chuẩn tác của hệ 


"...- 
J1 — n†m”' 


1 

“2 g K F.9 1 1 112 

Ti na co ệc . 
ni (6 ii th. 


Phương trình (1) suy ra 


Áa_ Áa — ng — m2 


NA RK KÔ 


KÁI — (3N + TT = Me  Ás + KÁa = 0. 


Các phương trình này cho đối với œ 4s = —4, 4a =0; 
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đỗi vớius: — PB; = Bì, =ˆ =âm; 
_ ở 
đổi với: — Œs =ŒI, - = đương. 


Do đó ba kiểu dao động chuẩn tắc tương ứng là 


Ấn Đì €Œ\ 
0 h B: |, Ca 
—ÁI Bị lôi 


lần lượt tương ứng với «\, œ2, 3, trong đó 
1 m 1 l " 
In Bì, 
: Ƒ M "an tam cm | : 


€t. 


¬ + : + : 
2 M 4m2 mM Mì? 


Ba kiểu dao động chuẩn tắc được mô tả như hình 2.67. 


" < s4 => 
xi ..^Ằ« — 
x¿ —..==.. 
Hình 2.67 
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Trong lý thuyết về các đao động nhỏ người ta thường sử dụng hàm La- 
grange có dạng L = 7' — V, trong đó 


N N 
T= » d:đ:7đj, V= » điÖ¡7g; „ 
{J=] 1j=1 


Các ma trận A = (a¡;) và B = (b¡;) là thực và đói xứng. 


(a) Chứng minh rằng A dương, có tính xác định nghĩa là 


x†*Ax>0 
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đôi với một ma trận cột x tùy ý. Chứng minh rằng thông thường trị riêng của 
ma trận này lớn hơn hoặc bằng không. Chỉ ra rằng ta không cẩn quan tâm tới 
các trị riêng bằng không của nó. 


(b) Chứng minh sự tổn tại của ma trận A2, 
(c) Đưa vào tọa độ mới 9, qua biểu thức 


trong đó S là ma trận W x %. Chỉ ra rằng có thể chọn § sao cho A và B được 
chéo hóa. Giải thích các phần tử đường chéo của ma trận chuyển vị B. 
(SUNY, Buffalo ) 
Lời giải: 
(a) Theo định nghĩa 


trong hệ tọa độ Descartes. Sau phép biến đổi tuyến tính 


#k = TR(GI đ2,..-,4N} , 
nỏ trỏ thành 


TL 
T=À quả; 
l 


nhưng vẫn lớn hơn hay bằng không (> 0). Dưới dạng ma trận 


T =dlAä, 
trong đó 
Ới 
á=| 
ẬN 


H ~, ^ ` , .A ˆ - Là ˆ ` * ` ` z 
dẫu chữ thập là kí hiệu ma trận chuyển vị. Do các vận tốc #¡,‡¿,... và từ đó 
z ^ £ ^ . s ` + 2 
các vận tộc suy rộng đ, đa,... là tùy ý, ta có 


T=xÌAx>0 


đỗi với một ma trận cột x bất kì. Có nghĩa là A xác định đương. 
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Giả sử x; là vectơ riêng của A với trị riêng À„. Theo định nghĩa 
A*%Xg ~ AÀgXg , 
trong đó À¿ là một số thực đo A là đối xứng và thực. Khí đó 
N 
XỈ Axu = XÌÀgXg = ÀgXÌXe = Ag ` đấy. 
m 


Do biểu thức lớn hơn hay bằng không như chỉ ra ở phân trên, nên các trị riêng 
Às>0. 
g2 


Nếu À„ = 0, thì sẽ không xuất hiện đao động đối với kiểu dao động tương 
ứng, khi đó nó không làm ta quan tâm. Các bậc tự do của dao động đơn giản 
giảm đi một. 

(b) Để các ma trận A#? tổn tại ta cần có 

đet [A| >0. 


Một ma trận thực đôi xứng có thể được chéo hóa bằng ma trận trực giao S, 
nghĩa là ma trận mà đi với nó SỲ§ = 7, với I là ma trận đơn vị 


SAS=A^A, 
trong đó À là các phần tử ma trận có đường chéo À¿; = À¿ð¿;. Kí hiệu |A| cho 
định thức det |A|, ta có 


N 
LAI = |AlIS!IISI = JS'ASI = |ÀI = [J¡ > 0 
=1 


bằng kết quả trong phần (a) (bỏ hết mọi A=0). Do đó A2 tổn tại. 
(c) Đưa vào các tọa độ mới 9;, qua biểu thức 


N 
Liên S ˆ(A—?8)/6; 
j=I1 
trong đó § chéo hóa A là ma trận trực giao. Xét 
T =đÌAä= (A-1Só)!AA~?Sở 
=ð0ÌS!(A~?)AA-3 S8. 
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Do A là ma trận đôi xứng thực, AÌ = A và 


"h=— 


(A2) =(AD 2 = AT), 
phương trình trên chuyển thành 
T = 'S!Sð = ð 1ô, 


Tương rự : : 
V =q'Bq= ø}SỈA-?BA—29S8. 
Do A, B là ma trận đối xứng thực, 
(A-3BA-3)! =(A~?)†fBWA-?)'=A ?BA”?, 


1 1 s N s z ` là ” h là è ˆ 
Ä ?BA-? là ma trận dỗi xứng thực và có thể chéo hóa bằng ma trận trực 
giao S. Nên ta có 


N N 
đc 30mg. TM) Hj6jg 
j=1 T 


trong đó B; là các thành phần đường chéo của ma trận chéo hoá ~“3BA”3, 
nghĩa là : : 
(SA zBA-?S)„ = Bịối; 


Hàm Lagrange là 


N 
L=T-V=}3 (8)- B;8?) 
J=] 


và các phương trình Lagrange 
đ G _ ðL - 0 
[214 ôô, Ø0, ” 


ổ; + B;6; = 0, ¿=1,2....,NW, 


Suy ra 


Do đó Ö, là bình phương của các tần số góc chuẩn tắc œ; của hệ. 


2064 


Một máy điều tốc kiểu quả cầu văng câu tạo gồm hai khôi lượng zn nỗi các 
thanh có chiều dài ¡ khối lượng A⁄Z như trên hình 2.68. Cơ hệ bị bắt buộc phải 


3ữ††4L6 CƠ HỌC 
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quay quanh trục trên đó vật Af có thể trượt lên trượt xuống không ma sát. Bỏ 
qua khỗi lượng của hai thanh và sức cản của không khí và giả thiết bán kinh 
của vật A7 là nhỏ. Giả sử đầu tiên trục quay bi buộc với vận tốc góc uụ. 

(a) Tìm chiều cao cân bằng của vật A. 

(b) Tìm tần số của các đao động nhỏ xung quanh giá trị đó. Giả sử rằng 
trục quay bây giờ có thể quay tự do. 

(c) Tân sô của đao động nhỏ có thay đổi không? Nếu thay đổi thì tính giả 
trị mới. 

(Princeton ) 


Hình 2.68 


Lời giải: 

(a) Sử dụng hệ tọa độ quay có trục z nằm trong mặt phẳng chứa các thanh 
của máy điều tốc như trên hình 2.68. Trong hệ tọa độ này các vật mm, và 
A7 lẫn lượt có tọa độ (—!sin 9,0, —Leos 8), (fsin Ø,0.—† cosØ), (0.0, 2/coØ). 
Trong hệ tọa độ cỗ định với cùng gốc và trục z vận tốc được cho bởi 
P' = # +ưa xr, trong đồ œạ = (0.00). Do đó vận tộc tương ứng là 
(—18 cos 8. lưo sin 0, tổ sin Ø), (IØ cos Ø, — leo sỉn 8, ÌØ sin 8), (0,0. —218 sin 8). Như 
vậy động năng, thê năng hàm Lagrange của hệ lần lượt là 


T — ml?u§ sin? 8 + ri283 + 2A11202 sin? 0, 
V =—2rmgl cos 0 — 2ÀÁfgl cos 8, › 
L=T~V —=ni„2sin? 8 + mÌ28? + 2M? sin? 8 + (NT 1 m)gl cos Ð. 
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Dị C _ ðL — n 
di \ Ø8 80 


2(m + 2M sin? 0)18 + 2M1892 sin 20 — mu sìn 26 + 2(nn + M})g sìn 0 = 0. 


Phương trinh Lagrange 


khi đó cho 


Tại vị trí cân bằng, ổ = 0, ô = 0, Ø = Øọ và các phương trình trên trở thành 
mu sin 2Øg = 2n + Mf)gsinÓo., Œ) 
Giải tìm đo ta thu được hai vị trí cân bằng 


Œ) ổn = 0, 
bật ÂM 
tp vi 
Tnhuuộ 
Khoảng cách của vật A⁄ tới đỉnh của trục ở hai vị trí cân bằng lần lượt là 


(Ò 2? cos 6a = 21, 
M 
() 2Icos0y = 2P + MI)s 
nu 
(b) Khi Øo = 0, máy điều tốc sập lại và không có đao động. Xét trạng thái 
cân băng cho bởi (ï). Đặt Ø' = 6 ~ 0o, suy ra Ø = É', Với các dao động nhỏ, 
8'< 8o, 
sin Ø # sin 6a + 8“ eos ổa , 
sin 2Ø  sin 2Øo + 2Ø” cos 26 . 


Phương trình chuyển động nêu chỉ giữ lại các số hạng bậc nhất của các đại 
lượng nhỏ Ø, ø', ø' và sử dụng (1), sẽ trổ thành 


(m + 2A sìn? 8g)1ð' + [fm + Ma cos 0a — ml¿â cos 20ạ]0' — 0. 


Do đó tần số dao động là 


f 1 C + Äƒ)qcos Ôg ~ mluu[ cos 20g 


2z (mm + 2M sinỀ Øạ)† 


(c) Ta có thể chờ đợi tần số dao động khác đi do vận tốc góc so ở phương 
trình trên là tùy ý. Đặt ¿ là góc quay quanh trục. Thay „; = ¿ vào hàm Lagrange 
ta có 


L = mÌÊ22 sin? 0 + ml282 + 21262 sìn? Ð + 2(m + M)glcos8. 
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Các phương trình Lagrange cho 


@sin? Ð = c (một hằng số) , 
2(m + 2M sin? 0)lỗ + 2MIÔ? sìn 20 — ml¿? sìn 28 + 2(m + M)g sìn 0 = 0, 


kết hợp ta có 


: 0 
Ứn + 2M sin? 8)lỗ + MIẾ? sìn 20 — mmlc? TãE +(m+ ÄMf)gsinð0 =0. (2) 
sìm 


Tại vị trí cân bằng, ổ — 0, Ø — 0 và Ø = 0o, được cho bởi 


cos Ổg 
C| n3 8o 


mịc? = (m + M)gsin 6ạ . 


Đổi với các đao động nhỏ quanh 6a, đặt 6 = 0a + Ø', trong đó 0ˆ < Øg. Do 


g Cos 8 + 00sØg — Ø sỉn đo 


ĐẠO sin20 ` lúc (sin Øp + 8? cos 0g)Š 
š 8, 
 m\c2 che: _ (1 — Ø tan 6a — 3ổ” cot ổn) 
sin” ổa 


3 
= (m + MÄ)}q sìn ổp |:- n ¬k : 


sin Ổa cos o 


phương trinh (2}) trở thành 


+ 3cos? đa) ợ 


:.2 ni ạ 
ứn + 2M sinˆ Øa)I6” + (m + Ma cos ổg 


=0. 


Do đó tần số của các dao động nhỏ là 
t= 1 lứn+ M)gø(1 + 3cos2 6a) 
— 2m (m+>2Msin26g)i cos 8o ` 
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Một hạt khôi lượng M chuyển động dọc theo trục z dưới ảnh hưởng của 
thế năng V(z) = —Kzexp(—az), ở đây K và a là hằng số đương. Hãy tìin vị 
trí cân bằng và chu kì của đao động nhỏ xung quanh vị trí cân bằng đó. Cũng 
xét các trường hợp khí X và/hoặc ø là âm. 
(Princeton ) 
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Lời giải: 


Khai triển thể gần điểm zọ 
8V 1 /02V 
=V —— = - | —- — HỆ a2j 
V(z) (zo) + (s l ( — #o) + 5 le ) (z— #o)ˆ + 
Đối với zọ là vị trí cân bằng, 


(), = K(aro _ 1)e “z0 =0 › 


Suy ra 


Do 


Ạ š ` À 
cân bằng là bên. 
Đặt 


và lẫy zo như mực so sánh của thế năng. Khi đó thể năng tại £ là 


82V K 
v@=; (5m) P= sec: 


8z? 2e 
Hàm Lagrangc khi đó là 
b. _ luyyạa GK ¿ 
L=T-V=;MỆỸ- s—€ 
Phương trình Lagrange 
NA 
đt \ Ø¿ 0£ —~ 
cho ra # 
MỆ+ = =0. 


Phuơng trình này cho thấy rằng tần số góc của dao động nhỏ xung quanh vị 


trí cân bằng là 
Ồ [7.6 
` VMe' 
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và chu kì là 
u) CN” 


Nếu cả hai a và K là âm, khi đó aK là đương và các kết quả trên vẫn đúng. 
Nếu chỉ một trong a, K là âm thì khi đó 


ð2V 
=> <0, 
8x2 
có nghĩa là thê tại cân bằng là cực đại và cân bằng là không bên. Do đó đao 


động không xảy ra. Diều đó cũng có thể thấy từ phương trình chuyển động, 
chúng có thể cho ảo. 
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Một hạt khối lượng mm chuyển động dưới tác dụng của trọng trường trên 
một bể mặt nhẫn phương trình là z = z2 + ? — zự, trục z là trục thẳng đứng, 
trỏ lên trên 

(a) Hãy tìm phương trình chuyển động của hạt, 


(b) Hãy tìm tần số của kiểu đao động chuẩn tắc đôi với các dao động nhỏ 
xung quanh vị trí cân bằng bản. 


(c) Nếu hạt được dịch chuyển nhẹ khỏi vị trí cân bằng và sau đó, tỉ sô của 
các dịch chuyển z và y phải là như thê nào để đảm bảo chỉ kiểu dao động 
chuẩn tắc tần số cao hơn được kích thích? 

(Wtsconsin ) 
Lời giải: 
(a) Khi 
z=mr”+`—zU, 


# = 2z# + 2UU — ?ụ ~ xụ = 2(2+ — ) + (2w - +). 
Hàm Lagrange là 
tbt=T-V 
= gm|#2 + j2 + ¿(8z ~ v)° + (3 ~ z)? + 9ã4(2z — v)(3y — 2) 
— mg(z + wˆ — zụ). 
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Các phương trình lagrange là 


cho ta 
_ẢN N : 
ai + ?(2z — u)ˆ + (2+ - )(2w — z)Ì 

= 3i?(2r — w) — Wˆ(2ụ - +) + ?+0(2 T— +) - +ÿ(2+ — v) — 2+ + gu, 

Là. Ẫ 

TỦ + ÿ(2w — z)? + #(3z -- w)(2w — #)| 

= 2ÿ”(3u ~ z) — Ä2(3+ — u) + 2‡ÿ(3x — 1) — ÈW(3u - +) — 2gụ + gz . 

(b) Khi : 

= Ing(21r -— gì), ?y — mng(2 — +), 

cân bằng xảy ra tại điểm góc (0,0). Với dao động nhỏ xung quanh gốc, z, ụ, ở. ÿ 

là các đại lượng nhỏ và các phương trình chuyển động giản ước thành 


0z 


# ~ 3grz —- gu = 0, 
+ 2q — + =D. 


Khi xét một nghiệm theo kiểu 
+= rọạc"”, y= yạe"? ' 


ta tìm thây phương trình đặc trưng 
l3g cư” =0 2 2 
` nị — lgq— —ư“)=Ũ. 


các nghiệm dương của nó 


0 — V9, œạ = Vảg 
là các tần số góc của kiểu dao động chuẩn tắc của hệ. Chú ý rằng do œ¡, œ¿; là 
các đại lượng thực nên cân bằng là bẻn. 
(c) Do 

LÊN 2g —ư 

+0 9 
để kiểu đao động tần số cao hơn được kích thích ta cần bú = —]. Do đó các 
dịch chuyển ban đầu của z và cần phải bằng nhau về độ lớn và ngược dâu. 
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Chú ý rằng dưới điều kiện đỏ kiểu dao động tần số thấp hơn, vôn đòi hỏi 
Uo/zu —= 1, không được kích thích. 
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Một câu trúc cứng bao gồm ba que không khối lượng được nói tại một 
diểm gắn với hai chất điểm (khôi lượng mỗi chất điểm là z») như hình 2.69, 
với 4Ö = BC = L, BD = l, góc AID = DDBC - 0. Hệ cứng này được dở 
tại điểm Ð và đu đưa qua lại, với một biên độ dao động nhỏ. Tần số đao động 
bằng bao nhiêu? Giới hạn ! bao nhiêu để đao động là bên? 

(CUSPEA ) 


Hinh 2.69 


Lời giải: 

Câu trúc đao động trong một mặt phẳng thẳng đứng. Lây mặt phẳng dó là 
mặt phẳng + như chỉ ra trong hình 2.70 với gốc tọa độ tại điểm đỡ D và trục 
hướng thăng đứng lên trên. Ta có 

A4D=CD=b=vL?+i?—2LIcoa8, 
và các góc giữa 4Ð và ŸD với phương thẳng đứng tương ứng là œ + ¿, œ — ¿, 
ỏ dây œ = Ø + ự, ý được cho bỏi 
Jh.. 3 
sinØ  sin ` 
Các khôi lượng rnạ, ray có các toạ độ 


(—bsin(œ + #), —bcos(œ + #)), (bsin(œ — #), —bcos(œ — £)}) 
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Hình 2.70 


và tương ứng vận tốc 
(—b¿cos(œ + ¿), b¿sin(a + #)), (—bÈcos(œ — ý), —b@sin(œ — #)) 
Như vậy hàm Lagrange lả 
L—T - V =rnb*¿” + mgb[cos(œ + @) + cos(œ — #)| - 


Phương trình Lagrange là 
4 (0L _ ðE _ 0 
dt \ Đệ độ - 


2rmwb°ð + rngb|sin(œ + œ) — sin(a — ø@)] = 0. 


khi đỏ cho 


Với dao động nhỏ, << œ và 
sin(a + #) =# sina + cos œ, 
do đó phương trình chuyển động rút gọn thành 


bộ + ag cosa = 0, 


suy ra tần số góc là 
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Do 
COS œ = €os(Ø + )) = cos Ø co§  — sìn ổ gìn 
= 1 2. —: T2: S 2 lc x2 
“š (v› I2sin2Ø cos 8 — Isin ø) 
=E 2 Lý RAR 1) 
sp : 
ta CÓ 
—— g(1Ecos8 — Ù) 
—Ý L2+l?—2LIcosð ` 
Bỏi vì 


2V 
me — mgb|[cos(œ + ø) + cos(œ — 0) ] 


= 2mgbcos œ 
tại vị trí cân bằng ¿ — 0, các đao động là bên nêu cos œ > 0. Điều đó đòi hỏi 
LcosÐ9—-/>0, 


hoặc 
L< Ecos9. 


3. CÁC PHƯƠNG TRÌNH CHÍNH TÁC HAMILTON (2068 -2084) 


2068 

Một bộ diều tốc kiểu quả răng dùng cho cơ lưu nước gồm hai quả cầu, mỗi 
quả khối lượng rn, được gắn bằng bổn cần có khớp nỗi, mỗi cần dài 7, với các 
ống lồng nằm trên một thanh thẳng đứng. Ông lổng dưới có khối lượng M 
và momen quán tính không đáng kể, và trượt tự do lên, xuông không ma sát. 
Ống lồng trên được gắn chặt vào thanh. Hệ bị buộc quay với vận tốc góc 
không đổi. 

(a) Hãy chọn toạ độ thích hợp và viết hàm Lagrange và Hamilton đổi với 
hệ. Bỏ qua trọng lượng của cần và thanh, bỏ qua ma sát. 

(b) Thảo luận chuyển động. 

(c) Hãy xác định chiểu cao z của ông lồng so với trên Vị trí thấp nhất của 
nó, như hàm của ¡ đối với chuyển động dừng. Hãy tìm tần số của đao động 
nhẻ quanh chuyển động dừng đó. 

(Wisconsin ) 
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Lời giải: 
(a) Bộ điều tốc được chỉ ra như ở hình 2.68 của bài 2064. Dựa vào toạ độ 
như được chỉ ra và sử dụng các kết quả đã nhận được ở đó, ta có 
L=T—-YŸY 
= mi2u? sin? 8 + rnl282 + 2M1282 sìn? 8 + 2(mn + M)gÍ cos 8. 
Hàm Hamilton là 
H >Ô0pạ— L 
Với động lượng suy rộng pạ dược định nghĩa như sau 
L : 
Đọ = bê: = 2m + 2M sìn? 8)2ô . 
08 
Như vậy 
H = Ôpạ — ml2?sin? 8 — (ra + 2M sìn? 9)1282 — 2(m + M)g] cos 0 
D2 22:2 
¬ ' Ỉ in“ Ø — 2 Mi)qgÌ cos 0. 
đữmn +9Msin20)2 "6 8m HAI TIM DI 


(b) Phương trình Lagrange 


4đ (ÔEÀ _ðE So 
đt (Ø0 08 - 


cho 
2(m + 2M sin? 8)18 + 2182 sin 20 — mlu sin 29 + 2(m + M)g sìn 0 = 0. 


Chuyển động dược thảo luận trong bài 2064. Tóm tắt, A4 sẽ dao động lên 
xuống trên thanh thẳng đứng xung quanh vị trí cân bằng được cho bởi 


tn+ Mộ. 


cos đọ = 
tư? 


(c) Tại cân bằng, M có toa độ z là —2I cos đạ. Do đó chiều cao của nó tiên 
điểm thấp nhất là 


2Ì — 2l cos Đo = 2l h = _- 


mk2 
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Tần số góc của các đao động nhỏ xung quanh vị trí cân bằng là (Bài 2064) 


Q= (m.+ M)g cos Øo — r2 cos 28g 
(mm + 2M sin? 8g)! 


_ ?n sìn? Øg 
m + 21M sìn? Ôp 


“AI 


t2 
Øa=1— 
sin^ Ổạ | PP 
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Xét hai hệ vật thể bao gồm (1) chất điểm rm và (2) một khối rắn quay kích 
thước giới hạn và khối lượng Xƒ (xem hình 3.71), Khôi quay là một vật thể 
cứng mật độ đồng nhất, có trục đôi xứng, và giống như chất điểm mà nó tự do 
chuyển động. Hãy thảo luận về chuyển động của hệ này nêu chất điểm bị hút 
về mỗi phân tô của khối quay bằng lực Culông hay lực hấp dẫn. Trong thảo 
luận trả lời một số câu hỏi sau: 

(a) Hệ có bao nhiêu bậc tự do? 

(b) Hệ tọa độ nào có thể là thích hợp? 

(c) Lập hàm Lagrange (hay hàm Hamilton)? (Viết nó ra hoặc nói cách bạn 
có thể viết.) 

(d) Tương tác giữa hạt và khôi quay phụ thuộc vào toạ độ nào? 

(e) Bạn có thể suy ra bao nhiêu hằng số chuyển động, và ý nghĩa vật lý 
của chúng thể nào? 

(Ð Quỹ đạo nào của hệ này rất giống với quỹ đạo của hai chất điểm? Hãy 
mô tả bản chất khác nhau (nhỏ) của chúng. Bản chất chuyển động của khối 
quay so với khối tâm của nó là gì? 

(Wisconsin ) 
Lời giải: 

(a) Hệ có 9 bậc tự do, 3 thuộc về chất điểm m và 6 thuộc về khối quay 
cứng. 

(b) Người ta có thể lẫy toạ độ suy rộng như sau: 3 toạ độ z, y, z mô tả vị 
trí của rn, 3 toạ độ X, Y, Z mô tả vị trí của khối tâm của khối quay cửng, 3 
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3s 


/⁄ 
@* 
⁄ 
Hình 2.71 


góc Euler ¿, Ø, mô tả sự quay đối với khôi tâm của khối quay, trục đổi xứng 
của khối quay được lấy như trục Z' của hệ toạ độ nghỉ của khói quay. 

(c) Dộng năng của hệ bao gồm ba phần: động năng của chất điểm rm và 
động năng tịnh tiễn và động năng quay của khối quay cụ thể, 


T=Ti+Tạ+ Tạ, 
với 
1 Ũ 
Tì = gm(1?+ + 2), 
1 : \ và 
T; — 2M(X?+Y?+2°), 
1ì lạ 0 01 


(1,2,3) |lài Tay 0Ú 2 | \ 
Ú` tô a7 Xóy 


t2Í 


ở đây ¿¡,á22,áa liên hệ với các góc Euler (bài 1212) bởi 
tư = Ôcost + Šsin 0sin Ú, 
tạ — —Ô sỉn ý + sin Ổ cOS ở ; 
3 = @cos ổ Ụ : 


và tenxo quán tính ứng với khôi tâm của khối quay với trục Z' theo hướng trục 
đôi xứng. Tính toán thê năng thì phức tạp hơn. Hãy tưởng tượng một chuỗi vỏ 
cầu mà tâm là chất điểm rn và xét một vỏ bán kính trong và ngoài tương ứng 
là r và r + dr. Thê gây ra do tương tác Culông giữa phần tử đM⁄/ của khôi quay 
trong vỏ và chất điểm là 


M 
dV = _ Gmd 


ở đây G là hằng số hắp dẫn. Khi đó thế năng toàn phần của hệ là 


V= -ớm | “. 
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Hàm Lagrange của hệ,  — 7 — V, khí đó có thể nhận được. 

(đ) Tương tác giữa chất điểm và khối quay phụ thuộc vào X -~ +, Y — 
Z—¿z, ¿ và 0. 

(e) Do tương tác được bảo toàn và không gian là đẳng nhất và đẳng hướng, 
các hằng sô chuyển động là năng lượng 7 + V, momen động lượng toàn phần 


của chuyển động quay (một trong ba thành phản) và động lượng toàn phần 
(một trong ba thành phần) của hệ. 

(Ð Khi chất điểm và khối quay chuyển động tách rời nhau, các quỹ đạo của 
chúng sẽ rất giỗng quỹ đạo của hai chất điểm. Sự khác nhau bắt nguồn từ sự 
kiện là đối với khối quay khối tâm và tâm lực hâp dẫn không trùng nhau. Do 
đó momen quay của lực hâp dẫn quanh tâm khôi khiến cho khối quay xoay 
quanh khối tâm của nó. 


2070 

Một môtg làm quay một trục thẳng đứng gắn với một con lắc đơn dài ¡ 
và khối lượng zn, như hình 2.72. Con lắc bị buộc chuyển động trong một mặt 
phẳng. Mặt phẳng này được môrơ làm quay với tốc độ góc ¡ không đổi. 

(a) Hãy tìm phương trình chuyển động của chất điểm rn. 

(b) Giải phương trình chuyển dộng, rút ra vị trí của chât điểm như là hàm 
của thời gian đôi với mọi khả năng chuyển động của hệ. Trong trường hợp này 
sử dụng gần đúng góc nhỏ. 

(c) Tìm tần số góc của mọi kiểu dao động. 

(d) Tìm biểu thức cho momen quay mà môtd phải cung cấp. 

(e) Năng lượng toàn phần của hệ không đổi với thời gian? Hàm Hamilton 
là không đổi với thời gian? Hãy giải thích ngắn gọn. 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Sử dụng toạ độ quay như ở hình 2.72 với các trục + và z trong mặt 

phẳng dao động của con lắc. Trong hệ quy chiêu này khối chất zn có toa độ 


(FsinØ.0, —Ì cos 8) 


` ˆ £ 
Và vận tốc 


(1Ø cos 6.0, lổ sin 8) . 
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Tãôtơ 


Hình 2.72 


" .Á ^ $ + ˆ h4 h 
Trong hệ quy chiêu cô định + có vận tốc bổ sung là 


œ@ xr = (0,0) x (Isim0,0, —leos 0) 
= (0. s00). 


Do đó hàm lagranze của hệ là 


l_ 3;z, 1 Š....4 
EU E1! '~ V = Tang SP, ae) sin? 8 ~ raglcos Ô . 


AT ¬B-. 
dt \ Độ 00 —~ 


+ ( tử” cos 0) sỉuØ — 0. 


Phương trình lagrange 
khi đó cho 


(b) Để cân bằng, Ø - 0. Phương trình chuyển động cho vị trí cân bằng sau 
Ủy 0; 8; = arCCOS k5) h 


Với dao động gần 9, — 0, trong gắn đúng góc nhỏ phương trình chuyển 


động rút gọn về 
nñ s —_? 2 =— 
0+ Ệ w )9 # Bụ 
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Nếu ằœ < ,/, cân bằng là bển. ớ là điều hòa và có thể được biểu thị bỏi 
8(t) = Ái cos(G1f +ọn) ; 
ở đây Ai, œ là các hằng số cần xác định từ điểu kiện ban đầu, và Qị = 
ÿ — „? là tân số góc của dao động góc nhỏ. Nêu œ¿ > /Ý, cân bằng không 
là bên. 
Đối với đao động gần 0›, đặt Ø = 0¿ + œ, ở đây œ < 6;. Phương trình 
chuyển động khi đó với gần đúng bậc nhất là 
lv Ẳ 2 2 .- : — 
ö&=+ TT cos ổa + ^“œ sin 8+ | (sin Øa + œcos Ø2) = 0, 
hay 
ở + œ?sin? 8a = 0. 
Nghiệm là 
a(£) = Aacos(Qạt + 22), 
ỏ đây Q¿ = „sin 0a = v24 — g2 là tần sô góc của đao động nhỏ quanh 6a, 
4a, œa là hằng số được xác định từ điều kiện ban đầu. Do đó 


9(1) = ẢÁa cos(Qz‡ + {2) +6›. 


(c) Với đao động góc nhỏ quanh đ), tần số góc là Đị = ¿ /‡ — 2; và xung 


quanh 6a, Ò¿ = ¡S124 — g3. 


(d) Momen xung lượng quanh trục z là 
J — mi sìn ð - Ì sỉn Ð -  — l2 sin2 0. 


Vi thế momen lực môtơ phải cung cấp là 
d] sa „9 
M= PIN mÌ ằsin(28)—- ` 


ở đây đỗi với 9 các biểu thức nhận được trong phần (b) phải được sử dụng. 

(e) Động năng trong hệ quy chiều cô định, 7, không phải là hàm bậc nhất 
cuả vận tốc suy rộng, do đó cơ năng không được bảo toàn. Về mặt vật lý, 
một con lắc bị buộc phải đao động trong mặt phẳng quay. Như vậy ràng buộc 
không phải ràng buộc ổn định và cơ năng không được bảo toàn. Mặt khác, 
không phải là hàm hiện của :, hàm Hamilton # được bảo toàn. 


Cơ học giải tích 603 


Lưu ý rằng trong khi trong hệ quy chiếu cô định cơ năng không được bảo 
toàn, do hệ là hệ chỉnh hình không ổn định và toàn bộ lực ngoài là bảo toàn, 
nên năng lượng suy rộng # được bảo toàn. Ta có 


TT co 

ô8 

1 242. Ì, 3 2, 9 à Ậ 
= ~mÌˆ8“ — —m“¿^sinˆ 9 — rngÌ cos 0 = hãng sô .. 


Trong hệ quy chiếu quay cô định với môiơ, do lực ly tâm tưởng tượng 


: ðV 
2 ì —= ———— 
nu“ sìn Ø ô(sin 0) ` 
đo đó thê năng là 
im... 
V= —ami ¿“ sin“ 8 — ml cos 0, 


năng lượng toàn phản là 
L1 a> ` 
gm1°8 +V=j= hằng số. 


Vì vậy, hoặc cơ năng được bảo toàn hoặc không phụ thuộc vào việc chọn hệ 
quy chiều so sánh. 


2071 
Tương tác cổ điển giữa hai nguyên tử khí trơ, mà mỗi nguyên tử có khôi 
lượng n, được cho bởi thể 
2A B ï 
_ rà" A,B>Q0, r= |rị — ra{|. 
(a) Hãy đưa ra hàm Hamilton đối với hệ hai nguyên tử. 
(b) Hãy mô tả đầy đủ các trạng thái năng lượng cổ điểm thấp nhất cuả hệ 
này. 
(c) Nêu năng lượng là hơi cao hơn năng lượng thấp nhật [phân (b)], thì 
các tần số có thể của chuyển động của hệ sẽ như thế nào? 
(Wisconsin ) 


%8T8L6 CƠ HỌC 
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Lời giải: 
(a) Khối tâm của hệ được cho bởi R. = 3 +) = (#,,2), khôi lượng 
rút gọn u = H =5, Và khối lượng toàn phần là M = 2m. Đặt r = rị — ra. 


Khi đó động năng của hệ là 


In TH vợ 
T=;zMR ko 


1 - 1 : 
= sMRÌ #. guữ? + r?82 + r?¿ˆ sin? 0) 
và hàm Lagrange 
b”=T—YV 
1 y9 J v8 s JBV ¡j8 0383 3 e4 2A bB 
= sM(¿ + “+2 )+ anữ +7“8ˆ + rˆ¿“sin 6)+ 8 — mg 


ở đây r,6, ¿ là toạ độ câu của hệ quy chiếu có định tại khôi tâm. Động lượng 
suy rộng là 
8h 9L 9L 


Pz= q; = Mã, Dư nổi P.= S = Mỹ, 
T_ : QöLý_ : öL S3“ 
H2 ng CHỦ PP = ur?ô, Pe = Q2 = tr2¿sin2 0. 


Hàm Hamiiton là 


H=À _pịi —L 
ỉ 


] va 2 2 L 3 l1 2 l1 9 2A B 
= nu z ty +72) + 2u D; + r2?9 + r2 sin2 g1 = m3 + PP) ‡ 
(b) Trạng thái năng lượng thắp nhất tương ứng với px = py = p; = p = 
Đe — pạ = Ũ và một rọ cực tiểu hóa 
2A Fz) 
Ti: + „5 : 


LÃ no =0 
di rỡ r2) 2 


ta nhận được zo = (/A)3 như là khoảng cách giữa hai nguyên tử vớ: trạng 
thái năng lượng cổ điển thắp nhất. Đỗi với trạng thái này năng lượng của hệ 
là 


Đặt 


_- A42 
HT. 
B 
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(c) Nếu năng lượng chỉ cao hơn năng lượng thấp nhất một chút và các bậc 
tự do tương ứng với z, , z, 0, vẫn chưa bị kích thích (øy = py = Ø; = Øa = 
?ạ = 0), thì ta có 


Đo 


hàm Lagrange là 


4 


ý ở A8 
(r — ro)” = 2uổ" — 364 (5) H”, 


= "—. ,(AN3 
L=T V = HỶ -884(S) 


ö đây ø = r — rọ < rạ. Phương trình Lagrange cho ta 


4 
nã +TðA ( ] ø=0, 


Do đó 
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Xét chất điểm rn bị buộc chuyển động trên mặt cầu bán kính ï.. Không có 
bắt kì loại ngoại lực nào tác dụng lên chất điểm. 

(a) Số các toạ độ suy rộng cần thiết để mô tả bài toán là bao nhiêu? 

(b) Chọn và viết hàm Lagrange của hệ. 

(e) Hàm Hamilton của hệ như thê nào? Nó có được bảo toàn không? 

(đ) Chứng tỏ rằng chuyển động của chất điểm là đọc theo một đường tròn 
lớn của hình cầu. : 

(Columbia ) 

Lồi giải: 

(a) Do hạt bị buộc chuyển động trên mặt cầu, có hai bậc tự do và do đó 
cần có hai toạ độ suy rộng. 
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(b) Chọn (0, ) của toạ độ cầu như toạ độ suy rộng. Khi không có ngoại 
lực, V = 0. Hàm Lagrange của hệ là 


l nP : 
tiS7i@ gu = gmRP(8* + ¿2 sìn? 0) 
(c) Do ø¡ = đc ta có 
Đạ = m.R?ô, Đụ = rmxR?¿sin? 8, 
và 


2 


2 ˆ 1 2 Đạ 
H= “'=—m : 
Đøổ † pgộ — Ù 2mn.R2 (ø bã sin? 3) 


Vì hàm Hamilton #ƒ không phải là hàm hiện của thời gian, nên nó là hằng số 
của chuyển động, hay nói cách khác, nó được bảo toàn. 
(d) Phương trình Hamilton 


cho ta 

Đụ = t¿sin” Ø = hằng SỐ . 
Ta chọn hệ toạ độ (9, @) sao cho để điểu kiện ban đầu là @¿=0tại/= 0. Khi 
đó hằng số trên là 0 tại mọi thời điểm ¿ sin2 0 = 0. Do Ø không bằng không tại 
mọi thời điểm thì ¿ = 0, hay ¿ = hằng số, chuyển động của hạt là đọc theo 
đường tròn lớn nhất của hình cầu. 
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Một ông nhẹ, hình chữ U được chứa một phân thuỷ ngân (tổng khôi lượng 
4 ¬ Ắ H 

là M, khôi lượng trên đơn vị dài là ø) như ở hình 2.73. Ông được lắp sao cho 
nó có thể quay quanh một trong hai chân thẳng đứng. Bỏ qua ma sát, khối 
lượng và momen quán tính của ông thuỷ tỉnh, và momen quán tính của cột 
thuỷ ngân trên trục quay. 

(a) Hãy tính thế năng của cột thuỷ ngân và mô tả chuyển động khả dĩ của 
nó khi ông không quay. 

(b) Ông được cho quay với vận tốc góc ban đầu „ạ và với cột thuỷ ngân 
đứng yên và dịch chuyển zọ từ vị trí cân bằng. 


1) Viết hàm Lagrange của hệ. 
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2) Viết phương trình chuyển động. 
3) Những đại lượng nào dược bảo toàn trong chuyển động? Cho biểu thức 
của các đại lượng dó. 
4) Mô tả chuyển động một cách định tỉnh càng đầy đủ càng tốt. 
(Wisconsin ) 


si 
Ị 


Cš¿ 


Hinh 2.73 
Lời giải: 

(a) Đặt z là khoảng cách của đỉnh cột thuỷ ngân từ vị trí cân bằng của nó. 
Giả thiết một ngoại lực ˆ' tác dụng lên đỉnh đi xuống của cột thuỷ ngân làm 
cho nó đi xuống từ tử một khoảng zz. Khi đó Ƒ` = 2øzø và công nó thực hiện 
là 

dW = Fủd: = 2:pgdz . 
Công này được trữ như thể năng đW. Do đỏ thê năng của cột thuỷ ngân là 
V = øøz?. Nêu ông không quay, cột thuỷ ngân sẽ đao động quanh vị trí cân 
bằng và hàm 1.agrange của hệ là 
II: 
L= ss‡? ïx... 

ở đây s = ! + 2h. Phương trình Lagrange cho ta 

2 

š+ ““¿=0, 
bì 


Do đó cột thuỷ ngân sẽ dao động với tẳn số góc 


__jÐg_ / Ủạ 
¬.¬ I+2h` 


(b) Hệ có hai bậc tự do khi ông chữ U quay. z và góc quay 0 được lẫy như 
toa độ suy rộng. 
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1) Ta có 
1 1 t . : 
7= sø(h~ z)‡? + sJ (š? + z38?d+z + 2p(h + z)(22 + 1202), 
0 


V = pgz”, 


như vậy hàm Lagrange là 
L8 6b. VỆ 242 3 
⁄a#t.4# =o2w? +70 qth?z [“8“ — pgz“. 


2) Các phương trình Lagrange 
d (ÔL 0L 0 
dt \Øặ: Ôạ - 


1©-1 
gš + 2gz — 2U =0, 


cho ta 


b ` . 
,Ñ§ ~h+z) 1? = hăng số. 


Do pạ = KT phương trình cuối cùng có thể viết như pạ — hằng só. Với điều 


kiện ban đầu ổ = wọ, ¿ = 0, z = zọ tại £ = 0, ta có 
Ỉ 2 
Dạ =Ð a†?+o Eˆúg . 
3) Hàm Hamilton của hệ là 
H =p,¿+ pạô — L 


] l 
(§+h+z)PP tua 2=T+V, 


12,1 
= -=Ø62ˆ + ~ 
2? 2ˆ\a 


2 


trong đó p; = s = øs¿. Như vậy H bằng năng lượng toàn phần của hệ. Theo 


.Á , “ 7 
biên chính tắc ta có 


Tổ gu c- Hó ng 
2ps 2(+h+z)øP 


pgz” 


Do H không phụ thuộc vào ‡ một cách tường minh nó là hằng số chuyển động, 
cộng với hằng số 


Đà p(3 +h+z) Bá, 
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Khi sử dụng điều kiện ban đầu đã cho ta thu được 
1/1 : 
H= 5 (g+h+z) puậ + pgz2 . 


4) Chuyển động của cột thuỷ ngân bao gồm hai thành phản. Một thành 
phần là quay cùng với ống, Vận tốc góc của sự quay thay đổi cùng với chuyển 
động lên xuống của cột thuỷ ngân. Khi z tăng sự quay chậm lại và ngược lại, 
để giữ momen xung lượng quanh trục đứng là không đổi. Thành phần kia là 
chuyển động của cột thuỷ ngân trong ống. Phương trình chuyển động theo z 
là 

sZ+ 2gz=—————y, 
kêu (+h+ z)” 


3 gà 2 Ẳ R È H Z. D sa. * ' 
ở đây A = sàn là một hằng số. Nói chung, có ba vị trí cân bằng tương ứng 
với ba nghiệm của phương trình 

A 


2gz= ———— . 
(j+h+z) 


À TT HN. * ^ ệ ; ˆ kì .Ð” xÃ š ` ^ 
Gần mỗi vị trí cân băng, cột chịu các dao động nhỏ. Giả thiết rắng z¡ là một 
trong các vị trí cần băng, có nghĩa là 

4 


2øgz= —————. 
— (th+a) 


Đôi với các đao động nhỏ đặt z = z¡ + zZ, ở đây z' là một đại lượng bé. Phương 
trình chuyển động trở thành 


—2Az! 
sz E202 = — —“—¬ : 
( +h+ ZI} 
nó cho tần số góc của đao động là 
2g 2A 


8 s({+h+a) 


Do O là thực, các vị trí cân bằng là bên. 
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Một hạt dưới tác dụng của trọng lực trượt trên bề mặt trong của một 
paraboloit tròn xoay nhẫn có trục thẳng đứng. Sử dụng khoảng cách từ trục, 
r, và góc phương vị ¿ như toa độ suy rộng, hãy tìm 

(a) Việt hàm Lagrange của hệ. 

(b) Các động lượng suy rộng và hàm Hamilton tương ứng. 

(c) Phương trình chuyển động của toa độ z như hàm thời gian. 

(đ) Nêu s = 0, hãy chứng minh rằng hạt có thể thực hiện các dao động 


nhỏ quanh điểm thập nhất của paraboloit, và tìm tần số của những dao động 
đó. 


(Columbia ) 
Lời giải: 


Giả thiết paraboloit tròn xoay được tạo ra bởi một parabon mà trong toạ 
độ trụ (r, ¿, z) được biểu diễn bởi 


z— Ar?, 


ở đây A là hằng sô dương. 
(a) Hàm Lagrange của hệ là 


1L =7-V= sm(?? +r?/? + 2?) — rngz 
1 22422 1, 2-2 2 
= am(1 + 4A rˆ)? + am @ˆ — Amgrˆ. 
(b) Các xung lương suy rộng là 
ĐÐr = ss = mn([1 + 4A?r?\¿ ỹ 
3# 


.. 2- 
Đạ — Bè TT Ø y 
Và hàm Hamilton là 


H =prỶ + p¿bT— Ù 


1 1 
am + 4A?r2\?2 + amr)ð7 + Amar? 


r r? ` 
= r 9 + Amgr2, 
2m(1+4A2r2) Ì 2my2 T “mạT 
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(c) Các phương trình Lagrange 
4 (BE\_ ðE _Q 
dt \ôöäi Ôq, - 


mm{1 + 4A”r?)? + 4m.A?®rr2 — rnr@ˆ + 2Amgr = 0, 
mz2› = hằng số . 


cho ra 


Khi đặt hằng số là znh và khử bỏ ¿ khỏi phương trình đầu tiên, ta nhận được 
phương trình đối với z là 


(1+ 4A2r?\r3Ƒ + 4A2r1/2 + 2Agr° = hỲ. 
(đ) Nếu ¿ —= 0, thì phương trình thứ nhất của (c) trở thành 
(1+ 4A?r?)# + 4A?rr? + 2Aør =0. 


Điểm thấp nhất của paraboloit được cho bởi r = 0. Dỗi với các đao động nhỏ 
trong lân cận của nó, r, #, ? là các đại lượng nhỏ. Khi đó với gần đúng bậc 
nhất phương trình ở trên trở thành 


?+2Agør=0. 
Do hệ số của r là đương, hạt thực hiện chuyển động điểu hòa đơn giản quanh 


r = 0 với tần sô góc 
u = Vv⁄2A4g. 
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Một điện tử phi tương đối tính khối lượng mn, điện tích —e trong một 
manheton hình trụ chuyển động giữa một dây bán kính a dưới điện thê âm 
—óo và vật dẫn trụ đồng tâm bán kính ñ tại thế 0. Có từ trường không đổi 
đều song song với trục. Sử dụng toạ độ trụ r, 0, z. Các thê vectơ điện và từ 
có thể được viết như sau 


ìn(r/R) 


$= “#0 1n (a/R)' 


A= sBrea 


(e; là vectơ đơn vị trong hướng tăng 9). 


(a) Viết các hàm Lagrange và Hamilton. 
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(b) Chứng minh rằng có ba hằng số chuyển động. Viết chúng ra và thảo 
luận các loại chuyển động cỏ thể xảy ra. 

(c) Giả sử rằng điện tử rời dây trong với vận tốc ban đầu bằng không, có 
một giá trị của từ trường B, như thế nào để với  < B, điện tử có thể đạt tới 
trụ ngoài, và với 8 > B, điện tử không thể tới trụ ngoài. Tìm Ö, và phác thảo 
quỹ đạo của điện tử cho trường hợp này. 

Có thể cho rằng R » a. 


(Wisconsim) 
Lồi giải: 
(a) Trong hệ SI, hàm Lagrange là 
LCT—V= 2mÊ? + có eE CA. 
Mạ 1 
#—(#rổ,¿), — A=(0, sBr,0), 
hàm trên trỏ thành 
1 Đ'Sð , : 
L= am(7? + r2? + 2?) + có — s°Br°ủ : 
Động lượng suy rộng là 
: L L : ý 
HH. pe= Sơ — mrÖ~ seDrˆ, p.= Sẽ =mi, 


Và hàm Hamilton là 
H — pr# + pạÖ + p;2 —EÙ 
= sút +r?82 + ¿?) — có 


_ 
2m  2mr? 


1 Pu „1 Tn cẾ 
ăn Dn* (Em) +7; — có. 


(b) Khi !7 không là hàm hiện của thời gian, nó là một hằng số chuyển 
động. Ngoài ra do 


1 2 4 P? 
- J" 
(m + sebr ) + 5 có 


_ôH 
Đa, ` 


Đi = 
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nêu # không chứa ạ; một cách tường minh, thì p; là một hằng số của chuyển 
động. Từ đó pạ, p; là các hằng số chuyển động. Một cách tường minh, 


_ l |3 HN: Thy để Si 
m= an bÈ+( +š£Br) +? cộ = EÈ, 


T 


¬- 
Da = Tnr?Ö ~ neBr” =Ci, 
Ðy = T2 = C2, 


ở đây E, C\, Ơs là các hằng sô. 
(c) Điều kiện ban đầu r = a,? =ô= z =0 tại ‡ = 0 cho ta 


E = -eộ = cản, Œị= _. Œ =0. 
Pz = Cạ = 0 nghĩa là không có chuyển động theo trục z. # = E; cho ta 
1 3 1 : a2\? In (R) 
2m lí¬ (se) (-') + củo m (#) = của . 


Giả thiết một giá trị 7„ của từ trường sẽ chỉ khiến cho diện tử đạt tới hình trụ 
ngoài. Khi đó, do p„ = 0 tại r = Ö, biểu thức trên cho ta 


1 1 : a2\? : 
ĐP, (sz.) (a- 5) = cớo ` 


& ` In. Ä 
nêu ta cho rằng ø < ?P, nỏ rút gọn về 


hay 
1 D Ly 
Đệ — 2meón — (sen) = (B}- B”) (s-") : 
p- là thực tại r = R nêu Ø < B,. Do đó dưới điểu kiện này diện tử có thể tới 


trụ ngoài. Nêu Øö > ,, ør là ảo tại r = P và diện tử không thể tới trụ ngoài. 
Với trường hợp sau quỹ đạo của điện tử được phác họa trên hình 2.74. 
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~ 


¬wx 
Hình 2.74 
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Xét hàm Lagrange 


1 
L= am(# — 02r2)c1t 


đối với chuyển động của chất điểm m trong một chiều (+). Gác hằng SỐ 7, 
và . là thực và duong. 

(a) Tìm phương trình chuyển động. 

(b) Giải thích phương trình chuyển động bằng cách nêu các loại lực mà 
chất điểm chịu tác dụng. 


(c) Tìm động lượng chính tắc và từ đó xây dựng hàm Hamilton. 


(đ) Hàm Hamilton có phải là hằng sô của chuyển động? Năng lượng có 
được bảo toàn không? Giải thích. 


(e) Với điều kiện ban dầu z(0) = 0 và #(0) = 0o, z(?) tiệm cận đến cái gì 
khi ¿ ¬ œ? 


(Wisconsin ) 
Lời giải: 


(a) Phương trình Lagrange 


4 (8E\_ BE _. 
đt \Ô2? 8z — 


cho phương trình chuyển động 


#+u#+ = —+z. 


(b) Hạt chuyển động như một dao động tử điều hòa tắt dần. Nó chịu một 
lực hồi phục ~zmu2z và lực làm suy giảm —rn++ tỉ lệ với tốc độ của nó. 
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(c) Động lượng chính tắc là 


p= ` = me?!+ 
và hàm Hamilton là 
H=p+—E 
2L 


: 1 
=ne?!‡ 2me?!4? + 2 meTlu3z? 


2„—+~t 1 
e 
= + gi )r1et : 


2m 


(đ) Vì # phụ thuộc tường minh vào thời gian, nên nó không phải là một 
hằng số chuyển động. Điều đó suy ra năng lượng cũng không được bảo toàn. 
Về mặt vật lý, trong quá trình chuyển động, lực làm tất dẫn thực hiện liên tục 
công âm, gây nên tiêu tắn năng lượng. 


(e) Thử một nghiệm kiểu z ~. «9t, Thay thế vào phương trình chuyển 
động cho ta 
Q?—i+0— „2? =0, 


nó cho các nghiệm 


Do đó 
z= Áexp -s(+ v»? . + Bexp |-so- V⁄+2 - 4„)t 


Các điều kiện ban đầu z = 0, # = tụ tại £ = 0 cho ta 


: Đ 
B=-^A, "===_- 
+2 — 4uˆ2 
Nếu + < 2œ, đặt j/+2 — 42 = ¿„\. Khi đó 
+9) f ; U HN 
xz—_-_ e=5(c- — e“\)= —e * sin(u#), 
2:2 a1] 


đo đó z — 0 khi £ — œo, 


Nếu + > 2, thì cả hai y+ v⁄+2 — 4/2 đều là thực và dương do đó sẽ không 
có dao động và z sẽ giảm đơn điệu tới Ö khi ‡ — œ. 
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Một hạt bị giam ở bên trong một cái hộp và chỉ có thể chuyển động dọc 
theo trục z. Các vách hai đầu chuyển động tới tâm với tốc độ nhỏ so với tốc 
độ hạt (hình 2.75). 


(a) Nêu động lượng của hạt là pọ khi các vách hộp ở cách nhau một khoảng 
zụ, tìm động lượng của hạt ở thời điểm bất kì sau đó. Va chạm với vách là hoàn 
toàn đàn hồi. Thừa nhận trong suốt thời gian tóc độ của hạt nhỏ hơn rất nhiều 
so với tóc độ ánh sáng. 

(b) Khi các vách ỏ cách nhau một khoảng z ngoại lực trung bình phải đặt 
vào mỗi vách là bao nhiêu để nó chuyển động với vận tốc không đổi V? 

(UC, Berkelsy ) 


Hinh 2.75 


Lời giải: 

(a) Xét va chạm của hạt với một trong các vách. Khi va chạm là hoàn toàn 
đàn hồi, các tốc độ tương đôi trước và sau va chạm là bằng nhau, Nếu hạt là 
hạt tới với vận tốc » và phản xạ lại với vận tốc œ' và vách có vận tốc V hướng 
tới hạt, thì ta có 

u+V—ư~V, 
có nghĩa là 
: ưu =u+2V. 
Như vậy sau mỗi va chạm, độ lớn của động lượng hạt tăng thêm một lượng 
.2mV, rn là khối lượng hạt. Khi các vách ở khoảng cách z, do V nhỏ hơn nhiễu 
so với tốc độ của hạt, nên quãng thời gian giữa hai va chạm liên tiếp là 


p là động lượng hạt. Độ thay đổi động lượng trong thời gian đ là 


đp = 2mvŸ% = 2) : 
T ku 
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Khi các vách chuyển động lại với nhau với vận tốc V, 
z=Zo T— 2V£, 
đo thời gian từ thời điểm z = zo. Khi đó 


pd+ 
_ 


đp = 


Do p = pạọ khỉ đó z = zoọ, tích phân của nó cho ta 


p= PoTZo s. D00 
+ #o — 2V† ` 


(b) Xét va chạm của hạt với rnột vách. Động lượng hạt đạt được là 
p+ 2mV — (—p) = 2p + 2mV. 


Khoảng thời gian giữa hai va chạm liên tiếp với vách đó là 


T'— 2x ` 2zm 
lạ 7 ‹ 
đo đó độ thay đổi động lượng gây ra do va chạm với vách trong thời gian đ/ là 
dị 


Từ đó 

dp _ (p+ mV)p  p° _ pậx 

đt = +?mn ð +7Tn 4 rã 
do # > V. Đó là lực mà vách tác dụng lên hạt. Để giữ vách chuyển động với 
vận tốc không đổi, lực cùng giá trị phải tác dụng vào mỗi vách, Bài toán cũng 
có thể được giải nhờ sử dụng hình thức luận Hamilton. Sử dụng hệ quy chiếu 
sắn vào một trong các vách, thí dụ vách bên trái. Như ở hình 2.75, hạt có vận 
tốc —+ - V. Hàm Hamilton là 


LINK... 
2m 2m+2 ` 


1 2 
= na +mV)ˆ 
Lực trên hạt là ø , nó được cho bởi phương trình Hamilton 


._ _9H _ pâzậ 
— 9z mz3ˆ` 
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2078 
Dâu ngoặc Poisson được định nghĩa bởi 


8z Øb 9a ôb 
=ới = 3 (ấn đạc — Am ôn )ˆ 


(a) Hãy chỉ ra rằng đổi với một đại lượng động lực a(4, p, †) 


da 3a 

—=lä MÌ4+—.. 

dị ti đã ðt 
Dao động tử hai chiều có các năng lượng 


. I.. 
7,0) = sm(4 + ??) : 


1 
VỆ) = SK(? + v2) + Caụ, 


ở đây € và K là các hằng số. 
(b) Hãy chỉ ra bằng một phép biến đổi toạ độ rằng đao động tử này là 
tương đương với một dao động tử điểu hòa không đẳng hướng. 


(c) Hãy tìm hai hằng số độc lập của chuyển dộng và kiểm tra có sử dụng 
À 
phân (a). 


(d) Nêu Œ = 0 hãy tìm hằng số thứ ba của chuyển động. 
(e) Chứng minh rằng đối với dao động tử đẳng hướng ma trận đổi xứng. 


là một hằng số chuyển động bằng cách biểu diễn mỗi phần tử theo các hằng 
sỐ chuyển động đã biết. 

(Wisconsirn ) 
Lời giải: 


(a) Sử dụng các phương trình chính tắc Hamilton 
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ta tìna được 


đi qk D 
yÔqkÔpk “7 ÔpyÔq - ðI 
=laHỊ+c. 


(b) Đưa vào các biển số mới 


?„= Sa +), =6 1)a 


v2 
ta có Ề 
xì Mildiay sjệo sỹ) 
Khi đó 
T= 2m |(ñ +Ô? + (ä— Ø}] 
| . : 
= gm(Ú2 + È?), 
V= zK[(n+©? + (n— £”]+ sC0P — €?) 
= šK(tÊ +8) + 2 C0 — £) 
] 2 
= sa(K + + s(K ~ CŒ)£ˆ, 
L=Lhìi+ ha, 
với 


=... 2 
Tạ = 5 mi s(K + : 


lạ = gmỆP — s( — Ơ)ỆP. 


Lưu ý rằng đạng của L\ và L¿ chỉ thị rằng r¡ và £ là các toạ độ chuẩn tắc. Do 
đó hệ tương đương với hai dao động tử điều hòa tương ứng với các tân số góc 
k+€ K-C 


42 — tị ————. 


( — ' 
T1" Tn, 


,0BTMG CØHỌC 
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Do các tần số là khác nhau hệ tác dụng như một dao động tử điều hòa không 
đẳng hướng. 

(e) Do theo định nghĩa các xung lượng chính tắc là 


H = bạn + pyếT— L 
BE 1 1 
~ amPn + += s(K +)n+< z(K - C)£?. 
Cũng có thể viết H như sau 
N=Hì+1H; 
Với Hì, Hạ tương ứng lần lượt với 7+, rạ, nghĩa là 


Dị ˆ bế: 1 
1h =z— K+Cìn Hy=„—~+1z 
TS chê g sí + ST 
VỊ Hị, Hạ không chứa + một cách tương minh, ta có 
= 


(K - C)£P. 


= [Hì,HỊ = [Hị, fhị + Ha] = [Hì, Ehị + [Hì, Hà] = [Hìị, H)] 


ÔHðöH; ôH(ôH, ôH 6H ôH6H; _ 


_ôn Ôp ÔỆ Ông Ổp, Ôn  Ôpc Ô€ 
và, tương tự 


Do đó Hạ, H; là hai hằng số độc lập của chuyển động. 
(d) Nếu Ở = 0, ứị = œ¿ và dao động tử trỏ thành dao động tử đẳng hướng. 
Hàm Hamilton là 


1 
H= m—Pn †g— 


2. 


mui 
Đặt J = m(npy — €pn). Khi đó ta có 
_ =lđờn 


_9JðH ðJ0H ðöJ0HN 6J0H 


—ôÔnÔp ôm ôn  Ô€Ôn  ôp; Ô€ 


= Đẹpn + TLKỆT† — pnpẹ — mm En€ = 0, 
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J cũng là một hằng số chuyển động. 
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(e) Với dao động tử đẳng hướng, Œ — 0 và z, ¿ đã là những toạ độ chuẩn 
tắc. Như chỉ ra ở trên, có ba hằng sô chuyển động đã biết 


jJ = m(#pụ — Pa) - 
Do Ani = E¡, Áz¿ — Ea, các phần tử đường chéo của ma trận 4,; là các hằng 
số chuyển động. Xét 


2 
ElE ~ KJ =Í 


Là. 2 Đã AT Bj 2 
ta) đi 3y 


4m3” 
2 
2m. 


2 


Vì về bên trái là hằng số, 4¿ = Az¡ = hằng số. Do đó Á là ma trận của các 
À M ^ ~. 
phần tử không đổi. 
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Xét hệ hạt mạ = rmạ được nỗi bởi một sợi dây thừng đài ¿ với nạ bị ràng 
buộc ở tại bề mặt một hình nón thắng mà bán góc là œ và rn¡ được treo tự do 
Sát. 


bên trong hình nón, dây đi qua một lễ ở đỉnh nón như ở hình 2.76. Bỏ qua ma 


toạ độ suy rộng. 


(a) Hãy đưa ra một hệ tọa độ suy rộng thích hợp cho bài toán. 
(b) Hãy viết hàm Lagrange của hệ và phương trình chuyển động cho mỗi 


(e) Viết hàm Hamilron của hệ. 
(đ) Biểu diễn tần số góc đổi với mm; chuyển động theo quỹ đạo tròn theo 
các biến số của bài toán. 
(Wbconsin ) 
Lời giải: 


(a) Sử dụng các toạ độ cầu với gốc tại đỉnh nón như ở hình 2.76. Toạ độ 
của mmị, mạ tương ứng là (r,0,@), ( — r, — œ, 8). Các biển số r,6, ¿, đ được 
lây là toạ độ suy rộng. 


(b) Các vận tốc của rn,rn; tương ứng là (*,rồ,r@sinØ), (—?,0,(1— 
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Hình 2.76 


r)Øsin(x — œ)). Hàm Lagrange của hệ khi đó là 
LÙ=ẽT-V 
= 2m|2? + rổ? + r202 sìn? @ + (L— r)2`? sin?(x — a)| 


— mợr cos Ð + mg(Ì — 7) cos œ. 


đ (2L _ 8E _, 
đt \ 0¿; Ôqạ - 


" là TÔ v2 
mr?¿sin?Ø = pụ„, một hằng số, 


Các phương trình Lagrange 


cho ta 


m(l á> r)28 sìn?(œ _ ơ) = D9 một hằng số h 
2# — r(8” + @? sin? 6) + (L— r)Ø? sin? œ + g(cos Ø + cos œ) = 0, 
rõ + 2Ô — rộ” sin Ø cos 8 — g sìn Ø = 0. 


(c) Hai xung lượng chính tắc khác là 
_ äE —- : _— 8Ù — sa 
Đụ Tu “TẤN .1EY-T PA SÓU Đế: 


Hàm Hamilton là 
H = pr? + p;ô + pgÒ + paổ — L 
2 
- . „ _Độ Hạ — 
4m 2mr2 2mr?2sin?0  2m(l~ r)2sin°œ 


+ mẹtr cos Ô — mg(Ù — r) cosœ. 
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(d) Nếu zmạ chuyển động trong quỹ đạo tròn, z = hằng số và tần số góc 
của chuyển động quay là 


j7... 
Š m(Ì — r)2sin? œ ` 
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Các phương trình biên đổi giữa hai hệ toạ độ là 


@=In(1 +2 cos n} 
P=2(I+ q? cos p)q2 sin?p. 


(a) Hãy chứng minh trực tiếp từ các phương trình biến đổi rằng Q, P là 
các biến số chính tắc nễu ø và p cũng là các biến chính tắc. 
(b) Hãy chứng mính rằng hàm sinh ra từ phép biến đổi giữa hai tập biên 
chính tắc đó là 
Fà = -|exp(Q) — 1J?tan?p. 


(SUNY, Buffalo ) 
Lời giải: 
(a) Do [Q, @] = 0, [P, PỊ = 0, 
ôQôP_ ôPöQ 
Sh =6 
Bình 3ạgạðp 0g ôp 
_A 
= ` ý sin?p +íl+ q3 cos p)q? cos p] 
l +g?cosp 
q2sin?p ' : 
——r—— [sp + (1 +4? cosp)g”?] = 1, 
I+g?cosp 


Phép biên đổi là chính tắc. Nếu ø,p là các biến chính tắc, thì Q, P cũng như 
Vậy. 
(b) Khi giải các phương trình biến đổi đối với ạ và p ta nhận được 
4= (e9 ~ 1)? sec? p, 
P=2c9(8 ~ 1)tanp. 
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Vì phép biến đổi là chính tắc, nên tổn tại một hàm sinh F;(Q, ø) sao cho 


-_55 Ý_ñB5 
ðØp ` 3Q 
cho các phương trình biến đổi. Do 
3F 9F 


đữa = dQ + ôp đp = — PdQ — qđp 


öQ 
= —dl(e9 — 1)?]tgp — (e2 — 1)?dtgp 
= —dl(e9 — 1) “tgp] 


ta nhận được 
Fa = —(e9 — 1)*tgp . 
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Một hạt khối lượng rn chuyển động theo một chiều ạ trong trường thê năng 
V(q) và bị trễ bởi lực làm tắt đẳn —2zn+¿ tỉ lệ với vận tốc của nó. 


(a) Chứng mình rằng phương trình chuyển động có thể nhận được từ hàm 
Lagrange 


TƯ: 
1= cxp(2yÐ) |;mớ x Vú)| 
và hàm Hamilton là 


 ic 
H= ¬ + V(4) exp(2#t), 


ỏ đây p = m¿ exp(2+t) là xung lượng liên hợp với g. 
(b) Đối với hàm sinh 
Phía, P,Ð = ep()aP - 


hãy tìm hàm Hamilton biên đổi K (Q, P,z). Đôi với một thê dao động tử 
1 
Víq) = 2 ma 4? 


chứng minh rằng hàm Hamilton biên đổi sinh ra một hằng số chuyển động 


P 


1 
K—-—>—mư?ˆ P. 
ma. Q++Q 
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(c) Hãy rút ra nghiệm a(‡) cho đao động tử tắt dần từ hằng số chuyển 
động trong (b) trong trường hợp tắt dần quá yêu + < u. Bạn có thể cần phải 
tích phân 

J Gez —sin lz 
v1i-zˆ : 
(Wisconsin ) 
Lời giải: 
(a) Phương trình Lagrange 


ch hU 
dt \Ða Ôn _ 


w 9V : 
mạ = “ng — 2m+q. 


cho ta 


Hạt được xem là chịu tác đụng của lực thế _% và lực làm tắt dẫn —2m+¿ tỉ 


lệ với tốc độ của nó. Do đó hàm Lagrange đã cho là thích hợp. Hàm Hamilton 
được cho bởi 


H =pà¿—L 
vỏi 

p= % = mác”, 
Như vậy 


1 pàc-?rì 
H=Ị- z2 2yL_ EU 7 — 2. 
( m + v) € Đn. + V(q)e 


(b) Đôi với hàm sinh là F;(a, P,?) ta có 


p=Pe",  Q=qe", 


p?e_ ?t 


K + V(q)e?!! + xgPe*! . 


2m 


Đối với đao động tử của thể 


¬. CN: 2¬32„—2*t 
V = pm = Tm“Q le : 
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hàm Hamilton biến đổi là 
đc xayL 
K=—+mu?Q?++QP. 
2m 2 
Vì nó không phụ thuộc tường mính vào thời gian, Z là một hằng số chuyển 
động. 


(c) Các phương trình Hamilton chính tắc là 


b= = —m?Q — xP, 


Lây đạo hàm phương trình thứ hai và sử dụng các phương trình gốc ta có 
9+(@?—-+?)@=0. 
Trong trường hợp tắt dần quá yếu, „ > + và ta có thể đặt 
-.. 
trong đó œ¡ là số thực dương. Khi đó nghiệm là 
Q= Ásin(it + 2), 
ở đây A, ¿ là hằng số. Do vị 
P=m(Q~ +Q), 
La có 
K= sm|(Ò —+Q)? +u”Q? + 2zQ(@ — +9)] = sm(Ó? +ư‡Q?)= 2 mui 4, 


suy ra 


` 
LỊ Tn. 
Từ đó nghiệm là 
1 /2K ; 
g={Qe jn sin(¿£ +ự}. 
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Giả sử rằng một hệ với hàm Hamilton không phụ thuộc thời gian Họ(q, p) 
đã áp đặt lên nó một trường ngoài dao động, do đó hàm Hamilton trỏ thành 
H = Ho(q,p) ~ eqsìnœt, ð đây e và œ là các hằng số đã cho. 
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(a) Ý nghĩa vật lý của e sin u# là gì? 

(b) Phương trình chính tắc của chuyển động đã bị biễn đổi thế nào? 

(c) Tìm phép biến đổi chính tắc giữ được dạng chính tắc của các phương 
trình chuyển động. Hàm Hamilton "mới" là gì? 

(Wisconsin) 

Lời giải: 

(a) Cách giải thích khả đi như được chỉ ra ở thí dụ sau. Một hạt điện tích 
e chuyển động trong điện trường đều trong không gian nhưng dao động theo 
thời gian, cụ thể một điện trường mà cường độ của nó được biểu diễn bằng 
(c/e) sìn œf. Khi đồ e sin 3ý là lực do điện trường tác dụng lên hạt. 

(b) Các phương trình chính tắc Hamilton của chuyển động bây giờ là 


,_ 8H _ Họ 
Vi TNG No 
 ¬—. +£sin(i). 


(c) Ta có 
H(q,p,t) = Ho(q,p) ~ eqsìn(o‡) 
và muốn tìm một Hamilton mới 


K£(Q,P) — Ha(q, ?) 
qua một phép biễn đổi chính tắc. Đặt hàm sinh là F;(a, P,¿). Khí 


= =K—H=eqsn(ut), 


ta lễ 
y Sỳ 
Fạ =gP— — coa(ut). 
“ 


Các phương trình biến đổi là 


= Tôn =P— _—cos(ut), 
hay 
P=p+ =cos(i), 
và 
Q= Tng 
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Khi đó 
+⁄(Q,P)= H+ = 
= Ho(q,p) — egsin(œ#) + eqg sin(u†) 
= Ho(Q,P.— Ễ cos(1), 


ôK _ ôHạ ôp _ 8H _._—ð 
ôP_ ôpôöP ốp 1%) 
ðK — ô6Hoôa _ 9H _. : _ 
“8Q” ?q 0Q” —ôa =ð—zsin(ut) = P, 
có sử dụng kết quả trong @®). Do đó phép biên đổi khôi phục dạng chính tắc 
của các phương trình chuyển động với hàm Hamilton Ha. 
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(a) Hãy giải phương trình Hamilton-Jacobi đôi với hàm sinh S(4, œ, ¿) trong 
trường hợp của một hạt đơn chuyển động dưới tác dụng hàm Hamilton H = 
3p?. Hãy tìm phép biến đổi chính tắc ạ = q(đ, œ), và p = p(, ø), ö đây Ø và œ 
tương ứng là tọa độ và xung lượng. Giải thích kết Lông 

(b) Nếu có hàm Hamilton nhiễu loạn #7 = 242, khi đó ø sẽ không còn là 
hằng số. Biểu thị hàm Hamilton đã biến đổi K (sử dụng chính phép biến đổi 
đã tìm được trong phần (a)) theo œ, đ và ¿. Hãy giải với Ø(#) và œ(t) và chứng 
minh rằng nghiệm bị nhiễu loạn 

q00),a(ì, — pi08(0),a@)] 

là hàm điều hòa đơn giản. Bạn có thể cần tích phân 


dT —.ụ 
z2+1— 6 Đà, 


— Janaa = ln(eosz) . 
: (Wisconsin ) 
Lời giải: 
(a) Phương trình Hamilton-Jacobi là 


8S 
ðt + Hịa, p, t) =0 
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với p = 37 đôi với trường này trở thành 
98 „1/059? 
+. th. bi: 
9: 2\x0ôg 
Vì H không phụ thuộc một cách tường mình vào g,¿, ta có thể lấy hai số 
hạng ở về bên trái lần lượt bằng —+, +, ở đây + nhiễu nhất là một hàm của p. 


Khi đó 
%S=vw2>yg—-*t. 
Đặt œ = v+, ta có hàm sinh 


1 
8 =aqT soŸt, 


Hằng số œ có thể được lây là xung lượng mới P. Các phương trình biên đổi 
như vậy là 


66 
p Ôq =@y 
3S 9S 3 
Q AP nh o‡ = Ö, chăng hạn . 


khi g = Ø + œ, hạt chuyển động với vận tốc đồng nhất 2 trong hệ ạ, p. 
(b) Hàm Hamilton nhiều loạn là 


2|. 


2 
p 
j=. 
TNG 


Nó được biến đổi thành 


6S p 4@ œ2 1 ả 
= H —— = — — — — =_-— 
E + ôi D 2 2 D (8 + at) 
như các phương trình biến đổi trong (a). Các phương trình Hamilton 
. 3K . 3K 
Q=ạp Ủ=T-jo 
cho ta 


8= (8+ øœt, ở = -(8 + ơi). 


Lưu ý rằng œ = P, Ø = Q có thể không còn được xem là hằng số nữa vì J7 đã 
bị biến đổi. Các phương trình cuỗi cùng kết hợp lại thành 


=+œ=0Ô, 
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chỉ ra rằng œ là hàm điều hòa 
œ = œo sin(f +}, 
ở đây ơo, œ là hằng số, và như thê 
8Ö = -ờ_~ đ‡ = —ơa[cos( + @) + tsin(£ + @)} . 

Các phương trình biến đổi khi đó cho 

? = œ= ơg sin(t + @) , 

q= 8+ ơt = Tà = —ứg cos(£ + 0}. 


Do đó nghiệm dỗi với hệ bị nhiễu loạn là hàm điều hòa. 
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(a) Ta hãy đặt một lực trượt lên một khối rắn hình chữ nhật như ở hình 
2.77. Hãy tìm quan hệ giữa dịch chuyển ¡ và lực được đặt vào trong giới hạn 
đàn hi. 


Hình 2.77 


(b) Các tính chất đàn hồi của vật rắn chập nhận sóng đàn hỏi. Giả sử một 
sóng phẳng ngang truyền theo hướng z và dao động của nó theo hướng ÿ. 
Hãy đưa ra phương trình chuyển động đối với dịch chuyển. 

(c) Hãy tìm biểu thức cho tốc độ truyền sóng đàn hồi ngang. 

(SUNY, Buƒffalo ) 
Lời giải: 
(a) Định luật Hooke cho sự trượt 


An 
A- › 


Cơ học giải tích 631 


ö đây Ƒ là lực trượt, n là suất trượt của vật liệu của khối, œ là góc trượt, và A 
là tiết điện ngang của khối song song với F, đưa đến dịch chuyển kết quả như 


IƑF 


klu 2067777, 


do ¿ là góc nhỏ 
(b) Thể năng của một đơn ví thể tích của khối gây ra do biên dạng trượt là 


' = ` 9 1 u ° 


Động năng của khói trong quá trình trượt là 
I 2 
1 Ôu 
k2 (.) se 
ø là mật độ của khối. Trong giới hạn đàn hỏi, năng lượng được xem xét và 
nguyên lý Hamilton 
lì 
s ƒ +Ldt = 
h 
được áp dụng. Như vậy 
ĐH 5» /rlÍn /Ô0u\” p(ôu\? 
s @==s [" [ÍR() -Ÿ(8) |aee=e. 
Do tích phân từng phân ta có 
l 2 
ĐØu 8u ð 
[48+=()2eez 
1 
=”” (5) ồu TII- CS uyệc : 
ÔÖz 0 0 
L /Ø8uN? ôu ự 8°u 
— -2|— *. 
/:(5) di (5) "1 (S ) tu, 


và do ôu = ÔÚ tại  = 0, Ï và £ = í, tạ, các biểu thức trên thành 


Lộ] 2q F 
=j l (‹ TP z5) tu Adrdi = 
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suy ra 
AN 
Ôz? nôi - 
như là phương trình chuyển động cho dịch chuyển u. 
(c) Phương trình chỉ ra rằng địch chuyển +, vốn nằm ở hướng ¿ lại lăn 
truyền đọc theo hướng z như một sóng với vận tộc 
n 


U“= Tớ. 


p 
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THUYÊT TƯƠNG ĐỐI HẸP (3001 -3054) 


3001 


(a) Mô tả tóm tắt tình trạng khó xử khiến phải phát triển lý thuyết tương 
đối hẹp. 

(b) Mô tả một lý thuyết trước đó mà có thể gạt bỏ nhu câu về thuyết tương 
đối hẹp và nêu thí nghiệm chứng tỏ lý thuyết đó là sai. 


(c) Mô tả một thí nghiệm hiện đại làm tăng sự tin tưởng vào của thuyết 
tương đỗi hẹp. 


(Wisconsin ) 


Lời giải: 

(a) Theo lý thuyết điện từ của Maxwell, tốc độ truyền sóng đện từ trong 
không gian tự do, c, là một hằng số không phụ thuộc vào tốc độ nguồn bức 
xạ điện từ. Điều này ngược với phép biến đổi Galileo vốn được áp dụng cho 
các hệ quy chiêu quản tính. Nếu lý thuyết Maxwell đúng trong một hệ quy 
chiếu quán tính, thì nó có thể không đúng trong các hệ quy chiêu quán tính 
khác chuyển động tương đôi so với hệ đầu. Tình trạng khó xử là ở chỗ hoặc lý 
thuyết điện từ Maxwell đúng hoặc cơ học Newton đúng chứ không thể cả hai, 
mặc dù vậy cả hai lý thuyết đều có vẻ có nên tảng vững chắc. 

(b) Một lý thuyết trước đây đã được thử dùng để giải quyết tình trạng khó 
xử, đó là lý thuyết ête. Nó phỏng đoán rằng vũ trụ được chứa đầy bởi môi 
trường tưởng tượng lan tỏa khắp nơi được gọi là ête và lý thuyết Maxwell chỉ 
đúng trong hệ quy chiêu đứng yên so với ête. Nhưng thí nghiệm Michelson đã 
định đo vận tốc của trái đất so với ête luôn cho kết quả bằng không mặc dù 
trái đất chuyển động trong hệ mặt trời và hệ mặt trời tự nó cũng chuyển động. 
Như vậy không thể chứng minh được sự có mặt của ête và lý thuyết ête bị bác 
bỏ. 

(c) Lẫy thí dụ thí nghiệm Herter đo thời gian tới của hai photon được phát 
ra do sự hủy của positron trong khi bay. Các detectơ đặt ở các vị trí khác nhau 
với cùng một khoảng cách từ vị trí mà ở đó xảy ra sự hủy. Người ta đã phát 
hiện ra rằng hai photon đến detectơ đồng thời. Điều đó chỉ ra rằng ánh sáng 
phát ra theo các hướng khác nhau từ một nguồn chuyển động nhanh có vận 
tóc không đổi? 
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Một người đi du lịch trong không gian (trên tàu vũ trụ) với vận tốc là ø, 
so khớp đồng hồ của anh ta (# = 0) với đểng hồ của người bạn trên mặt đất 
(+ = 0). Sau đó người bạn trên mặt đất quan sát đồng thời cả hai đồng hồ ¡ 
một cách trực tiếp và t' thông qua một kính viễn vọng. Hỏi rằng khi # chỉ một 
giờ thì / chỉ mây giờ? 

(UG, Berkeley ) 
Lời giải: 

Gọi E, 5! là các hệ quy chiều tương ứng trên mặt đắt và tàu vũ trụ với các 
trục z dọc theo hướng vận tốc tương đối và đặt (;¡ = 4 = 0, z¡ = z4 = 0 khi 
các đồng hồ được so khóp. Ta xem xét sự kiện khi đồng hỗ trên tàu vũ trụ chỉ 
1. Các phương trình biến đổi là 


clạ = Y(ch; + 8z») = +ch;, 
Tạ = 1(đ; + Öct) = +6et; , 


ö đây Ö = ÿ,+y = = đo z¿ = z¡ = 0. Tín hiệu ánh sáng truyền trong 
khoảng thời gian 


At = — =~t$ 
C 


để tới người bạn trên mặt đất. Bởi vậy đẳng hỗ của anh ấy chỉ 


ta + At = y(\ + Ø) = 


khi anh ấy nhìn ¿; = 1 giờ qua kính viễn vọng. 
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Một nguồn sáng đứng yên ở vị trí z = 0 trong hệ quy chiếu Š ra hai phát 
2 xung ánh sáng (gọi là Pị và ?ạ), P¿ tại thời điểm + = 0 và Đ› tại thời điểm 
L =7. Một hệ quy chiêu S' chuyển động với vận tốc u$ so với S. Một người 
quan sát trong hệ quy chiều #' nhận xung ban đầu P› tại thời điểm # = 0 tại 
vị trí z = 0. 


(a) Xác định thời gian z' giữa hai lần thu các xung ở z = 0 như hàm của 


Àđ3—=#% 
TVà=°. 
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(b) Từ (a) xác định một biểu thức chính xác cho hiệu ứng Doppler dọc, có 
nghĩa là tỉnh A“ dựa trên À và đ, trong đó À và À' la các bước sóng ánh sáng 
trong chân không được đo tương ứng trong Š và S7, 

(c) Xác định dịch chuyển Doppler tới các số hạng bậc nhất và bậc hai của 
- dỗi với phát xạ ; (A = 4861,33 Ä) từ mức trung hòa đổi với các nguyên 
tử các proton được gia tốc nhờ một thế 20 kV Giả sử rằng sự phát xa xảy 
ra sau khi gia tốc và trong khi các broton chuyển động với vận tốc không đổi. 

. Cũng giả sử rằng trục quang của quang phổ kế song song với chuyển động của 
các proton. 
(Chicago ) 
Lời giải: 


Hình 3.1 


(a) Các hệ quy chiêu quán tính 5, #” được chỉ ra trong hình 3.1. Giả sử 
rằng các gốc tọa độ Ó và Ø' trùng nhau tại thời điểm ¿ = # = 0 do đó sự phát 
xạ P\¡ và sự tới chỗ người quan sát của nó cả hai đều xảy ra ở z = 0, £ = 0, 
z' =0, # = 0 như đã cho. Sự phát xạ P¿ Ở z — Ú, £ = 7 trong hệ ® và 


#' = x(# — đc) = —+xÔeT, 
"mm =*T 
E 
trong hệ Ø. Tín hiệu truyền trong khoảng thời gian 
: 
Af= l = *+Ôr 
c 
để đến người quan sát. Bởi vậy người quan sát ghi nhận được thời gian tới là 


+ A/ =+(1+Ø)r, 


hoặc 
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(b) Gọi 7,7? là các khoảng giữa hai xung liên tiếp tương ứng trong hệ ®, 
S', ta có các tần số 


và các bước sóng , 


€ / 
À=_—- =ứ£ƒr, A'=cr=À 
H 


tương ứng trong hệ Š và S5“, 

(c) Mỗi proton có năng lượng 20 keV, nhỏ hơn nhiều so với năng lượng 
khôi lượng nghỉ 936 MeV do đó vận tốc của các proton có thể thu được theo 
cách phi tương đôi tính. Bỏi vậy 


40 x 10-3 
= 4. 
Van = = 936 Tên nhào 


Do Z nhỏ, ta có thể khai triển A'(Ø) như một chuỗi lũy thừa 


ý 
X'=A T8 *À(1+8+5/2+e) 


Dịch chuyển bậc nhất của phát xạ Hạ là 
AA= ÀØ = 4861 x 6,54 x 103 = 31,8 Ả, 


và địch chuyển bậc hai là 


AA= SA? = 0,10 Ä. 
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(a) Xét các phép biến đổi Lorentz (1T) giữa các hệ toạ độ 6, 6” và Š“ được 
chỉ ra ở hình 3.2, ở đó tất cả trục z song song với nhau, và Š' và #” chuyến 
động theo hướng dương của z. Chứng minh rằng dối với kiểu biến đổi này 
nghịch đảo của LT là một LT, và kết quả tổng hợp của hai phép biến đối 1T là 
một LT khác. 

Nếu vận tốc tương dối của 6' so với ,5 là ø¡, và vận tốc của S” so với S' là 
uạ, hãy đưa ra biểu thức vận tốc tương đôi của Š” so với Z. 
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Hình 3.2 


(b) Trong vật lý hạt, tương tác giữa các hạt được cho là xuất phát từ sự 
trao đổi một hạt như được chỉ ra ở hình 3.3. Chứng minh rằng hạt được trao 
đổi không phải là hạt thực mà là hạt ảo. 


(SUNY; Buffalo } 
ĐỊ Đ2 
k 
Øì 2 
Hình 3.3 Hình 3.4 


Lời giải: 


Phép biến đổi Lorentz giữa các hệ tọa độ #$, 5” được cho bởi 


#' = JI(Z — địct), ự=%U, ở Si cÉ = +i(ct — i2), 


8 UỊ 1 
mm Su NI}. 7= k 
e w1-Ø 


Theo nguyên lý tương dồi, tất cả các hệ quy chiều quản tính là tương đương, 
do đó phép biến đổi từ Š sang 5 phải có dạng giống như phép biến đổi từ 
#' sang Ø. Tuy nhiên, khi vận tốc tương đối của #' so với 5 là ơị thì vận tốc 
tương đôi của 8 so với 6 là —ạ. Vì thể, phép biến đổi từ #' sang #, nghĩa là 
biễn đổi ngược, là 


r 


+ =i(# + Øđịet), U=U, z=z,  c=+(cf+fiz), 


ta thầy chúng cũng là một phép biên đổi Lorentz. 
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Xét 
Ứ = (4# — 8;cP) = *a|(œ ~ yct) — Ôa(ct — đaz)} 
= %¡[(L + ØØa)z — (đi + Ø)<1] , 
cÉ' = +;(ef — 8a+') = Tam[(1 + ổuđa)ct — (ðu + 8a)z] › 
ở đó 
 = S, +2 =  — : 
: v=5 
Khi viết 
8= địt : += — : 
L+® v1i—8 
ta CÓ 
"hố. cốc. 
bà 1+9 (1+2 Ý?7+2(1 + 8)? ` 
hay 


y =i*2(1 + Ø8) . 
Do đó, phép biên đổi từ 9 sang 8” được cho bởi 
+” = +(z — 8et), “=, z”=z, cÈ” = +(ct — 8z), 
chứng tỏ rằng nó cũng là một phép biên đổi Lorentz. Như vậy, kết quả tổng 
hợp của hai phép biên đổi LT cũng là một LT. 


Chú ý rằng Øc là vận tốc của 9” so với Ø. Điều đó có thể chứng minh trực 
tiếp như sau. Xét phép biên đổi giữa 6S và 6”. Lây vi phân ta có 


dz = xị(dx + 8ịcdf) , 
cdt — +yị(cất + da}, 


và 
_ dư — UU +1, 
đ 1+9 


ˆ Z ^ kÃ ^ -Ai . Z4 ` ^ £ , 
Như vậy, với +, vận tốc của một điểm tương đôi với #”, và wạ, vận tốc của 6” 
đôi với S, vận tốc của điểm đó so với được cho bởi biểu thức trên. Nếu điểm 
đó đứng yên trong Š”, thì khi đó ¿ = 0 và quan hệ đó cho 


đ + 


P" t8 
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như mong đợi. 


(b) Như chỉ ra ở hình 3.4, bằng cách trao đổi một hạt có xung lượng bốn 
chiều a trong tương tác, Ty lượng bôn chiều của các hạt 1 và 2, ?ø¡ và ø; 
tương ứng đổi thành g/ và g. Bảo toàn xung lượng bốn chiều đòi hỏi 


ĐH =PLT4  Py=?Pi-dq. 


Đặt khối lượng hạt 1 là mạ và khối lượng của hạt trao đổi có xung lượng bốn 
chiều ø là r» và xét phương trình xung lượng bốn chiểu thứ nhất. Phần xung 
lương cho 
q=PI-DPI. 
hay 
dŸ = ĐỶ tĐÌ — ĐP - DỊ - 
nghĩa là 


mˆ^+?8? = trT^Ÿ: XIN +?n SA H, — 3m”^ ^i31đLØI cog? 8, Œ) 
0 là góc giữa pì và pị, và 
}y — TH1^ 1 — THỊ Y1 \ 


hay 


m?+? = m†x? + m3? 


2m1:^I - (2) 
Các phương trình (1) và (2) kết hợp lại để cho 


mỀ = 2m2(1— xi + 1i Ô01Øi cos 6), 


Ta phải chứng minh rằng rn” < 0 sao cho tương tác không thể là thực mà phải 
là ảo. Do +2? = +? — 1, ta phải chứng minh 


+ - LỰƯ+t ~ 1cosØ < +ịi+L—], 


(í — ĐỂ — 1) eos”Ø < (3i — DẺ 


Điều đó là đúng nêu biểu thức sau đúng 


hay 


(xỉ — )(f- Ð) < Ai — ÐŸ 


nghĩa là 
2 12 , 
” Vị <2 NA 
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hay 


2 


HN, SN Đụ 


Vì hệ thức này luôn luôn đúng nên tương tác phải là ảo. 
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(a) Cho rằng (r, c£) là vectd bổn chiên tương đổi tỉnh, chứng minh mệnh 
để nói rằng (ck,œ) là vectd bốn chiều tương dỗi tính. 

(b) Cho rằng nguyên tử ở trạng thái đứng yên phát ra ánh sáng tần số góc 
u¡ và nguyên tử này địch chuyển với vận tốc » hoặc là hưởng thẳng tới hoặc 
là đi xa khỏi một người quan sát, sử dụng phép biển đổi Lorentz để đưa ra 
công thức cho tần số quan sát được bởi người quan sát đối với hai trường hợp 
(hướng thăng tới hoặc đi xa khỏi người quan sát). 

(UC, Berkelay ) 

Lời giải: 


(a) Xét một sóng điện từ phẳng 
= Bọc T- “A), H- He ®r~zÐ 


trong một hệ quy chiêu quản tính 5. Trong hệ quy chiêu quán tính khác X/ 
chuyển động với vận tốc tương đối ø đọc theo hướng z, các vectd trường E',H” 
được cho bởi 


#I = BỊ, THỊ =1. 
¡ =2(Ei +pốv x HỊ), 
H; =3(H; -sov xE.). 


Các hệ thức này đòi hỏi hàm mũ ở E và H là bất biến 
kh-‹r-œ1f=k-r-u#. 
Vì (r.c) là vectở bôn chiều, các thành phần của nó biến đổi theo 


, 


œ —= YẾt — đcf). ỰỤ =%, S Liệu cŨ = +(ct= đ>) . 
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Đặt k = (kì, kạ, kạ), k = (kí, ký, k,) ta có 


kỈ:r —ư# = kịY(+ — 8ct) + kạy + kạz — ằœ' ứ = =) 


c 


l 


lẢ 
* (M + = ) + + kạy + kạz — +(œ' + Øck))t 
= kịz + hạ + kaz — t(Ê . 


h z l ˆ kì lộ ˆ ^ ^ . . Á 
Khi so sánh các hệ số của các biển số độc lập z, g, z, trên hai vê của phương 
trình, ta tìm được 


ckị = +(ckị + Øư!), chạ = ckạ, ckhạ = ckạ, œ = +(00” + Øekt) . 
Các hệ thức này hoàn toàn giống với các hệ thức đồi với (r, c‡) 
z=+(@ +cf)  w=wW, - z=z,  cí=+(f+Br). 


Do đó (ck,œ) là veetơ bốn chiều tương đổi tính. 

(b) Giả sử người quan sát tại gốc của Ð và nguyên tử tại gốc của > (nguyên 
tử chuyển động rời khỏi người quan sát với vận tốc đc). Tân số góc được đo 
bởi người quan sát là ¿¿. Vì ánh sáng phát ra từ nguyên tử đạt đến người quan 
sát phải được phát theo hướng —z, nên theo định nghĩa ta có 


L 
k= (—K,0,0) = (ý 9) " 


Hệ thức biên đổi khi đó cho 


¿ = 3Á6/ — đa!) = x(t — 8)en = dai [T5 = ¬ 


Nếu nguyên tử chuyển động tới người quan sát, Øc trong biểu thức trên 
phải được thay bải — đc và ta có 


1 at có bên 2 PIN c+u 
°U1-ø “°VWc-y' 


3006 


Một con tàu vũ trụ rời khỏi trái đất với vận tốc u = 0,&c. Khi con tàu ở 
cách trái đất 6,66 x 108 km, đo trong hệ quy chiêu gắn với trái đất, một tín 
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hiệu vô tuyên được gửi đi cho con tàu vũ trụ từ người quan sát trên trái đất. 
Bao lâu tín hiệu sẽ tới được con tàu: 

(a) Khi đo trên hệ quy chiều gắn với con tàu? 

(b) Khi đo trên hệ quy chiêu gắn với trái đất? 

(c) Ngoài ra, cho vị trí của con tàu, khi nó nhận được tín hiệu, trong cả hai 
hệ quy chiêu. 

(SUNY, Buffalo ) 
Lồi giải: 

Giả sử người quan sắt trên trái đất ở gốc của hệ quy chiếu quán tính Ð và 
con tàu ở trạng thái đứng yên ở hệ quy chiêu quán tính P“ chuyển động với 
vận tốc đc so với Ð đọc theo hướng z. Để thuận tiện ta xét (b) trước, 

(b) Xét bài toán trong 5. Tại thời điểm £ = 1e khi con tàu tại z¿, tín hiệu 
vô tuyên gửi đí từ người quan sát. Con tàu nhận được tín hiệu tại ?¡. Vì vận 
tốc truyền tín hiệu là c ta có 


(h _ tạ)c =7za+ (h = to)Öc Ề 
kết quả là 


Ta 6,68 x 108 


h—fO=H—ØĐe=0/2x3x10 


— 1,11 x 10' s 
đó là thời gian để tín hiệu đạt đến con tản. 
(a) Xét hai sự kiện: 


Ea: tín hiệu được gửi từ người quan sát trên trái dắt, 
E¡ : tín hiệu tới con tàu. 


Trong 5, các tọa độ z và / là. 


Eo : (Zo,fo) = (0, to), 
Bì : (1ì, ÉI) = (I1 — fe)e, hi}. 


Trong 5>” 
đa 
%=+ (06 — F8) = to, 


Ú=+ ( _ =) = *[(LT— Ø)h + Øđ°a]. 
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Do đó thời gian truyền của tín hiệu trong hệ quy chiễu của con tàu là 
_—— 

⁄ D 1-8 , 3 

tị fạ =3(L— Đ)(h — tụ) = (q—tọo)= 3.7 x10” s 


I+8 


(e) Vị trí con tàu khi tín hiệu đến là 
vị = (ị — fạ)c = 1.11 x 10! x 3x 107 = 3.33 x 10 km 


._. ^ vÃ lên H ` ˆ .Á ` 
lrong hệ quy chiêu trái đất, và z1 = 0 trong hệ quy chiêu con tàu. 
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Một thiên cầu bán kính (nh) ïia, trên đó có nhưng dấu mốc dễ nhận Ta, 
chuyển động với vận tốc ø so với một người quan sát ở một khoảng cách rất 
xa. Người quan sát chụp một bức ảnh thiên cầu tại thời điểm mà anh ta thây 
thiên cầu chuyển động vuông góc với đuồng nỗi anh ta với thiên cầu. Anh ta 
nhìn thây gì khi anh ta rửa phim? 

(Columbia ) 
Lời giải: 

Xét một hình vuông nhỏ 4/7 cạnh (nh) ¡ chuyển động với vận tỐc 0 
so với một người quan sát ? ở một khoảng cách lớn ? sao cho mặt phẳng của 
hình vuông chứa đường nhìn như chỉ ra ở hình 3.5 và vào thời điểm khi 4B 
vuông góc với đường nhìn. Ánh sáng từ /7' phát ra ở một thời điểm sớm hơn 
khi 2 ở vị trí J2! cắt phần kẻo đài của đường 47 tại / ở thời điểm đang xét. 
Khi đó 


1D _ DỊ" L 


DĐ cp  ecosg0) 
¬-.. : b 
ETÄ = ID ~ ngữ = 1 (“ sec 8 — tạ) + — =đl 
Ce lới 


với ;} = È, Vì đối với L > !, 0 + 0. Khi 4 chuyển động với vận tốc », đo 
phép co Lorentz nó sẽ được nhìn thấy như 41 = .- = lV1— Ø3, trong đó 


Bây giồ xét hình vuông 4JŒÐ sau khi quay một góc +, như ở xem hình 
3.6, với a được cho bởi hệ thức sin œ = ở. Ta có 


FKƑA= lsina ~ F3, AB =lcosơ =1 VT1— ØỀ. 
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[linh 3.5 Ilinh 3.6 


Mỗi quan hệ giữa các điểm E7. .\. 1? trong hai trường hợp trên là đúng giỏng 
hết nhau. Do đó hình vuông chuyển động trong hình 3.5 sẽ được chụp ảnh 
giỏng như hình vuông đứng yên được chỉ ra trong hinh 3.6. VỊ vật là möt hình 
cầu, nỏ sẽ vân được chụp ảnh như một hình câu. 


3008 


Một đồng hỗ nguyên tử được mang đi một vòng quanh thế giới trên mệt 
máy bay phản lực, sau đó được so sánh với một đẳng hồ giống như thể và đã 
được so khớp thời gian từ trước nhưng không được mang đi. Hãy xác định gắn 
dúng sự sai khác giữa hai đỏng hỗ theo thuyết dương đối hep? 

(Coltưnbia ) 
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Lời giải: 

Giả sử máy bay phản lực đó chuyển động với vận tốc đc. Gọi hệ quy chiều 
tĩnh của máy bay là 6” và hệ quy chiêu của trái đất là 9. Hai hệ quy chiều này 
có thể được coi gân đúng là quản tính. Phép biến đổi Lorentz cí = +(c + 8z') 
KD Az'=0,vì đồng hỏ được cô định trong P”, At = +Af, trong đó + = 
J Khi đó đỗi với Ø < I, ta có 


l2 ⁄ 
At= Tp Af* (t+sØ) Ai 


At- Afx~ 56°At . 


hoặc 


Ví dụ, một chiếc máy bay chiến đầu phản lực bay với tốc độ 1000 m/⁄s, khoảng 
gấp ba lần vận tốc của âm thanh. Bán kính của trái đất là 6400 km, vì vậy máy 
bay phải mất 
2m x 6400 x 10 
1000 
để bay một vòng quanh trải đất. Đồng hồ được mang trên máy bay sẽ chậm 
hơn một khoảng thời gian là 


1000 \? 4,02 x 101 
3x 108 2 


=4,02 x10! s 


=2,/2x10 7s 


Ar= A£ < Í 


3009 
(a) Viết phép biến đổi Lorentz cho vectd vị trí bốn chiều và xác định phép 
biến đổi cho vectơ xung lượng bốn chiều. 


(b) Hãy chỉ ra PihEh biệu ứng Doppler vẻ tân số ánh sáng có thể được biểu 
diễn là 


Ù =to 5 khí nguồn và người quan sát tiễn lại gần nhau; 

x I—Ø,%,. À ca _ 29583 

1Ï) U = 1+8 khi nguồn và người quan sát rời xa nhau; 

vệ Vọ 

1) „ = ——— khi nguồn và người quan sát chuyển động theo các hướng 


/1 XP 


vuông góc với nhau. 
(SUNY, Buffalo ) 
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Lồi giải: 

(a) Xét hai hệ quy chiếu quản tỉnh 3, »” có các trục tương ứng song song 
với nhau sao cho E” chuyển động với vận tốc  = Øc đọc theo phương z và các 
gốc tọa độ trùng nhau ở thời điểm ¡ = #' = 0. Phép biến đổi Lorentz cho vectơ 
vị trí bỗn chiều z# = (r,cl) = (z,u,z, c£) là 


CISEGT_. ÁP 
trong đó 
+ 0 0 -Ø»# 
`. 8S... 
Qá = 0 0 1 0 
_833 00 + 


với y = (L— 82)~5. 
Vectơ xung lượng bôn chiều được định nghĩa là 
” =(pe,E), 


trong đó E = znc? là năng lượng toàn phân. Vì tất cả các vectơ bốn chiều biển 
đối theo cùng một cách nên phép biến đổi của nó được cho bởi 


DAO y0 0 -Øy\ (pc +(pzc - 8E) 
Đục - 0Ö 10 0 ĐÐyc | _ Pụ€ 
me] - 001 0 pc| - øe 
E -đy 0 0 + E + — Ôp;c) 


(b) Wctơ sóng bổn chiều được định nghĩa là 
k° = (kem). 


Phép biến đổi của nó là 
k“ =QAkẺ 


có thể được viết là 
J9àt,=- c. 8u2 ' ỞNG G5 }Đ— 
kỳ ==.¿ ky =3 › ky = kỳ, ky _ kạ, œ — +( = 8kạc) ề 


Để thu được hiệu ứng Doppler, giả sử các hệ quy chiều của nguồn sảng và 


người quan sát tương ứng là *”, Ð. 
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) Khi nguồn sáng và người quan sát lại gần nhau, lẫy Øac là vận tốc tưởng 
đổi của nguồn so với người quan sát. Khi đó ở = —/a. Phép biến đổi ngược ta 
được 


= +(J' + đk¿c) = +(d” T— đok¿c). 
Vì ký = kỳ =Ũ, ký = —É! = — SE, ta CỔ 


hoặc 


trong đó / = 2mu¿ Là tần số góc riêng của ánh sáng và ø là tần số góc khi 
được do bởi người quan sát. Chủ ý rằng ky = —k ánh sáng phải được phát 
ngược trỏ lại để đạt tới người quan sát. 

¡) Khi nguồn sáng và người quan sát lùi xa nhau ra, ta có ở = Zp, đạc là 
vận tốc của của nguôn sáng so với người quan sát. NHƯ vậy 


1—b 
I+Ó, ` 


= (1 ~ ®p)+' 


hay 
1—Øb 
I+úu“ 


Ỹ ⁄/=ttq 


iii) Khi nguồn sáng và người quan sát chuyển động vuông góc với nhau, giả 
sử nguồn sáng ở toạ độ (0, 1⁄, 0) trong hệ ” và người quan sát ở toạ độ (0, 0, 0) 
trong hệ Ð. Nguồn và người quan sát chuyển động cắt nhau tại ¿ = # = 0, khi 
ký = Ú, ký = —È, kị = 0. Phương trình biến đổi đối với ¿ khi đó cho 


ut 


⁄1-Ø@'` 


œ = +(” + Ôk;c) = ư” = 


hoặc 
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Một sóng ngang đơn sắc với tần số u lan truyền theo hướng tạo với trục z 
một góc 60° trong hệ quy chiêu # gắn với nguồn. Nguồn chuyển động theo 
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⁄ v y4 y và LH =.. 2 À Z `. h Ũ ^ 
hướng + với vận tỐc 0 = ¿£ theo hướng về phía người quan sát đứng yên trong 
hệ quy chiêu ” (trong đó trục z“ của người quan sát song song với trục z). 
Người quan sát đo tần số sóng. 


(a) Xác định tần số do được ¿⁄ theo tần số riêng ¿ của sóng. 
(b) Xác định góc quan sát trong hệ quy chiếu K”. 
(SUNY, Buffalo ) 
Lời giải: 
Hệ quy chiếu Z của nguồn sáng chuyển động với vận tốc đc so với hệ quy 
chiêu 7⁄7 (hệ quy chiêu gắn với người quan sát). Phép biễn đổi ngược của các 
thành phản vectơ sóng bốn chiều được cho bởi 


kẹc = ^2(k„e + đe!), kỳe = kục, kýc = kạc, u = + + re), 


trong đó + = (1— 89)~3. Tân số góc của sóng trong hệ /£ là ¿ = 2z. Nếu góc 
giữa ảnh sáng và trục + là 0, thì 
ky = kcosổØ, hụ = ksin 6, k„=0. uU =kC, 
Do đó 
œ° = (0 + đứ cós 8) = 2(1 + 8cos 8), 


hoặc 
g (1 + Ôcos8) 


— vi-# 
Công thức trên cũng có thể viết lại thành 
# = (1L +đcos8)k. 
VỊ 
ký = + (ki + ŸP) = 3k(ees 4), 
góc k tạo với trục z được cho bởi 


kỳ — cos0+ 
kˆ  1+/@cos0` 


cos 9/ 


với Ø = 0,8, ô = 609, ta có (a) 


: ) TẢ. 
` = U=—— 


V1 ~ 0,82 
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®) 
0,5+0,8 13 


Jh cm En) 
tố Spa 3 


Suy ra Ø' = 21, 8°. 
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Xét hai anh em sinh đôi. Tim của mỗi người đập một lần trong một giây 
và tương ứng mỗi nhịp tỉm mỗi người truyền một xung vô tuyến. Một người 
ở lại tĩnh tại trên Trái Đât trong một hệ quy chiều quán tính. Một người bay 
vào vũ trụ, lúc đầu đứng yên tại thời điểm 0 sau đó gia tốc rất nhanh lên vận 
tốc (trong vòng chưa đến một nhịp tim và không làm rỗi loạn nhịp tìm của 
anh ta!). Người du hành đi trong thời gian ¿¡ đo bằng đồng hể của anh ấy, 
bao gồm cả quá trình phát xung và nhận xung từ nhà. Sau đó vào thời điểm 
t¡ anh ấy bất ngờ đảo vận tốc và trổ vẻ Trái Đất ở thời điểm 2i. Anh ây đã 
phát ra bao nhiêu xung? Bao nhiêu xung anh ấy đã nhận được trong quá trình 
bay đi? Bao nhiêu xung anh ây đã nhận được trong nửa hành trình bay về? 
Tỉ số tổng xung nhận được và xung gửi đi bằng bao nhiêu? Tiếp theo xét đến 
người ở nhà. Anh ấy gửi xung trong toàn bộ hành trình của người du hành. 
Anh ấy nhận xung từ người du hành. Từ thời điểm 0 đến ¡; (đo bởi đồng hỗ 
của anh ấy) anh ấy nhận các xung tẳn số giảm do hiệu ứng Doppler. Ở thời 
điểm f; anh ấy bất đầu nhận các xung tần số tăng do hiệu ứng Doppler. LÂy 
t¿ là khoảng thời gian từ thời điểm +; cho tới khi kết thúc chuyến đi. Anh Ấy 
nhận dược bao nhiêu xung trong khoảng thời gian t;? Trong khoảng ¿;? Tỉ số 
giữa những xung này là bao nhiêu? Tỉ số của tổng số các xung anh ấy gửi và 
nhận là bao nhiêu? So sánh kết quả này với kết quả tương tự trong trường hợp 
người du hành. 

(ỤC, Berkeley ) 
Lời giải: 

Xét các hệ quy chiêu quản tính 5Ð, 7 với 5 chuyển động với vận tốc 0 so 
với Ð theo hướng của trục z. Các hệ thức biến đổi với các vectơ không-thời 
gian và tần số góc bốn chiều là 


az` = (+ — 0Ÿ), +=+x(# +0), 
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kỳ = kụ, km Kho 
trong đó 
1 2u li u 
= Ớ = k == ' =2 : 
+ Xin. với đ~— B, |k|= P u = 2T 


` ,À H 
là tân số. 

Gọi X, »/ là các hệ quy chiêu nghỉ tương ứng của anh 4 (người ở lại nhà) 
và của anh B (người du hành), với A, B đặt ở các gốc tọa độ tương ứng. Vì các 
thời gian gia tốc và giảm tốc của anh nhỏ hơn so với thời gian của chuyến 
đi, Z' có thể vẫn được coi là hệ quán tính. Đo thời gian theo giây sao cho z có 
trị số là một trong hệ quy chiêu đứng yên. Lúc bắt đầu chuyến đi của người 

_B,t=#=0. 

Xét trên quan điểm của anh B 

(¡ Tổng thời gian của chuyến đi là A¿' = 2#\. Do vậy anh B gửi 2¡¡ xung 
trong toàn chuyền đi. 

đi) Đối với hành trình bay đi, đ = , ky = #, và các xung được nhận bồi 
anh Đ có tẳn số 


1 
/=+(t= 2,0) = +(1= 8)y = 30 =9 
vì  = 1 khi Ð là hệ quy chiều nghỉ của A. Do đó anh Ø nhận 
1ì = +q =h 8)h =ít 


xung trong quá trình bay đi. 
(ii) Đỗi với hành trình bay về, đ = —#, ky = #, v 


⁄ =*+(L+ 8) =+x(1 +8). 


t- 


Bởi vậy anh nhận 


đầy _. 1+6 
tì = +(1+ Ø8) = tị 1-8 
xung trong quá trình bay về. 
(iv) 
tổng số xung nhận được bởi 3 _ +(1- đja++(1+đ)n— 1 
tổng số xung gửi bồi 2h Š wW1I-/Ø. 


42.6TAIB OƠ HỌC 
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Xét trên quan điểm của người A 

(Ö Trong thời khoảng ¿ = 0 tới ¿ = £¿, người 4 nhận các xung tần số giảm 
đo hiệu ứng Doppler chỉ ra rằng 7 chuyển động rời khỏi trong khoảng thời 
gian đó, nghĩa là Ø = Ê. Vì các xung được phát ra trong hướng —z' để đạt đến 
A, k¿ = —*. Như vậy 


v= +0 — 80) =+(1~ 8) = x(A = 8), 
bởi vì „ = 1 khi 37 là hệ quy chiêu đứng yên của Ö, và số các xung nhận được 
là +(1 — Ø)#;. Khoảng thời gian trong đó P, bắt đầu tại ¡ —  = 0, chuyển 
động rời khỏi 4 được biến đổi bởi 
3 / 
At=+x C + T) =%AV '=#lh 

vì Az = 0, Ð đứng yên trong *“. Tuy nhiên, .4 và B thông tin bằng xung ánh 
sáng, toàn bộ thời gian hành trình của các xung đó 


+ _ Y(z + Öct) 


s= TT =v0t =+x8 
c € ' 


ở dây z là toạ độ của Ð trong Ð, cần phải được tính đến. Do đó 


T 1+8 
tạ =At+= =3( + 8)h =h 1-8" 
nghĩa là số xung nhận được là 
1—~= 
+ = 81a = l = =lị. 


(ï) Trong khoảng thời gian 14 từ † = f› đến cuối hành trình, 4 nhận xung 
tân số tăng so hiệu ứng Doppler, chỉ ra rằng chuyển động theo hướng 5, 
nghĩa là Ø = —?. Vì k¿ =~#, 

 = x( + Ø8) = x(L+ 8) =+(L+Ø). 
Bằng lập luận tương tự như trong phần (¡) ta có 
ts = +Èị — yÖt: = x(LT 0): . 


Vì số xung nhận được là ” 
+(l + đ) = t¡. 
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(mm) 


số xung tần số giảm 4 nhận được _ í¡ _ 


số xung tân số tăng 4 nhận được Èi 
(v) 
tổng số xung gửi bởi 4 
tổng số xung nhận được bởi 4 
lạ + fa +x(l+)h +y(— đàn —_ — 1 


2" 1 2h 3 x⁄1— 8® ' 

Tỉ số này giống như tỉ số của số xung nhận được bởi B trên số xung gửi đi bởi 
B trong thời gian toàn bộ hành trình, như mong đợi, bởi vì sự dến số xung là 
bất biên trong phép biến đối Lorentz. 


3012 
Một con tàu có một máy phát và một máy thư tín hiệu. Con tàu, rời khỏi 
trái đất với vận tộc không đổi, gửi trỏ lại trái đất một xung tín hiệu và nó bị 
phán xa từ trái dắt, Bồn mươi giây sau trên đồng hồ con tàu, con tàu nhận 
được tín hiệu và tân số tín hiệu nhận được bằng một nửa tân số phát ra. 


(a) Tại thi điểm khi xung rađa bị phản xạ khỏi trái dắt, thì trái đất ở vị trí 
nào khi đo nó trong hệ quy chiêu con tàu? 

(b) Vận tốc con tàu bằng bao nhiều so với trái đât? 

(c) Tại thời điểm khi con tàu nhận lại được xung rađa thì con tàu ở đâu 
khi đo trong hệ quy chiêu trái đất? 

(ÚC, Rerkeley } 

Lời giải: 

Con tàu và trải đất đặt tại các gốc toạ độ tương ứng của các hệ quy chiêu 
š' và Ð, với 3” chuyển động với vận tốc đc so với Ð trong hướng z sao cho 


Lễ 


#J = =Utại£F=U=0, 


(a) Vận tốc của xung rađa là c theo tất cả các hướng. Như vậy trong 3” 


xung cân thời Cu 3 = 20 s để tới trái đất. Vì vậy vị trí của trái đắt khi xung 
phản xa từ trái đất là +“ = —9Ũc = —6 x 108 m được đo trên hệ quy chiêu con 
tảu. 


(b) Trong Ð tần sô góc u của tín hiệu được quan sát là 


œ¿ = +( + Øcky) 
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với ' — œạọ, tần số góc riêng của tín hiệu, kj = ~#2 khi tín hiệu phải đi theo 
hướng —z' đến trải đất, và y = Jm: Như vậy 
= *x(1— Ø8)„o. 
Sau khi phản xạ từ trái đất tần sô góc sẽ được quan sát trong *' như sau 
” = +( — đekz) 
với k„ = #, w = x(1 — 8)«o. Như vậy 


: 1—Ø ] 
ằœ” =3+(1 ~ 8)ð = +*(1— 8) áo = ( }x= 00, 
ta được kết quả 
1 
8= gÌ? 
Do đó vận tốc con tàu so với trái đất là 


1 
0= x3x 16 = 10Ÿm/s, 


(c) Trong *', khi tín hiệu phản xạ từ trái đất, thời gian là 
—20e 
—Ốc 


Vì trái đất chuyển động với vận tốc tương đối - đc. Khi con tàu nhận được 
tín hiệu thì thời gian là # = 60 + 20 = 80 s. Vì con tàu đứng yên tại gốc của 
#“,z' = 0. Thời điểm đó được cảm nhận trong hệ Ð như thời gian 


là 
=+(++Ÿ) =xư =0. 


Vì con tàu rời khỏi trái đất với vận tốc Øc = $c, vị trí của nó trong Ð tại thời 
điểm đỏ là 


Ứ= = 605 


: 80 
+ = 8ct = 6= 8,5 x 10m 
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Một nguồn điểm Ø của ánh sáng đơn sắc phát bức xạ có tần số ƒ. Một 
người quan sát 4 chuyển động với tốc độ không đổi ø dọc theo một đường 
thẳng cách nguồn ÿ một khoảng đ (hình 3.7). 
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(a) Hãy xác định một biểu thức cho tần số được quan sát như một hàm 
của khoảng cách z từ điểm gần gốc Ó nhất. 
(b) Hãy vẽ đỗ thị gần đúng trong trường hợp (a) nêu cho ? = 0,80. 
(ÚC, Berkeley ) 


Hình 3.7 Hình 3.8 


Lời giải: 
(a) Gọi các hệ quy chiêu đứng yên của nguồn sáng S và người quan sát Á 
tương ứng là Ð và X“, lẫy hướng của vận tốc tương đôi » dọc theo các trục z, 
Lệ ` CN, ` kì 7 .À ` 
z'. Phép biên đổi các thành phần của vectơ sóng bốn chiểu là 


ck> = +(ck„ x 8,), kụ = Kôi kỳ ha ky, œ? = +(œ = Øckz) % 


. Mì ky = ksin0, k = #, ta có 


trong đó |k| = #, 8= š,+ xa. ” 


ư' = +(@ — đu sin Ø) = xu(1 — đain 8) . 


Với sinØ = vớ: ằ = 2Tƒ!, œ = 2mƒ, các biểu thức trên cho tần số được 
quan sát là 


1 Öz ƒ 
, =Í 2a ra) v1i-#ˆ 


(b) Nếu 2 = 0,8, y = Z“ygị = ‡ và 
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Để tìm đạng của T ta xét các giới hạn sau 


l „+ _—.— 3 
 —t:—CÑ == = ‹ —————— +, ‹ 

J 3 v(Ø”+1 

ING: 4 l 
JÈ¬>*, — z= nh = —¬ — 
" Ƒ „5 
“10, T8. 


Đỏ thị gần đúng của ⁄ được chỉ ra ở hình 3.8. 
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Xét bức xạ đơn sắc phát ra ở mặt trời có tần số là ø„ cps, và nhận được ở 
trải đất với tân số z Mz. Sử dụng dạng ma trận Riemann 


2a 
Qùo — l†+- ¡ đì\ — 822 = 6ãa = —Ì, 98uzu =0, 


trong đó # là thê năng Đi dẫn trên một đơn vị khôi lượng để rút ra “dịch 
chuyển đỏ hấp dẫn” : =. như là một hàm của hiệu các thê hắp dẫn ở mắt 
trời và trái đất, 

(SUNY;, Buffalo ) 
Lời giải: 

'Trong một trường hấp dẫn, ta luôn có thể định nghĩa một hệ quy chiếu mà 
đôi với nó trưởng hập dẫn triệt tiêu trên một vùng được giới hạn và nó thể 
hiện như một hệ quy chiều quản tỉnh. Một hệ quy chiêu rơi tự đo trong trưởng 
hấp dẫn là một hệ quy chiêu như vậy. Một đồng hồ chuẩn bắt động trong một 
hệ quy chiều như vậy do khoảng thời gian riêng địa phương. 

Xét sự phát ra bức xạ đơn sắc bởi một nguyên tử đứng yên ở Ƒ¡ trong một 
trường hập dẫn và sử dụng một hệ tọa độ trong đó nguyên tử ở trạnh thái 
nghỉ. Nêu chu kì là £ trong thơi gian tọa độ, chu kì r trong thời gian riêng địa 
phương là 

r = tV900(P) - 


Thuyết tương đỗi hẹp 657 


Giả sử các đỉnh liên tiếp của bức xạ phát ra từ P ở các thời gian tọa độ 
tọ, tọ + + được nhận ở điểm 7¿ cô định khác ở các thời gian tọa độ to + 7 và 
tạ + 7 +t, trong đó 7 là hiệu giữa các thời gian tọa độ của phát xạ ở P¡ và 
tiếp nhận được ở ¿. Nếu trường hắp dẫn là tĩnh, 7' là hằng số và chu kì được 
do trong thời gian tọa độ là 


(Œo+T+Ð)— (a+T) =t. 
Tuy nhiên, một đồng hồ chuẩn do thời gian riêng địa phương ở P sẽ cho chủ 
kì là 
7 =tVgø(P). 
Bởi vậy tần số của vạch phát xạ ở P¡ và tần số z“ quan sát được ở ?¿, khi 
được đo bởi các đồng hỗ chuẩn giống nhau được liên hệ bởi 


 _Tr _ |go(P) 
U Lại Ø%o(T2) : 


Nếu ?ì. P; tương ứng ở trên mặt trời và trên trái đất, ta có dịch chuyển đỏ 
hấp dẫn là 
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Một chiếc gương đang chuyển động trong chân không với tốc độ tương đỗi 
tính » theo hướng trục z. Một chùm sáng có tần số ¿¿; là chùm tới vuông góc 
(từ z — +oc) lên gương, như được chỉ trên hình 3.9. 

(a) Xác định tần sô của ánh sáng bị phản xạ biểu thị ø¿, c và »? 

(b) Xác định năng lượng của mỗi photon bị phản xa. ` 

(c)*Thông lượng năng lượng trung bình của chùm tới là P; (oat/m?). Xác 
định thông lượng năng lượng trung bình của chùm phản xạ. 

(MIT) 
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y „" 
Lê v 
2 =—— ảnh sáng 
x,x 
Ẹ 
Ẫ 
+ 2à 


Hình 3.9 


Lời giải: 
(a) Gọi 5, * tương ứng là các hệ quy chiếu của nguồn sáng và người quan 
sát, và của gương. Phép biến đổi đổi với tần số góc được cho bởi 
ư/” = +(@ — đck„), œ — +(0” ‡ đck,), 


trong đỏ ổ = È, + = ri Đôi với ánh sáng tới, ¿ = ú„, ky = —*!, gương 


vì-i 


nhân 
) = (4x + đy) = (1 + 8). 
Trong sự phản xạ, „; = +). Người quan sát trong hệ 3) sẽ nhận 
tư„ = ty { đck } 
với k¿ = uJ/c, hoặc 


uy = Y1 + đ)wy = + (1+ ở) 


-(1) __ c+u 
L—Ỡ xu c— Hà 


Đỏ là tần số góc của ánh sáng phản xạ. 


(b) Năng lượng của mỗi photon phản xạ là 


c+u 
hưuy, = ( ) hưu, 
¿=V 
(e) Nêu n là số photon trên một đơn vị thể tích của chùm sáng thông lượng 


năng lượng trung bình của nó là r+ch¿+. Thông lượng năng lượng trung bình 
của chùm phản xạ do đó là 


E.= nơlyy = (#2) TtchuJ, — ( Lã .) N, 
c—uU b>Sa 
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Như được chứng kiên bởi một người quan sát quán tính Ó, các photon có 
tân số z là photon tới một gương phẳng, lệch một góc Ø, so với pháp tuyên. 
Các photon này bị phản xa trở lại với góc Ø„ so với pháp tuyến và với tẳn số 
(hỉnh 3.10). Hãy xác định 6, và ¿ theo Ø, và + trong trường hợp gương chuyển 
động theo phương r với vận tốc :: so với O, Kết quả sẽ như thê nào nêu gương 


chuyển động với vận tốc ø theo phương ¡/? 
(Princeron 


Hình 3.10 Hình 3.11 


Lời giải: 
Gọi *', Z' tương ứng là các hệ quy chiêu đứng yên của người quan sát và 
gương (xem hình 3.10 và 3.11) và dùng các hệ thức biên đổi 


c&„ = +(cky - đư), cky = +(ch„ + 8u!) , 
cky = fỀuy Ăck; = cka v 
u' = +(@7— đcky). w = Y(” + Øck;}. 


Với k, = St = 3, &„ — “r — #4“ ta có đôi với ánh sáng tối 

—kk cos Ø: = + (¬a cos 8, — ¬) = —Y&¡(cosØ, + đ), 

ứ = Y(0y + ỦcR; cós Ủy) = +uj(1 + đcos¿} , 

hay 

KkịcosØ; = +k¿(cos8; + đ), kị = +k¿(1 + đcosØ,).. 
Trong sự phản xạ, œJ = «ƒ, 0 — Ø;, do đó dỏi với ánh sáng phản xạ chúng ta 
có 
+(z + Øckƒ cos Ủy) = +(u( + đá; cos 8), 


tủy 
ky cosØy — +kr(cosØ, + đ) — +kj(cos 0; + đ) , 
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hoặc 
ky = +k¿(1 + Øcos Ø/) 
= +}k;¡(1 + đeos 6;) + +2/8k,(cos 0; + ) 
= +ˆ?k;(1 + 2/0cos8; + Ø2), 
k„ cos0„ = +k;|(1 + Ø2) cosØ, + 2đ] , 
nghĩa là 


? {1 + 28cosổ; + 8`) 
= T— 8 : 


(1+ 8?) cosØ, + 2đ 
1+2cosỹ;,+ 2 ' 


COS Ú„ — 


Nêu gương chuyển động theo phương , sự chuyển động sẽ không ảnh 
hưởng tới quá trình phản xạ và chúng ta vẫn có 
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Trong một phiên bản đã được đơn giản hoá vẻ kết cục của một trong 
những tiểu thuyết của Ered Hoyle, nhân vật du hành với thừa số Lorentz cao 
theo phương vuông góc với mặt phẳng thiên hà của chúng ta (hình 3.12), đã 
nói rằng anh ta có vẻ như ở bên trong và hướng về phía miệng của một “bát 
cá vàng” với một mép màu xanh và một thân màu đỏ (hình 3.13). Feynman 
đã đánh cuộc 25 cent rằng ánh sáng từ thiền hà sẽ không trông giống như vậy. 
Chúng ta sẽ kiểm tra xem ai đúng. Lây tốc độ tương đôi là Ø = 0,99 và góc 
trong hệ quy chiếu của thiên hà là 45° (hình 3.12). 

(a) Xác định biểu thức cho quang sai tương đối và dùng nó để tính (hình 
3.13) phương từ đó ánh sáng từ rìa của thiên hà có vẻ truyền tới khi được 
nhìn trên tàu vũ trụ. : 

(b) Xác định hiệu ứng Doppler tương đối tính và dùng nó để tính tỉ số tằn 
sô // cho ánh sáng từ rìa thiên hà. 

(c) Tính ¿' và '/ ở góc ọ đủ để xem ai đã thắng trong vụ cá cược. 

(DG, Berkelsy} 
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z 


Hệ - 
quy chiếu 
của thiên hà 
_.3 "TNNG 
Hình 3.12 Hình 3.13 
Lời giải: 


a) Giả sử 5“, *: tương ứng là các hệ quy chiêu quán tỉnh gắn đối với tàu vũ 
trụ và thiên hà, với #“ chuyển động với tốc độ ¿ dọc theo hướng trục z, trong 
đỏ trục z vuông góc với mặt phẳng thiên hà (hinh 3.12). Các vận tốc của một 
điểm, u và u', trong hệ E và *' được liên hệ với nhau bởi phép biến đổi vận 
=xụ f Trụ , u; 
uy Y hy V= 1 Uy \ ` lấy =— ]_- t Ñ- 
"Si Tạ) TÍI- ?) 


` k 


la của vòng 


, Mr 

uU,= 1— 
. 1 Az nh tà , MS VÀ Tô. 

trong đó y — _ với 3 — š. Xét ánh sáng tới từ một điểm ở r 


tròn ngân hà như được chỉ ra trong hình vẽ, đôi với nó 


Uy — CCOBS @, tụ — CBÌN 2, jy SÕ.. 
Khi đỏ 
h ;  CCOSW2—U 
1l, =CCOS5‡$2 — ———— ,. 
= Ứ |] -đeosự 
hoặc 
CO8 2 — Ở 0,707 — 0,99 
C08 2” = = = -.943, 


_ I-deosz 1—0.99x0,707 
Lây œ' = 160.6°. Đây là góc mà hướng của ánh sáng tạo với hướng chuyển 
động của tàu vu trụ khi được nhìn bởi nhà du hành, Góc này là góc bù của góc 
z đã được chỉ ra trong hình 3.13. 
(b) Phép biến đổi đối với tần số góc 
w' = +%( — 8ek;} 
= +(w— đck cos w} 


= u(1 — ổcos ø) , 
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cho ta 
7 1—0,99 x 0,707 _ 


Ự 
—= — = }y(1- 0cosự) = 
.. + ~ Øcosz) T= 0,09 


k4 ^ H ` Ũ ; X x ” 9°, + 2 h 
(c) Kết quả trên chỉ ra rằng ánh sáng từ rìa đã bị địch chuyển về phía xanh. 
Đối với ánh sáng từ tâm, ¿ = 0 và 


2/13. 


Dã 
cho thấy rằng nó bị dịch chuyển về phía đỏ. Hướng tới hạn giữa địch chuyển 
xanh và dịch chuyển đỏ được đưa ra bởi công + = ø, hoặc 


CO8 @ = : Ệ ) = 0,868, 
lở * 


tức là @ — 29, 8°. 
Khi tàu vũ trụ rời tâm của thiền hà, lúc đầu ¿ = 90° và 


, 


—=+x=7,09, 
Ụ 


vì vậy tât cả ảnh sáng từ thiên hà xuất hiện như bị dịch chuyển xanh. Khi nó 
rồi xa dần từ thiên hà, ánh sáng từ tâm bắt đầu chuyển thành dịch chuyển đỏ. 
Khi tàu vũ trụ đi xa hơn, ảnh sáng từ vùng tâm càng lồn hơn sẽ có vẻ như dịch 
chuyển đỏ. Chỉ ánh sáng từ rỉa là dịch chuyển xanh. Rốt cục ở một khoảng 
cách lớn ¿ — 0 và . = 0,071, tắt cả ánh sáng thiên hà là địch chuyển đỏ. Bởi 
vậy tuyên bó của nhân vật trong tiểu thuyết Fred Hoyle là đúng và Feynman 
thua cuộc. 
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Khi được quan sát trong một hệ quy chiêu quán tính ®, hai tàu vũ trụ bay 
ngược hướng đọc theo một đường thẳng, các quỹ đạo song song cách nhau 
một khoảng cách đ (hình 3.14). Tốc độ của mỗi tàu là c/2, trong đó c là tộc 
độ ánh sáng. 

(a) Ở thời điểm (khi nhìn từ 9) khi các con tàu ở các điểm có khoảng cách 
gần nhất (được chỉ ra bằng đường đứt nét trong hình), tàu (1) phóng ra gói 
nhỏ có vận tốc 3e/4 (cũng được quan sát từ 9). Theo quan điểm của người 
quan sát trên tàu (1), góc phóng gói nhỏ bằng bao nhiêu để có thể nhận được 
trên tàu (2)? Giả sử người quan sát trên tàu (1) có một hệ rọa độ mà trục của 
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Hình 3.14 


nó song song với trục của ,$ và như trên hình vẽ hướng của chuyển động song 
Song với trục . 

(b) Tốc độ của gói nhỏ mà người ngôi trong con tàu (1) quan sát được là 
bao nhiêu? 

(CUSPEA ) 

Lời giải: 

(a) Hãy xét các sự kiện xảy ra trong hệ quy chiêu #. Gói nhỏ phải có uy — § 
để sau khi chuyển động một khoảng cách Az+ — d nó sẽ có cùng tọa độ như 
với con tàu (2). Do đó, trong hệ 8, gói nhỏ phải có các thành phân vận tóc 


_-- ".~-'ˆ...xấz 5 .. 
ụ= 3" tự V tụ ả F P) — 4 * 


Gọi S' là hệ quy chiêu quán tỉnh gắn với tàu (1) có các trục tọa độ z', ', z' 
của nó song song với các trục z, ,z tương ứng của 5. Vì tương ứng $” có vận 
tỐc  = — 5, theo phương đôi với hệ quy chiều S9, phép biên đổi đối với vận 
tộc được cho bởi 


_- tụ “= T1 xẻ tự 
1; My ! + UỊH1¿ k¿ 
—¬.-.-„ , < y 
1 c bị ũ E.) j 


trong đó 
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Do đó 


ợ “5S 11a 
_ 3+} 1 


Như vậy tàu (1) phải phóng gói nhỏ theo góc ơ so với hướng của tàu (2) được 
xác định bởi 


, 

1L 
.. 
tga = - = 

tia 


hay 
œ=64.2°. 


{b) Tốc độ của gói nhỏ khi nó được nhìn bởi người quan sát trên con tàu 


(1) là 
16 lễ 79 
đội - 2 =. —— = 
tư thổi MU T= DRT Tin Vịg°= 0, 88%c. 
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Hai hạt có cùng khối lượng zz được phát ra theo cùng một hướng, với các 
xung lượng tương ứng là 5c và 10c. Khi nhìn từ hạt có xung lượng nhỏ 
hơn, chậm hơn thì vận tốc của hạt có xung lượng lớn hơn nhanh hơn là bao 
nhiêu, và ngược lại (c = tốc độ ánh sáng). 
(Wisconsin ) 
Lời giải: 
Trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm #£ạ, hạt chậm hơn có xung lượng 


1n+yUị = TnyIØịc = 5mc Ò 


Suy ra 
TIổi = V?—1 =ö, 
hoặc 
*‡ = 26 
Do vậy 
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Tương tự cho hạt nhanh hơn, vận tốc là 


LUÔ 
101 “ 


Giả sử K, K; là các hệ quy chiêu tĩnh tương ứng của các hạt chậm hơn và 
nhanh hơn. Phép biên đổi vận tốc giữa hệ Kạ và , chuyển dộng với Ko với 
vận tốc ø theo phương z là 


h 1ự„y —U 
Mạ — mựÐ 
thì S 

e 


100 _ /25 
Đạ —U lỗi 56 
2 pc = c=0,595c 
TS 1— ,/109, 25 
c2 101 ` 26 
R ˆ HÀ + h ` 
Trong hệ K›¿, vận tốc của hạt chậm hơn là 
UỊ —U 
DN ứng = —0,59ãeœ 
Tư SS 
ca 
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Người quan sát 1 nhìn một hạt đang chuyển động với vận tốc ø trên một 
quỹ đạo là một đường thẳng lệch một góc ụ đỏi với trục z. Người quan sát 2 
chuyển động với vận tốc w so với người quan sát 1 dọc theo phương z. Xác 
định công thức tính vận tốc và hướng chuyển động của hạt khí được nhìn từ 
người quan sát 2. Kiểm tra kết quả trong giới hạn ø — c. 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 
Giả sử K, K* tương ứng là các hệ quy chiêu nghỉ của người quan sắt 1 và 


người quan sát 2 có các trục song song sao cho trục + nằm trong mặt phẳng 
của ø và như ở trên hình 3.15. Phép biên đổi vận tộc cho 
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ì L4 
y 
hd z 
Hình 3.15 
: Uy — tự UCOS @ — tử 
Đ; TS, J_ ĐU£08V ° 
Ec: cô 
ï 2 
+:851n KH 
J5 sự Đựy KT ký c2 bệ, Ủy =.. 
bó UN CT1 WUG0SW 3 Đụ = ¬- = tỏ 
DI Ổ 2) _— € xỈ MT rã 
LÊ .. 1 LÀ 
VỚI + = ————. Do đó 


”h = VU + u2 
DI) 


m2 
: u 02 sín? œ 
j»? + 2 — 2u COS ¿ — ==nn 
C 


1_ #Ơ Êô8 
c 


„2 


sin l—--= 
tuy SE ho l cẺ 
.. UCOS @ — tư 


Như vậy người quan sát thứ hai nhìn thấy một hạt chuyển động với vận tốc + 
trên một quỹ đạo là đường thẳng lệch góc 7 sơ với trục z!. 
Trong giới hạn  — e, 


,  V€2+u2— 2cucos@— 2sin2@  e—wcos@ 
LG =.--. SE u05 —£+ 
e e 
Điều đó nói nên rằng c trong bắt kì hướng nào đều được biên đổi thành c, phù 
hợp với các giả thuyết cơ bản của thuyết tương dối hẹp là e như nhau theo 
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mọi hướng và trong mọi hệ quy chiều quán tính. Điều đó chứng tỏ kết quả của 
chúng ta là đúng. 
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(a) Một photon có năng lượng #, bị tán xạ bỏi một electron cỏ khôi lượng 
m„ ban đâu ở trạng thái nghỉ như ở hình 3.16. Photon có năng lượng cuỗi 
/;. Sử dụng thuyết tương đổi hẹp, xác định công thức liên hệ Eÿr và E; vỏi 6, 
trong đó Ø là góc giữa photon tới và photon bị tán xạ. 

(b) Trong các buồng bọt (bubble chambers), người ta thường quan sát sự 
sinh một cặp eleetron-positon từ một photon. Hãy chỉ ra rằng một quá trình 
như thể là không thể xảy ra.trừ khi có một vật khác liên quan, ví dụ như 
một hạt nhân. Giả thiết rằng hạt nhân có khổi lượng A⁄ và electron có khối 
lượng rrz„. Năng lượng nhỏ nhật mà photon phải có để tạo ra một cặp electron- 
positon là bao nhiêu? 

(Princeton ) 


f.£g 


Hinh 3.16 

Lời giải: 

(a) Sự tản xạ được biêt như hiệu ứng Compton. Theo định luật bảo toàn 
năng lượng, ta có 

Eị + mực” = Er+ bà, 
ở đây #£ là năng lượng của electron sau khi tán xạ. Theo định luật bảo toàn 
xung lượng, ta có 
H- = P/ ‡ P. ` 

trong đó P; và P/ tương ứng là xung lượng của photon trước và sau khi tán 
xạ, P, là xung lượng của electron sau khi tản xạ. Chúng ta cũng có từ dạng 
rút gọn của vectd xung lượng bốn chiều của electron 


s9 _ „W4 32 
bộ = tiệc” + Fếc”. 


438T&LG CƠ HỌC 
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hoặc 
(mạc? + E¡~ E)? = mộc! +(P¡— P/)?c? : 


Đôi với photon, #¿ = Địe, E/ = P¿c, và biểu thức trên trổ thành 
` 
2m,c?(E,— Ej) + (Bị — By)? = EỆ + E} - 2E cos8, 


hoặc 
1 1 
Ẫ — .) mn„cˆ = 1 — cos8. 


(b) Giá sử phản ứng y —¬ e~ + eT là có thể xảy ra. Khi đó năng lượng và 
_ xung lượng của hệ phải được bảo toàn trong tất cả các hệ quy chiêu quán tỉnh. 
Hãy xét một hệ quy chiêu gắn với tâm khối lượng của cặp được tạo ra. Trong 
hệ quy chiếu này, electron và positon sẽ chuyển động trên một đường thẳng 
qua góc tọa độ rời xa khỏi nhau với cùng với tốc độ u và xung lượng toàn 
phần bằng 0. Bảo toàn xung lượng đòi hỏi xung lượng của photon ban đầu 
-_ cũng bằng 0. Tuy nhiên mỗi hạt có năng lượng rn„+c?, trong đỏ + = --Ì—_, và 
“ = 
hệ có năng lượng toàn phân 2zr„+c2. Đây cũng phải là năng lượng của photon 
ban đầu, do bảo toàn năng lượng. Điều đó kéo theo photon ban đầu phải có 
một xung lượng 2„+c, mâu thuẫn với kết quả thu được từ bảo toàn xung 
lượng. Vậy phản ứng không thể xảy ra. 

Năng lượng và xung lượng của cả hai có thể được bảo toàn nêu một hạt 
khác, một hạt nhân khỗổi lượng A⁄ chẳng hạn, có liên quan. Trong trường hợp 
photon có vừa đủ năng lượng E để tạo ra một cặp như thế và A⁄ là khối lượng 
nghỉ ban đầu, cặp này sẽ được tạo ra trong trạng thái nghỉ, nghĩa là 


E+ Mcˆ? = Mxc° + 2m,e2, 


ở đây + = SE với = Š#, ø là vận tốc của hạt nhân sau khi tạo cặp. Bảo 
toàn xung lượng cho 

b 

ra = M+xöc ‹ 


Vì +8 = 32 — 1, ta có 


và phương trình năng lượng trỏ thành 


(E + Mc° ~ 2m„.c?)? = E2 + M?ct 


Thuyết tương đối hẹp 669 


SUY ra 


Vì Aƒ >> rn¿, năng lượng photon nhỏ nhất được yêu cầu là chỉ nhiều hơn một 
chút so với năng lượng nghỉ của cặp được tạo ra, 2zn„c2. 
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(a) Một proton trong tỉa vũ trụ va chạm với một proton đứng yên để đưa 
ra một hệ kích thích chuyển động va chạm tương đôi tính cao (+ = 1000). 
Trong hệ này (các meson) được phát ra với vận tốc đc. Nêu trong hệ chuyển 
động, một meson được phát ra dưới góc ổ so với hướng phía trước, thì ở một 
góc Ø nào đó sẽ được quan sát thấy ở phòng thí nghiệm? 

(b) Áp dụng kết quả thu được ở câu (a) trên đỗi với các meson (năng lượng 
nghỉ là 140 Mev) phát ra trong hệ chuyển động với xung lượng 0,5 GeV/c. Giá 
trị Ø là bao nhiêu nều ð là 90°? Giá trị lớn nhất của 9 có thể quan sát được 
trong phòng thí nghiệm là bao nhiêu? 

(ÚC, Berkeley } 


Lời giải: : 

(a) Giả sử Ð,®' tương ứng là hệ quy chiếu phòng thí nghiệm và một hệ 
quy chiêu gắn với tâm khối của hệ được kích thích với “ chuyển động với vận 
tỐc Øc so với 3) trong phương z. Vận tộc của một meson phát ra trong hệ » 
với vận tộc đc đưới góc ð đôi với trục z“ được biển đổi sang hệ như sau 

¬"..... (Ø8 cosØ + 8)c th đc sin 8 


tự xe TC =——.y tụ 
ĐC 1+ Øcosô8 3Í 


mn z2) _ y1+ØØeos0) 
e 

Do đó hạt meson dược phát ra trong hệ Ð đưới góc Ø đối với trục z được cho 

bởi : 


ni c Øđsin0 
l — x(Øcos8~+Ø) ` 
trong đó 
+ = 1000, 
2 
+?— 1 | 1 
đ= =v/1--zxl~ 
+ Nộ 2» 


= 1—0,5 x 1078 = 0,9999995 , 
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(b) Nếu đ = 90°, góc phát xạ Ø trong hệ Ð được xác định bởi 


3 


Xung lượng của các meson phát ra là 


tg0 = 


ĐÐ— rmmyäc = 0.5 GeV/c , 


2:= 1 ` kz "+ ° , 
VỚI  — NH1 m là khôi lượng nghỉ của meson. Khi đó 
05 „ .„ 
^ö = 0,14 = Sun 
hoặc 
3,571 3,571 
3=——— =—— -= (0.903, 
Ty v1+3,5712 
từ đó 
(xử)”Ẻ=+”—1 
Do đó 
0, 963 5: s? 
Ø = tạ? = ——— -— 9,63 x 107! tải = 5,52 x 10? độ = 3,3. 
VĂN”, —: liêu p Tế 
Giá trị lớn nhất của 0 được xác định bỏi 
dtg8 
——=—— — Ũ R 
dữ 
nghĩa là 
(Ø cos 8 + 8) cosØ + đsin? Ø = Ú, 
hoặc bởi - 
(0S Ở = .. 
Do đó 
¬ 0,963 
0= sỈ ——- | = \64,4°., 
ssecos Í 1n ) 164,4 
Suy ra 
Í 0.963 x sin 164, 4° 
P =arctg Ì—————————————————-l =Í,?09= 113. 
Nướn lừa x (0,963cos 164, 4° + 0. TT lu“ : 
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Đây rõ ràng là góc lớn nhất quan sát được trong phòng thí nghiệm vì góc nhỏ 
nhất là 0° đôi với Ø = 0° và Ø = 180°, 
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(a) Tính xung lượng của các pion (z) có cùng vận tốc như các proton có 
xuna lượng 400 GeV/c. Dó là xung lượng có thể lớn nhất mà các pion sinh ra 
có khi các proton 400 GeV/c dập vào bia tại Phòng thí nghiệm Fermi. Pion có 
khôi lượng nghỉ là 0,14 GeV/c?. Khối lượng nghỉ của proton là 0,94 GeV/c?. 

(b) Các pion đó sau đỏ dịch chuyển theo ống phân rã dài 400 m ở đó một 
sô trong chúng bị phân rã thành tia nơtrino, cho một đầu thu notrino đặt ở 
xa hơn 1 km như chỉ ra ở hình 3.17. Bao nhiêu phần nøtrino phân rã trong 
400 m? Thời gian sông riêng trung bình của pion là 2,6 x 10”Š s. 

(c) Chiểu dài của ông phân rã là bao nhiêu khi đo bỏi người quan sắt đứng 
ở hệ quy chiều pion đứng yên? 

(d) Pion (z) phân rã thành một muyon () và một nöøtrino (1). (Notrino có 
khôi lượng nghỉ là 0). Sử dụng quan hệ giữa năng lượng tương đổi tính toàn 
phần vả xung lượng chỉ ra rằng độ lớn đại lượng động lượng của các mảnh võ 
trong hệ quy chiêu pion đứng yên, , được cho bởi 


ụ  Af?—rn? 


f 2M 


ở đây Af là khôi lượng nghỉ của pion và rn là khôi lượng nghỉ của muyon. 

(e) Máy thu nhận nơtrino, tỉnh trung binh, đặt ỏ xa khoảng 1,2 km từ 
điểm các pion phân rã. Kích thước ngang (bán kính) của máy thu máy thu 
nhận phải lớn cố nào để có cơ hội nhận được tất cả các nơtrino được tạo ra 
trong bán cầu nằm hướng về phia trước trong hệ quy chiếu pion đứng yên. 


(UC, Berkelsy ) 
&00 m SG -GNNu \088———————¬ 
chùm 5 đầu thụ 
~en8 SE. 1Ó 
+ 
hệ điều tiêu 


Hình 3.17 
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Lời giải: 
(a) Động lượng của hạt có khối lượg nghỉ m và vận tốc đc là 
p= m+Öc, 
2 ˆ HT Z. SA ^ LH ` ^ * £ , F` 
ỏ đây + = TT Đôi với cùng vận tộc ® là một hãng sô. Do đó momen động 


lượng của pion là 


h c14 
8= ) Dp= Đa x 400 = 59,6 GeV/c . 


(b) Giả sử 3), # tương ứng là hệ quy chiêu phòng thí nghiệm và hệ quy 
chiêu nghỉ của pion. Vì 


3A 
At= +(Ar SẺ AỶ"h.. 


thời gian sống trong phòng thí nghiệm 7 của pion bằng +7ọ, ö đầy 70 là thời 
gian sông riêng của pion và + là thừa sô LOrentz của nó trong Ð. Nếu ø là số 


pion trong tía ta có 
dn, — di 


‡ 
n. = Tìo CXĐ (- -] : 
sẽ 


nụ là số pion tại ¡ = 0. Đối với pion có mỗ men động luợng 59,6 GeV/c, 


hay 


59,6 
ỗ =42 
HỆ Ác 990 


kề lị ï 400 
= 1205. 
TT *xỞỮcTn ` — 495.5 x 3x 108 x 26x 10-8 =8, 


[~ 


Do đó tỷ phần pion bị phân rã trong ông là 
1—e 1205 — 0.1135 = 11,35%. 


(c) Chiều dài của ông phân rã trong »“ theo định nghĩa là ” = z; — z⁄, ở 
đây z+?.z? là toạ độ của hai đầu của nó tính tại cùng một thời khắc ¿'. Vì 


mì =2(04 + ÖeU).  x;= 3(x; + Ốc), 
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ta có 
Ta — #1 = 1(2 — #1) 
hay 
L=+P, 
nghĩa là 


mac = => =0,91m. 
^ * +8_ 425,5 


(d) Năng lượng của hạt khôi lượng nghỉ m, động lượng p, vận tốc đc, thừa 
SỐ Lorentz + là 


E = m+e? =inec2V4292 + L= Vim2c12282 + ra2c1 


Tá /p2c2 + m2c4 


vì p = m+öc. Xét sự phân rã x — ¿+ u trong hệ quy chiếu đứng yên của pion. 
Vì động lượng ban đầu bằng 0, các động lượng của ø và phải bằng về độ lớn 
và ngược hướng, |p„] = |p„| = ø. Bảo toàn năng lượng cho 


Mc? = VWq2c2 + m2c4 + ạc 


CÓ sử dụng sự kiện rằng pion đứng yên trong Ð” và có khối lượng nghỉ bằng 


không mà đến lượt lại cho 
— M?T—m? 
ĐÔ CC TUẠP UTC 


(e) Một nơtrino được phát ra với vận tốc đc tại gốc 6” so với trục z' trong 
hệ quy chiếu đứng yên của pion, E', được quan sát dịch chuyển theo hướng 
tạo góc Ø với trục z trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm 5, ở đây 6 được cho 
bởi (Bài toán 3022). 


Øsin®! sinØ 


tgổ= +(ð'cosð'+ 8) +(cosØø' +0) ` 


vì nơtrino có khối lượng nghỉ 0, luôn luôn phải chuyển động với vận tốc c. Với 
0 <1 

— b) 

1 ] 

——=- 4. ẽ.=..s. 
+(cos0*-+Ø) — y8 425,5 
Do đó Ø < 2,35 x 10~3 rad. Để máy nhận tín hiệu ở xa 1,2 km nhận được tất 
cả nơtrino với 0' < 7, máy phải có kích thước ngang 


tgớ < 


ñ — 1,2 x 10 x 2,35 x 107” = 2,82m. 
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Trong mô hình đơn giản hoá về va chạm tương đối tính giữa hạt nhân với 
hạt nhân, một hạt nhân có khôi lượng nghỉ zn; và vận tốc đị va chạm trực điện 
với một hạt nhân bia có khối lượng mm; đứng yên. Hệ hạt tạo thành chuyển 
động giật lùi với vận tốc là đọ và năng lượng khôi tâm là cọ. Giả thiết quá trình 
trên không sinh ra hạt nào mới. 

(a) Hãy dẫn ra các hệ thức có hiệu chính tương đối tính của đụ và eo. 

(b) Tính đọ và zọ (tính ra MeV) trong trường hợp hạt nhân “9Ar có vận tốc 
đi = 0.8 va chạm vào hạt nhân 5U. 

(c) Một proton được phát ra với vận tốc là đ, = Ù,2 và lệch với hưởng 
tiễn một góc ó; = 60° trong hệ quy chiều gắn với hệ Ar + U giật lùi. Xác định 
tộc độ /¡ và hướng 6, của vận tốc của proton trong hệ quy chiếu phòng thí 
nghiệm với độ chính xác vài phần trăm, sử dụng các xấp xỉ phí tương đôi tính 
nêu chúng được đảm bảo. 

(ÚC, Berkelay ) 
Lữi giải: 

Như câu hỏi đã ngụ ý, để thuận tiện thì vận tốc của ánh sáng được lây 
bằng 1. 

(a) Đôi với một hệ thì E2 ~ p? là bắt biến đối với phép biến đổi Lorentz. 

hề .Á ` z Tu v xế 1 
Trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm >, đặt + vn 


E? — pˆ = (mi + mạ)? — (mị+i/u)? 
Trong hệ quy chiều khối tâm »”, E⁄2 — ø? = zậ. Vì vậy ta có 
ca = (mì*~i + mạ)? — (mì)? 


= mi?(1— đŸ) + 2mìma*~i + mộ 


= mị + m2 + 2mmmz^ , 


Š 2mm. 
£o = ,Ím} +mộ + ——. 
w1-Ø? 


Trong hệ quy chiếu phòng thí nghiệm, hệ mmị,mạ có xung lượng toàn phần 

mì: và năng lượng toàn phân rm>ị + mạ. Những đại lượng này là những 

đại lượng bảo toàn nên sau khi va chạm hệ phức hợp sẽ chuyển động với vận 
HA ` 

tốc là 


hay 


_ mổ _ mịn 


Tn1Yy1 TÐ†hJ — mị +†nagv/ÌT— đi l 
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(b) Khôi lượng của các hạt nhân xâp xỉ bằng 
_ mạ = 40 x 0,94 = 37,6 GeV, 
mna = 238 x 0,94 = 223,7 GeV . 
Khi đó 


2x37,6x223,7 
w1I-ñ,84 


= 282 GeV = 2,82 x 107 MeV , 


E0 = ng +223,72+ 


37,6x0,8 
37.6+223,7 x VI—Ũ,B4 
(c) Các thành phần của vận tốc được biên đổi theo công thức 
8 6.„ + ao _— 0,2cos60° +0,175 
# 1+ „0o 1+0,2cos60° x 0,175 


`. - đệ _ 0,2sin60°/1- 0,178 
L 1+Øz„Øp — 1+0,2cos60° x 0,175 


do đó trong hệ quy chiếu phòng thí nghiệm thì độ lớn và hướng của vận tốc 
của proton lần lượt là 


Ø = 0.27? +0,1682 = 0,318, 


đụ = = 0,175. 


= 0,270, 


=0,168, 


0, 168 : 
6) = Ar€ctg 5) 31.9 
Để ý rằng 
| 1 
IEHNNH-TINGETEPNTREPYSTEE/DRNDBAOU: 
= —0 1752 
V1I-8Ÿ _ vI-0.15 0,068, 


lt+tđớ¿„ốc 1+0,1x0D,175 
cả hai giá trị trên đều sai khác so với 1 không quá 4%, vì vậy áp dụng các xấp 
xỉ phí tương đỗi tính chúng ta vẫn thu được những kết quả với độ chính xác 
trên 96% 
Ôz # đez + 8g = 0,275 , 
y = Ốcy = 0,173, 


0,1 
Ổ; — arCtE (mm) = 32.29. 
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Trong các va chạm proton — proton năng lượng cao, một hoặc cả hai proton 
có thể “phân ly nhiễu xạ” thành một hệ một proton và vài pion tích điện. Các 
phản ứng đó là 

Œ)p+?p +p+(p+mm), 

(2)p+p-» (p tna) + (p+ n1). 

Trong đó ø và mn là số pion được tạo thành. 

Trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm, một proton tối có năng lượng toàn 
phân Z# (proton đạn) bắn phá vào một proton khác đứng yên (proton bia). 
Xác định năng lượng của proton tới #Z› để làm 

(a) năng lượng cực tiểu để phản ứng (1) xảy ra khi proton bia phân ly 
thành 1 proton và 4 pion. 

(b) năng lượng cực tiểu để phản ứng (1) xảy ra khí proton đạn phân ly 
thành 1 proron và 4 pion. 


(c) năng lượng cực tiểu để phản ứng (2) xảy ra khi cả hai proton phân ly 
thành 1 proton và 4 pion. 


trr„ = 0,140 GeV, mẹ = 0,938 GeV . 


(Chicago ) 
Lồi giải: 

Để thuận tiện ta lây e = 1, khi đó đôi với một hệ, đại lượng E2 - ø là bất 
biển đối với phép biến đổi Lorentz. Nếu hệ trải qua một phản ứng hạt nhân 
mà phản ứng này bảo toàn năng lượng và xung lượng thì đại lượng trên cũng 
sẽ không thay đổi sau phản ứng. Xét riêng cho một hạt có khối lượng nghỉ m 
ta CÓ, 


E” — p`= mỶ. 


{a) Năng lượng của phản ứng 
p+p—¬>p+(p+4m) 
đạt cực tiểu khi tất cả các hạt sau phản ứng đều đứng yên trong một hệ quy 
chiêu quán tính mà trường hợp riêng là hệ quy chiêu khối tâm Ð”. Khi đó trong 


hệ quy chiêu phòng thí nghiệm P ta có, 


E2 — p? = (Eụ + m„)” — (Eậ — m2) = 2mpEo + 2m2 ' 


Thuyết tương đấi hẹp 677 


và trong 3» ta có 
E2 — p2 = (2my + 4ma)?, 


vì vậy ta có 
2m» tụ = 2m2 + lÕÔmyrnx + 16m2 Ẫ 


từ đó ta tính được năng lượng cực tiểu ụ của proton đạn để có thể gây ra 
phản ứng là 

3 „2 
mộ + 8rnymx + 8m 
nn: s4 7 = 2,225 GeV. 


“07 


Trtp 


(b) Vì cả hai hạt ban dầu đều là các proton và các hạt ở trạng thải cuỗi đều 
giống với trường hợp trước (câu a) nên năng lượng cực tiểu vẫn giữ nguyên, 
2,225 GeV 


(c) Trong trường hợp phản ứng 
p+p¬(p+ảrn)+({p+ 4z). 
ta có 
(Eo + mạ)2 — (EỆ — mà) = (2mạ + 8m}, 


từ đó ta tính được năng lượng tới cực tiểu của proton đạn trong trường hợp 
này là 
m2 + lũmpzm„ + 32m. 


Tnp 


= 3,847 GeV . 


50 
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Xét tán xạ đàn hỏi của hai hạt có spin bằng 0 có khối lượng là m và như 
chỉ ra trên hình 3.18. Biên độ tán xạ bất biên Lorentz (phần tử ma trận $) có 
thể được xem là một hàm của hai biến bất biến 


s= (Xo + o)*- (K+P)? 


t = (Má — Ka)? ~ (K' - K)? 
với K2 = K2 = 2 và P2 = P'? = m2. Tìm vùng vật lý (nghĩa là được phép) 
trong đa tạp (s,?). Tính đường cong biên 1(s) rồi vẽ đổ thị một cách định tính. 
(Chicago ) 
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k p 
khối lượng k¿ khối hượng m 
Hinh 3.18 
Lời giải: 
Trong tán xạ đàn hồi ta có 
k+p¬>k+V, 
nêu hệ cô lập thì vectơ năng - xung lượng toàn phần bôn chiều được bảo toàn 
K+P=K'+tT. 
Trong hệ quy chiêu khối tâm của hệ, xung lượng toàn phẳẩn bằng 0 
K+P=K+P=0. 
Như vậy 
s = (Ka + Pạ)?- (K+ PP)? = (Ka + R)? 
=(VK2+w?+ vVP? + m2)? 
=(VK?+j/2+ VK?+m2)2, 
vì P2 = K? trong hệ quy chiều khối tâm, và 
(Kệ - Ko)” ~ (K'— KỶ 
-(K'~ K)? 
-(K2+K?- 2K“.K) 
= —2K”(1 — cos6) , 


t 


l 


l| 


trong đỏ Ø là góc tắn xạ của k, vì tán xạ có tính đàn hồi. 
_ Để tìm vùng vật lý trong đa tạp (s, 0), xét cosØ, trong đó Ø biến thiên từ 0 
đền z 
8 =0, cos 8 = 1, t=0; 
9 =nr, cosØ = —1, t——4K?. 


Thuyết tương đỗi hẹp 679 


_ Vì vậy vùng vật lý được cho bởi 


2 
` L2 Ỳ 
t<0 và TA. 


hay 


1 
= —SÍs — (m + w) \[s — (mm — #)?]. 
Vùng vật lý là phần gạch trên hình 3.19. 
t 


(m‹u)‡ 
(m-HJ2 


Hình 3.19 
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Xét phần ứng quang sinh pion 
3-0 Ea 


trong đó năng lượng nghỉ của proton và pion trung hoà lần hượt là 938 MeV 
và 135 MeV. 


(a) Nếu proton ban đâu đứng yên trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm, 
từn ngưỡng năng lượng của tỉa gamma trong hệ quy chiêu này để phản ứng 
trên xảy ra. 
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(b) Bức xạ vật đen vi ba vũ trụ đẳng hướng nhiệt độ 3# có năng lượng 
photon trung bình khoảng 10ˆ 3 eV Xét va chạm trực diện giữa một proton và 
một photon có năng lượng 10 3 eV Tìm cực tiểu năng lượng của proton để 
phản ứng quang phát sinh pion đó xảy ra. 

(c) Biện luận ngắn gọn về hệ quả của các kết quả đã tìm ra ở câu (b) cho 
trường hợp phổ năng lượng của proton trong tia vũ trụ. 

(ÚC, Berkelay ) 
Lỡi giải: 

(a) Đại lượng £? — Pc? bất biến đôi với phép biến đổi Lorentz và đôi với 
một hệ cô lập thì đại lượng này không đổi trước và sau phản ứng. Ngưỡng 
năng lượng của tía + là giá trị năng lượng của tia + thoả mãn diều kiện tắt cả 
các hạt sau phản ứng đều đứng yên trong hệ quy chiểu khôi tâm. Như vậy 


mi Đi 
(Ex + mục?” — (3) c? = (mạ + mạ) ct 


trong đó /„ và = lần lượt là năng lượng và xung lượng của photon, từ đó ta 
tính được 
(mộ + 2mxrmy)câ 


Ex= ; — = 144,7 MeV 
b 2m„c? š 


là ngưỡng năng lương của tỉa +, 
(b) Một proton va chạm trực diện với một photon có nghĩa là xung lượng 
của hai hạt này ngược chiêu nhau. Khi đó ta có 


lạ Ng 
(mạ+c? + Jzy)? — (móc = ) c° = (mẹ +in„)2ct , 
e 


⁄ : ` ^ Ậ » z x Á. xẻ? » 2 
trong đó 3 = . đc là vận tộc của proton có năng lượng tôi thiêu du để 


kích hoạt phản ứng quang phát sinh pion, từ đó ta tính được 


(m2 + 2mxrna)£1 


Khi ca 2E mac? 
x†TTtp 


= 1,447 x 1011 


với h„ = 10 9 MeV Vì + » 1, ta có thể cho đ = 1. Vì diểu đó có nghĩa là 
+ > 1, ta có thể cho ở = 1. Vi thể ta có y = 7,235 x 1019 và cực tiểu năng 
lượng của proton là Ề 


Tp = 0.938 x 7,235 x 1010 — 6,787 x 1012 GeV , 


Thuyết tương đỗi hẹp 681 


(c) Kết quả câu (b) ngụ ý rằng phần # > 6,79 x 1012 GeV trong phổ năng 
lượng của proton trong tia vũ trụ sẽ nghèo đi ở một mức độ nào đó do tương 
tác với bức xạ phóng vi ba vũ trụ. 
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Khảo sát tương tác của một chùm 10Ê ? meson trên giây có Ø = È = K 
với một viên chì theo phản ứng 
K† + viên chì ¬ K? + viên chì 

vỗi trạng thái nội tại của viên chì giỗng nhau trước và sau phản ứng. Hướng 
chuyên động của /{? tới và K° thoát ra cũng có thể được xem như giỗng nhau. 
(Quả trinh này gọi là sự tái sinh kết hợp). 

Sử dụng 

m() = 5 x 10 eV/c? 
mm(K) — m(Ñ;) = 3,5 x 10 Š eV/c? 
tính độ lớn (rính ra đyn hoặc niutơn) và hướng của lực trung bình tác dụng 
lên viên chì trong quá trình trên. 
(ÚC, Berkeley ) 

Lời giải: 

Kí hiệu zm{/#;),rm(K,) lần lượt là rmị.m„. Năng lượng và xung lượng của 
một £¡ meson tới lần lượt là 


rnịc2 
lì = mụxc = : = = V2m,c° Ẵ 


_—.= ¬ 
ị = mà yổc — v2- £ iiÓ = mục. 
: v2 
Vì trạng thải nội tại của viên chì sau phản ứng không đổi nên năng lượng của 
chùm meson trước và sau phản ứng cũng phải bằng nhau. Do đó ta có 
Eị =E, 
Vì 
Pˆc = E? — “ở 
=EÌ`— = 2m‡e* — [m¿ — (mạ — mạ) |2 


mộc! + hiên —mg)ct 
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hay 
De m trịcŠ” + (mạ — nạ)c? = Địc + (mạ — mạ)c?, 
đo rmị — Ty << nị. TỪ đó 
(P„ — P.) = (mạ — mạ)c — 3,5 x 10Ê eV/c. 
Biến thiên xung lượng trong thời gian 1 giây của chùm meson do phản ứng 
với viên chì là 
3,5 x1,6 x 1019 
3 x 108 
Đó chính là lực trung bình mà viên chì tác dụng lên chùm meson. Vì xung 
lượng của chùm meson tăng lên sau tương tác nên lực này cùng chiều với 
chuyển động của chùm meson. Từ đó suy ra lực mà chùm meson tác dụng lên 
viên chì ngược với chiều chuyển động của chùm tỉa và có độ lớn là 1,87 x 
102 N. 


(P, - P,) x 108 = 3,5 eV/e/s = 


=1,87x10N. 
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Một meson + có xung lượng ðrn„c va chạm đàn hồi với một proton (mụ = 
7ra„) ban đầu đứng yên (hình 3.20). 


Hình 3.20 


(a) Tìm vận tốc của hệ quy chiêu khối tâm? 
(b) Tìm năng lượng toàn phần trong hệ quy chiếu khối tâm? 
(c) Xác định xung lượng của pion tới trong hệ quy chiều khối tâm. 
(ÚC, Berkelay ) 
Lời giải: 
(a) Hệ đã cho có động lượng toàn phần là P = p„ = 5rn„c và năng lượng 
toàn phân là 


E.= Vp} + mậc + mục? = V26mx„c? + Tm„c° . 


Thuyết tương đỗi hẹp 683 


^ là ^ TA. ^ ^ ` - ` ^ H kì ˆ^ Ấ» VA 
Vì vậy nó chuyển động với một vận tốc mà cũng là vận tốc của hệ khối tâm, 
trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm được cho bởi 


Pe° hia 
ÿ?— = =0,4läc. 
t V26 + 7 


(b) E? ~ P?c2 là bất biến đối với phép biên đổi Lorentz, nên năng lượng 
toàn phẩn E” trong hệ quy chiều khối tâm được cho bởi công thức 


r2 — P22 = ,ˆ 
do xung lượng toàn phân trong hệ quy chiêu khối tâm băng 0 theo định nghĩa. 
Từ đó ta có 
E}? = (V26 + 7)®mộc^ — 25m2c4 = (14V26 + 50)m2 c1, 
hay 
E! = V14V26 + 50 rực? = 11,02m„c? . 
(c) Năng lượng toàn phần trong hệ quy chiều khối tâm là 
E = Vvgệ + mộc! + \Jpp + màc4 
Bổ + mỆc + VỆ + 40m, 


vì |ps| = |p„| trong hệ quy chiếu khôi tâm và rn; = 7m„. Từ câu (b) chúng ta 
có F' = V50 + 14V/26 m„c2. Thay vào biểu thức trên và giải ra ø{, ta có xung 
lượng của pion tới trong hệ quy chiều khối tâm là 


D„= G0402. = 3,l8mxc . 


50 + 14V⁄26 


3030 
Tại phòng thí nghiệm Fermi, để tạo ra những chùm nơtrino năng lượng 
cao trước tiên người ta tạo ra chùm z† (hoặc K*) đơn năng lượng và rỗi sau 
đó cho các pion này phân rã theo phản ứng z1 —› ¿† + u. Cho khôi lượng của 
pion và muyon lần lượt là 140 MeV/c? và 106 MeV/c?. 
(a) Tìm năng lượng của nöơtrino sinh ra trong quá trình phân rã trong hệ 
quy chiêu đứng yên gắn với z†. 


449†8LG O0 HỌC 
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Trong hệ quy chiều phòng thí nghiệm, năng lượng của nơtrino phụ thuộc 
vào góc phân rã Ø (hinh 3.21). Giá sử chùm zT có năng lượng 200 GeV 
(b) Tìm năng lượng của nơtrino tạo thành hướng tiên (Ø = 0). 


(c) Tìm giá trị của góc phân rã Ø mà tại đó năng lượng của nøtrino bằng 
một nửa năng lượng cực đại của nó. 
(Chicago ) 


Hình 3.21 
Lời giải: 
(a) Để thuận tiện ta sử dụng hệ đơn vị sao cho c = 1 (m, È,p tật cả đều có 


đơn vị MeV). Xét đại lượng bát biến đối với phép biến đổi Lorentz và bảo toàn 
E2 — p2. Trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm, trước phản ứng phân rã ta có 


E?—p” = El — pạ> = Thị 
Trong hệ quy chiếu gắn với pion, sau phản ứng phân rã ta có 
E?~ p? = (Ei + Ey)” — (pụ + Pu)” 
= (Ej, + E,)? = p2 + mã + ĐỆ + 2i, VÍpj2 + mã 
= 2m2 + mã + 2p|,\ÍpỆ + mài, 
vì pj, = —p¿, và Fj, = 7„ (giả sử rằng khối lượng nghỉ của nơtrino bằng 0). 
Cân bằng hai biểu thức trên ta có 


ki --.¬..¬ l 
u=Pb,=—=——=29,9 MeV. 
2mx 
(b) Trong hệ quy chiếu phòng thí nghiệm (hình 3.21), áp dụng định luật 
bảo toàn xung lượng ta có 


Đx — Pu COS Ở + 0ụ COS œ, ?y Sỉn Ø = pụ sỉn œ, 


_ hay : 
Dị = pị + ĐỀ — 2prpụ cos 0, 


Thuyết tương đỗi hẹp 685 


và áp đụng dịnh luật bảo toàn năng lượng ta có 


T = bụ + bụ, 


2 
HP 


« £ ` + ` Ắ, z 
VÌ py = Eu, dụ = E2 ~ m2, từ hai phương trình cuỗi ta có 


"¬.....- 
lu 2(Ey — p„ cos 0) ˆ 


Vì FE„ >> r„, nên ta có 


và Vì vậy ta có 
2 2 
(mỹ — Trị) E„ 


Đụ = pv : 
SON 2F2(1 — cos 8) + m2 cos 8 


Đôi với các nơtrino được được phát ra trong hướng tiễn, Ø = 0 và 
nH 2 
Ty 


(mỹ = mà) E„ 
2F2 — (2E — m2) cos 9 ` 


Bm„ = 8õ, 4 GeV . 


(c) Vì 
E*~ 


E„ là cực đại đỗi với các ndtrino phát ra ở 9 = 0. Đôi với #„ ở nửa giá trị cực 
đại, nghĩa là 


T2 — mỹ, En — (mậ — Ea) En 
m2 2 2E2-— (2F — m})cos 0 ` 
ta có 
2(E} — m} 1 : 02 
\ đc se? MỂ ĐI Tn! TT và 4 0E 
2E} — mà 2 \EĐ„ 2 


vì Ø rõ ràng là nhỏ. Do vậy ta tính được góc 0 cân tìm là 


8= —” = 0,0007 rad = 2,4. 
Tạ 
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(a) Một hạt có khối lượng rnị = 1 g chuyển động với vận tốc bằng 0,9 lần 
vận tộc ánh sáng va chạm trực điện rồi dính vào một hạt khác đang đứng yên 
có khối lượng rnạ = 10 g. Tìm khối lượng nghỉ và vận tốc của hạt phức hợp 
tạo thành? 

(b) Bây giờ giả sử mị đứng yên. Hạt mạ phải chuyển động với vận tốc bằng 
bao nhiêu để hạt phức hợp tạo thành có khối lượng nghỉ đúng bằng kết quả 
đã tìm được ỏ câu (a)? 

(c) Vẫn giả sử rn; đứng yên, mm; phải chuyển động với vận tốc bằng bao 
nhiêu để hạt phức hợp tạo thành có vận tốc đúng bằng kết quả đã tìm được ỏ 
câu (a)? 

(SUNY;, Buffalo ) 
Lời giải: 

(a) Gọi khối lượng và vận tốc của hạt phức hợp tạo thành lần lượt là mm và 

ỡc. Ấp dụng định luật bảo toàn năng lượng và xung lượng, ta có 


myc” = (mì + rnạ)c?, TnyÖc = rmịyiÖìc, 


1 


trong đó + = Jnn: tương tự với +;. Vì thế ta có 


_ mịn) _ mì) 0,9 


Tnịyi †Tñ2 mg +rnaA/1 _ đ? — 1+ 104⁄1— 0,92 
2 


m2 = (m+)ˆ - (m8)? = (mì + mạ)? — (mì+i 8)? 


=0,168, 


r 2 
= m‡ + m2 + 2YiTn172 . 


vì (+8)? = +2 — 1, tương tự với +; và / , hay 


TH b: 20 
mề (Jmi + mậ+ mm =12/1g. 


v1- 8 1—0,92 


Vậy hạt phức hợp tạo thành có khối lượng nghỉ 12,1 gø và vận tốc 0,168e. 


(b) Trong trường hợp này vai trò của znị và rmạ được hoán đổi cho nhau vì 
Vậy mà 


mm = ,lm2 + m‡ + 2H1/Hồi 
si 2 11 — 7. ! 
v1— đồ 
biểu thức này giống với biểu thức trước với đị — Øạ. VÌ rmì, mạ, mm. giữ nguyên 
không đổi, để khôi lượng nghỉ của hạt phức hợp tạo thành bằng với kết quả ở 
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câu (a) thì 9; phải bằng giá trị của đ¡ đã cho ở câu (a). Vậy m; phải chuyển 
động với vận tốc 0, 9e, 


(e) Giông như câu (b), ta có 


Tn;Øa 


mạ + m:v/1— 82 : 


8 


hay 
(mộ + m8?) — 2m280a + (mộ — m?)82 = 0. 
Vì mộ 3> rn?2, phương trình trên có thể được rút gọn thành 
m3 — 2m388; + (mỹ — rm1)8? = 0, 


nghĩa là 
[mazổạ — (mạ + rmị)Ø)[mzØà — (mạ — mì) 0) = 0, - 
từ đó tính dược 


5; = (14 E8 = 0,188 8 ( nộ) = 0/151, 
2 


Tra 


Vậy mạ phải chuyển động với vận tốc bằng 0, 185c hoặc 0, 151c. 
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Một hạt có khối lượng nghỉ r„ và năng lượng toàn phần Eọ đang chuyển 
động với vận tốc không đổi V có thể tiễn gần với vận tốc ánh sáng. Sau đó nó 
va chạm với một hạt khác có cùng khối lượng m, đang đứng yên. Hai hạt này 
được xem như tán xạ dàn hổi ở góc tán xạ tương đối 6 với cùng động năng. 
(a) Tính 6, theo rrn và Eqạ. 
(b) Tính giá trị số của Ø trong các trường hợp giới hạn sau: 
() năng lượng thắp (V < c), 
(i) năng lượng cao (V ~ c). 
(SUNY;, Buffalo ) 
Lời giải: 
(a) Vì các hạt sau khi tán xạ đàn hồi có cùng khối lượng và cùng động 
năng nên các xung lượng của chúng phải tạo với phương chuyển động của hạt 
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ban đầu cùng một góc § và có cùng độ lớn. Áp dụng định luật bảo toàn năng 
lượng và bảo toàn xung lượng ta có 


: 0 
mmc2 + Eụ = 2E, ?o — 2pCOS §) : 
trong đó E, p lần lượt là năng lượng và xung lượng của mỗi hạt sau khi tắn 
xạ. Bình phương hai về của phương trình bảo toàn năng lượng ta có 
m2c + Eậ + 2Egrnc2 = A(p?c? + rmm?cf), 
hay 


Đặc _ Eằ-mˆc 
CO N20 


Fộ + 2Eorn€2 — 3mm2c1 


từ đó tính được 


nh § _ Eã — m2c1 — | Ep+rnet 
2/_ Ý (Es-me?)(Es+ 3me2) — Ý Eo + 3mc2 ` 


(b) G) V < œ, Eụ + m2, 


từ đó tính được 


(i) V — e, Ea > me, 


từ đỏ tính được ô 0. - 
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Một vẫn đề hiện được đặc biệt quan tâm nghiên cứu trong vật lý hạt cơ bản 
là những tương tác yêu ở những năng lượng cao. Những tương tác này được 
nghiên cứu thông qua việc khảo sát những tương tác của nơtrino năng lượng 
cao. Người ta có thể tạo ra những chùm nøtrino bằng cách cho các meson 
z và K phân rã trong trạng thái chuyển động. Giả sử ta sử dụng một chùm 
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meson z có xung lượng 200 GeV/c để tạo ra các nøtrino thông qua sự phân 
rã x — ¿+ +. Gho thời gian sông của mỗi meson z trong hệ quy chiêu riêng 
của nó là 7z„+ = 2,60 x 10” s và năng lượng nghỉ của nó là 139,6 MeV Năng 
lượng nghỉ của muyon là 105,7 MeV và nötrino thì không có khôi lượng. 

(a) Tính khoảng cách trung bình mà pion chuyển động được trước khi nó 
phân rã. 

(b) Tính giả trị cực đại của góc tạo bởi phương chuyển động của muyon so 
với phương chuyển động của pion trong hệ quy chiều phòng thí nghiệm. 

(c) Tính giả trị cực đại và cực tiểu xung lượng của nơtrino. 

(UG, Berkeley) 

Lời giải: 

(a) Đặt rn là khối lượng nghỉ của pion. Vì m+/c? = 200 GeV ta có 


200 
= 2_— l —=-——- 
WPHềN 01396 14327 
và có thể lầy 
82t, += 1433. 

Khi tính đến sự giãn của thời gian thì thời gian sông của pion trong hệ quy 
chiêu phòng thí nghiệm là r = +7„ = 1433 x 2,6 x 10~Ê = 3,726 x 105 s. Vì 
vậy khoảng cách trung bình mà pion chuyển động được trước khi phân rã là 


7c = 3,726 x 10 x 3 x 10 = 1,12 x 10m = 11,2 km. 


(b) Năng lượng toàn phần của hệ trong hệ quy chiếu F” gắn với pion là 
năng lượng nghỉ của pion mm„c?. Áp đụng định luật bảo toàn năng lượng cho 
quá trinh phân rã x — /¿ + 1, 


vị vả ll 
mục” = E) + RE... 


trong đó dẫu phẩy dùng để kí hiệu các đại lượng trong hệ quy chiều *”. Vì xung 
lượng toàn phần bằng 0 trong hệ quy chiều »”, P„, = —Đụ và Eÿ, = Ø© = Pục, 
(giả thiết nơtrino không có khôi lượng). Vì vậy ta có 

(mạc? — BE)? = pộc? = pc? = B2 — mạct, 
từ đó tính được 
— (mã + mn2)c? 


E7 
ụ 2m„ 


= 109,8 MeV . 
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Chọn trục z' đọc theo phương chuyển động của pion. Xung lượng của muyon 
biến đổi theo các công thức 


E7 
Đụ cosÚ — + (ø.e=ở + “*) : 


Dự sin Ở = p„, sin 0! : 


từ đó suy ra 
Ø„ sin Ø' 


8E. ` 
^ (ø, cos 8” + “h) 


Điều kiện cần để Ø đạt cực đại là 


tgổ = 


dtg” —_ 
dự. ` 
từ đó suy ra 
2 — m2 
0Ì c EP sai EU EU Sóc sa gi 
Sós "mm. 78m1 L, 
M 


hay Ø' = 105, 7°. Thay trở lại biểu thức liên hệ giữa 2 và Ø” ta tính được 
9 =0,0112° =0,678'. 


Chú ý rằng giá trị này của Ø chính là góc phát xạ cực đại trong hệ quy chiều 
phòng thí nghiệm vì góc phát xạ cực tiểu là Ø = 0, tương ứng với Ø' = 0. 
(c) Năng lượng của nơtrino là 


E) = mục” — EJ, = 139,6 — 109,8 = 29,8 MeV 


và xung lượng của nó ø;„ = 29,8 MeV/c trong hệ quy chiều Ð'. Eƒ, có thể được 
biến đổi thành hệ quy chiều E bỏi 


Ev= 3(Ej + Ø8p„ccos 8). 
Vì Eu = pục, E} = pị,c, biểu thức trên có thể được viết lại thành 
?Ðu = T(1 + 8cos 8), 


Vì vậy mà những nơtrino được phát xạ hướng vẻ phía trước trong hệ quy chiều 

gắn với pion, nghĩa là Ø' — 0, sẽ có xung lượng xét trong hệ quy chiều piiòng 

thí nghiệm đạt giá trị lớn nhất và bằng 

2+Eÿ 
c 


(Pz}max = X(1 + 8)g„ = 8,54 x 101 MeV/c, 
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trong khí đó những nơtrino được phát xạ về phía sau trong hệ quy chiều >' sẽ 
có xung lượng xét trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm đạt giá trị nhỏ nhật 
và bằng 


: 1 E; _ 
(Ðu)mìn = +q — 8)Đ, = (+ —V b@ ví 1)7, == 2e = 1,04 x 10 MeV/c. 
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Một meson K có năng lượng nghỉ 494 MeV phân rã thành một meson / 
có năng lượng nghỉ 106 MeV và một nơtrino có khối lượng nghỉ bằng 0. Tìm 
động năng của meson /¿ và của nơtrino trong trường hợp meson X phân rã 
trong trạng thái nghỉ. 

(ÚC, Berkeley ) 


Lời giải: 


Áp dụng định luật bảo toàn năng lượng ta có 


mựcc” = Eụ + Eu = \(pậc? + mộc! + pục = vpạc? + màct + Dục , 


-VÌ Dụ„ = —pu, hay p„ = pụ, (theo định luật bảo toàn xung lượng). Do đó ta có 


_ (sk — n\, 
Pụ 2m sò 


Như vậy 


3 2 
TrL7- — TH 
t„ = ĐụC = pụ€C — hổ) ® 


2m 
= 235,6 MeV , 
2 2 
m% + m 
Bụ, = Vậc? + mậct = (g) £ 
= 258,4 MeV. 


Vậy động năng của nơtrino và muyon lần lượt là 235,6 MeV, và 258, 4 — 106 = 
152,4 MeV 
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Trong không gian 4 chiều, tích vô hướng của hai vectơ bốn chiều 
A“=(A°,A) - và  H“=(B°,B) 


được dịnh nghĩa là 

AB, = A°B°— A-B. 
Xét phản ứng được mô tả trên hình 3.22 trong đó các hạt có khối lượng z„ị và 
m; là các hạt tham gia phản ứng còn các hạt có khôi lượng mạ và zmx là các 
hạt tạo thành. Gọi p và ¿' là xung lượng bồn chiều của các hạt. Các biến số 
sau đây thường được sử dụng để mô tả những phản ứng kiểu này 


s=— (đØ + p1), t= (ma T— q)2, tủ = (q1 — m)” : 


(a) Chứng tỏ rằng 


4 
s+l+tu= mộ. 
?;=l 


(b) Giả sử phản ứng là quả trình tán xạ đàn hồi và cho 
TT), — Thạ — H, THỌ ”— Tha = 1n. 


Xét trong hệ quy chiều khói tâm, cho xung lượng 3 chiều ban đầu và cuỗi cùng 
của các hạt có khôi lượng tương ứng là k và k'. Tỉnh s, £ và theo k và k', 
ở dạng càng đơn giản càng tốt. Biện luận vẻ ý nghĩa của s, ¿ và u. 

(c) Giả sử ban đầu hạt có khôi lượng rn đứng yên trong hệ quy chiêu phòng 
thí nghiệm. Tính năng lượng ban đầu và năng lượng cuỗi cùng của hạt có khôi 
lượng ø, trong hệ quy chiếu phòng thí nghiệm cùng với góc tản xạ theo s, / và 
tt, 

(SUNY, Buƒfalo ) 


Hình 3.22 
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Lời giải: 
Để thuận tiện ta sử dụng hệ đơn vị trong đó vận tốc ánh sáng c = 1. 


(a) ¿” được định nghĩa là q*q„ với g? = (g°,q), ga = (g°,—q). Đại lượng 
q%q„ là bất biến đối với phép biến đổi Lorentz. Tính toản đại lượng này trong 
hệ quy chiếu gắn với hạt ta có 


Bây giờ 
s+f + = (m +)” + (ạt — 4)” + (ại — m)? 
= để + đã + Đ + p3 + 24t - (đi — đ2 + — Da) 
= mm† + TnỆ + nà + n2 + 24 - (đ — đa + Pì — P›). 
Vì xung lượng 4 chiều tuân theo định luật bảo toàn năng xung lượng 


gi +ÐI=q2a+2, 


Vì vậy ta có 


4 
s+t+ttu=S mà. 
(=1 


(b) Trong hệ quy chiêu khôi tâm ta có 


q1 + Đì = q¿+Ða2 =0. 
Từ đó ta có 
gĩ = (V2? +k2,k, q = (V2+k*^2,k), 
p = (Vm2+ k3”, —k}, ?8 = (Vmˆ2+ k2,—k), 
và 
s= (đi +71) = gŸ + ĐỆ + 24t  pị 
=u?+ k? — k? + m2 + k? — k? + 2V((2 + k2)(m2 + k?) + 2k? 
= H? +m2 + 2V/(u2 + k?)(m2 + k?) + 2k, 
‡ = (ậi — 42)? = gỆ + độ — 24h ` đa 
= 2U? — 2V((w2 + k3)(u2 + k2) + 2k -k', 
u = (gì — Đa)” = gỹ + Bộ — 24t ' Pa 
=2 +m? — 2/(u2 + k2)(m2 + k'?) — 9k - k'. 
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Như vậy 
s= (v2 +2 + Vm2 +) 


là bình phương năng lượng toàn phân của hai hạt trước phản ứng trong hệ 
quy chiêu khối tâm, ¿ là bình phương của lượng chuyển về phía trước và + là 
bình phương của lượng chuyển về phía sau của xung lượng 4 chiều trong quá 
trình va chạm. s,, (các đại lượng bất biển đối với phép biển đổi Lorentz) 
được gọi là các biến Mandelstam. 

(c) Trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm ta có 


ợ = (4.41), 43 = (g3.q2), ?† = (m,0) 


và 


g =Hidl6=U, ‹ 0 =H 4 
đi + DI — q3 +12. 


Khi đó ta có 


s= (gi +71)” = để + nỉ + 2g - Dị 
= #?+m° + 2q1m., 

† = (đt — g3)? — đƒ + độ — 24t - đ 
= 2u ~ 2q148 + 2i - q:, 

u = (đi — p3)” = (q2 — pì)? = độ + Đị — 24a ` PỊ 
= HỀ +rn? ~ 2q§m.. 


Vì vậy trong hệ quy chiếu phòng thí nghiệm năng lượng trước phản ứng của 
hạt có khối lượng là 
° 8— u2 gã m2 
qị —= _—— 8m ` 
m 


còn năng lượng của hạt này sau phản ứng là 


— + È + n2 


Q __ 
qạ — 2m 


kì 
và góc tán xạ 9 được tính theo công thức 


q -2 — 1° + đ?q§ 


t 
_g = 2 
lmlldaL v{(4ÿ)?2— ø2]H(4§)2- m2] 


cos 8 = 
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Câu hỏi sau là một câu hỏi về lý thuyết hấp dẫn của Newrton. 

(a) Tính bán kính và mật độ của một ngôi sao có khối lượng bằng khôi 
lượng mặt trời (M = 2 x 103 ø) sao cho ánh sảng không thể thoát khỏi ngôi 
Sao này. 

(b) Coi vũ trụ như một khối cầu khí có mật độ đồng nhật ø(/) và có năng 
lượng toàn phản bằng 0 đang giãn nở chống lại sự tự hấp dẫn của nó. Chứng 
minh rằng nêu bỏ qua áp suất thì khoảng cách giữ các hạt tăng theo ¿3/2, 

(UG, Berkelsy ) 
Lời giải: 

(a) Theo tính tương đương khối lượng với năng lượng, một photon có 
năng lượng E = zne? có khối lượng tương đương là mm. Thế của một hạt có 
khối lượng r„ nằm ở bể mặt của một ngôi sao khối lượng A⁄ƒ và bán kính # là 

GMm 


R ' 


trong đó G là hằng số hấp dẫn. Do đó điều kiện để một photon thoát khỏi 
ngôi sao là + V > 0, hay Ÿ > —V. Ngược lại, một photon sẽ bị giam giữ 
trong ngồi sao nêu # < —V, nghĩa là 

đa. GMm 


TnủC` < _R_- Ẫ 
hay 


GÀ 6,67 x 10 5x 2x 10% 


l< = 
- (3x 101933 


= 1,48 x 10” em = 1,48 km. 


Khi đó mật độ ø của mặt trời phải thoả mãn điều kiện 


Áđ vaN ỹ 2 x 1099 
>M|.xR]} = x 
lc lá ) (2) (1.48 x 105) 

= xhuớ dỨP +, 1017 3 

= 1,47 x 10 Ẩn Shb\Ã 0ˆ“ g/cm'. 
Chú ý rằng kết quả này phù hợp với sự dịch chuyển vẻ phía đỏ do hiện tượng 
hấp đẫn. Ö một khoảng cách lớn một photon có tắn số phát ra từ một ngôi 
sao sẽ có tần số , trong đó 


LJ= ạ_ CM 
Tuất Rc2j ˆ` 
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Điều kiện để photon thoát khỏi trường hắp dẫn của ngôi sao là ¿' > 0, hay 


n> GM 


Ea e2 ï 


(b) Trong quá trình giãn nở của một khối khi thoả mãn điều kiện mật độ 
đều, khoảng cách giữa hai hạt cho trước tỉ lệ với kích thước dài của khỏi khí 
và ta có thể chọn vị trí của bất kì hạt khí nào là tâm của sự giãn nở. Xét hai 
phản tử khí 4. cách nhau một khoảng RE. Coi 4 là tâm của sự giãn nở còn 
#‡ nằm ở bể mặt của khối cầu tâm 4. Theo định luật về sự hấp dẫn Newton, 
mỗi đơn vị khôi lượng của Ð chịu một lực hút — S3“ hướng về phía 4, trong 
đó khối lượng của khối cầu tâm 4 là A7 = ‡zf3¿, a là mật độ của khối khí. 
Để ý rằng tổng hợp lực hấp dẫn tác dụng lên 5 của phân khối khí nằm ngoài 
khối cầu tâm 4 bản kính 7? bằng 0. Bỏ qua áp suất ta có phương trình chuyển 
động của Ö là 

j?đR — GAI 
dể  Rˆ. 
Ta có 
d*R _ dan _ \at° 
d2 dRd 2dh 
và để ý rằng Ä7 không đổi trong suốt quá trình giãn nở, bằng phép lẫy tích 
phân ta có 


1? GM 
7 ng In 
hay 
,„ ` GM 
I ST DI: la gái 


7,V là động năng và thê năng tính cho một đơn vị khối lượng của B. Nếu 
năng lượng toàn phần băng 0 ta có K = 0. Vì vậy ta có 


Quá trình đang xét là quá trình giãn nỏ nên trong biểu thức trên ta chọn dâu 
+. Thực hiện phép tích phân, với điểu kiện ï? — Ïa tại t = fọ, ta có 


2 3 
: (ai s nỶ) = V2GM(~ tạ). 


Khi ( tọ, R >> Hụ thì » 
heœ«13. 
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Một phi hành gia mang theo một đèn pin, bật đèn sáng rỗi bỏ nó lại trong 
không gian (tự quay xung quanh trục của nó). Tìm phần vận tộc tăng thêm 
của “súng photon° nhận được sau hai giờ hêt pin? 

(Columbia ) 
Lồi giải: 

Giả sử đèn pin được để ỏ tiêu điểm của một gương phản xạ paraboloit sao 
cho hầu hết toàn bộ ánh sáng phát ra theo một hướng. Nếu công suất của đèn 
là V oat (W) và thời gian đèn sáng là z, thì năng lượng toàn phần của các 
photon được phát ra là # = ,V¿. Nêu hướng của đèn không đổi thì xung lượng 
của nó sẽ tăng thêm một lượng là 


hay vận tộc của nó tăng thêm một lượng 
Nt 


+ — 3 
Tre 


m. là khôi lượng của đèn pin, kết quả trên là do mỗi photon có năng lượng = 
có xung lượng tương ứng là š. 
Lây ví đụ, nêu @ = 1W,zn = 0.3 kg,  = 2 giờ, thì 
1x2x ä600 


?† == ———————-— —~— —5 ' 
D: 6,3 x3x 168 8x 10” m⁄s 
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Một đèn chớp giả định phát ra một chùm sáng rất chuẩn trực và có khả 
năng chuyển đổi một phần lớn khối lượng nghỉ của nó thành ánh sáng. Giả sử 
ban đầu đèn ở trạng thái nghỉ với khối lượng mạ, sau đó nó được bật và cho 
chuyển động tự do đọc theo một đường thẳng. Tìm khối lượng nghỉ in của đèn 
khi nó đạt vận tốc ø so với hệ quy chiêu gắn với trạng thái đứng yên ban đâu 
của nó. Không giả thiết c > 0. 

(ÚC, Berkc:ey ) 
Lời giải: 

Gọi F; là năng lượng toàn phần của các photon đã được phát ra cho tới khi 

đèn đạt vận tốc o = c. Khi đó xung lượng toàn phân của các photon có độ 


698 | _ Bài tập & lời giải Cơ học 
lớn Ÿ và ngược chiều với ø. Gọi rr: là khôi lượng nghỉ của đẻn khi nó có vận 
tóc u. Áp dụng định luật bảo toàn năng lượng, ta có 
m+c°” + E ~ mạc? 
mr+c? + RE = mặc? , 
và áp dụng định luật bảo toàn xung lượng, ta có 
E › 


TarYÖc - — —0, 
= 


với + - am: Khử E trong các biểu thức trên, ta có 
xi1—i 


rr+(L + 2) = mụ , 


hay 


rã —=— 
Tạ I1- ở NỆ >=ïU 

m — —— =m 8 
+1i+đø) ”PV1+đ — ””Va+ø 
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Một hạt có điện tích ø, khói lượng ra chuyển động trên một quỹ đạo tròn 
bản kính #† trong mặt phẳng + trong một từ trưởng đều B = /3Z. 

(a) Tính 7 theo ạ, #,rn, và tân số góc „2, 

(b) Vận tốc của hạt không đổi vì từ trường B không sinh công lên hạt. Tuy 
nhiên. một người quan sát chuyển động với vận tóc đều ¿3% lại không thấy vận 


tộc của hạt là hằng số. Tìm uj (thành phẩn không của vectơ vận tốc 4 chiều 
của hạt) mà người quan sát đo được. 
(c) Tính Ki và rôi sn, Bằng cách nào mà năng lượng của hạt đã thay đổi? 
(Princeton ) 
Lời giải: 
(a) Phương trình chuyển động của hạt trong hệ quy chiêu phòng thí 
nghiệm là 
dịp 
` = WU X đổ : 
Vì p và 1ì song song với nhau nền, 


dịp dịp? 


l 
mT sơ “0p:uxB=0. 
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Vì vậy p2 và do đó độ lớn của p và u là không đổi. Từ đó suy ra 


¬-. 
— Mì-tP 


cũng là một hằng số. Khi đó, vì p = zz+„u, ta có thể viết lại phương trình 
chuyển động thành 
du 
dt 


=UuIxư 
VỚI w2 —= gD/m+, Vì 
1 = (#,.0), œ = (0,0,U), 
phương trình trên tương đương với 
#=u,  ÿ= -#, š=0. 


Vì chuyển động chỉ giới hạn trong mặt phẳng z nên ta không cẩn xét đến 
phương trình chuyển động theo trục z. Phói hợp hai phương trình còn lại ta 
có 
+ u£ = 0 
bằng cách đặt z + ¡ụ = £. Phương trình này có nghiệm tổng quát 
€=pe 199) vn, 
trong đó ø. ¿ là những hằng sô thực còn £a là một hằng số phức. Nghiệm này 
tương đương với 
# — #q — Ï?cos(¿t + @), ỰỤT— 1u = —Rsin(œt + ý), 


những biểu thức này cho thây quỹ đạo chuyển động là đường tròn với bán 


kính # được cho bởi 
uủ= V+‡2 +? = Rau, 
«œ vận tốc góc quay. Từ đó 


TY — Tà! 1 


óc ~ 


Tụ) Ị 
"BỘ #u-GÓ #ui-pT” 


(b) Giả sử Š, S“ tương ứng là hệ quy chiêu phòng thí nghiệm và hệ quy 
chiêu đứng yên của người quan sát chuyển động. Thành phần thứ không của 
Vectø vận tốc bôn chiều, được định nghĩa như ư# = (+ue, +), biến đổi theo 


Tu€£ = Y3x€— 2WU) : 


45-8TÁLG ©Ũ HỌC 
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trong đỏ + = mm Như vậy 


tệ = Tạ€ = Y%u(e — 8) 
= uc + đ„Ïtsin(uf + 2)] 
— **u|e + (iu sin(uT + #)| , 
trong đó z là thời gian riêng của hạt. Như vậy +, không phải là hằng số trong 
3: 
(c) 


thuy bz 
—— = YYuu COS(GTu7 + @} 


dr 
-. 3 ^ 
„8\`_ ...... 
mã. hoa ntaI 


Nếu xung lượng 4 chiểu được định nghĩa như ø* = (ma, p), thì đo z» là một 
hằng só, 


nh nh Sở kh ._. COS & 
T đr mv/1-j b 


——— +-Ưựˆ 
d +n * 


biểu thức nảy chứng tỏ là năng lượng thay đổi 


ME _ dị 
đr = tu 


Chú ý rằng trong hệ quy chiêu $”, trường điện từ được xác định bỏi 


BỊ = F, =0 
E1 =3(Ei +vxBj)) 
=wwx Bi 


— + x Bà = —+0HBy , 


vì vậy trong hệ quy chiều S” có cả trường điện và trường này sinh công lên hạt 
làm thay đổi năng lượng của nó. 
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Xét va chạm của các chùm proton. Trong trường hợp thứ nhất hai chùm 
proton có động năng 7 va chạm trực điện với nhau. Trong trường hợp thứ 
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hai một chùm proton đang chuyển động va chạm vào các proton đứng yên. 
Để năng lượng sẵn sảng cho phản ứng trong hai trường hợp bằng nhau thì ở 
trường hợp thứ hai chùm proton chuyển động phải có động năng bằng bao 
nhiêu? (Sử dụng các biểu thức tương đồi tỉnh). 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 

Đôi với một hệ thì đại lượng #? — p là bắt biến đổi với phép biến đổi 
Lorentz. Xét va chạm trực diện của hai chùm proton cùng có động năng 7, 
và giả sử rằng trong hệ quy chiêu đứng yên &' gắn với một chùm proton thì 
chùm proton còn lại cỏ năng lượng toàn phân #* và xung lượng z'. Vì trong hệ 
quy chiều phòng thí nghiệm xung lượng toàn phần của hai chùm proton bằng 
0 nên ta có 


(2mc° + 2T)? = {E' + mc?)? - p?c? 
— (E' trnc?)* - (E2 — mˆc?) 


2E me? + 9m °c?, 


hay 
2T + 4Truc2 + mu2ct 


gW — 
E = 3 
TnC~ 


trong đó r+ là khối lượng nghỉ của proton. Từ đỏ năng lượng sẵn có cho các 
phản ứng là 
272 + 4Tmr? 


E” — mẹc” = : 


TC 
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Một photon có xung lượng ø tiên đến va đập một hạt đang đứng yên có 
khôi lượng rr:, 

(a) Tìm năng lượng tương đôi tỉnh toàn phần của photon và hạt trong hệ 
quy chiêu khôi tâm. 

(b) Tìm độ lớn xung lượng của hạt trong hệ quy chiêu khỗi tâm. 

(c) Nêu xảy ra sự tán xạ ngược đàn hỏi của photon thì xung lượng ở trạng 
thái cuôi của photon trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm là bao nhiêu? 

(UC, Berkeley ) 
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Lời giải: 
(a) Xét đại lượng E? — /??e? của hệ là đại lượng bắt biển dồi với phép biển 
đổi Lorentz 
(pe + mc2)2 — pềc2 = E2, 
trong đó £” là năng lượng toàn phần của hệ trong hệ quy chiêu khối tâm (là 


hệ quy chiếu mà theo định nghĩa thì trong đó xung lượng toàn phần của hệ 
phải bằng 0). Vì vậy ta có 


E' ~ v2pmcŠ + m°c1. 


(b) Trong hệ quy chiều khối tâm xung lượng toàn phần P' = Uvả xung 
lượng p của hạt bằng về độ lớn nhưng ngược chiều so với xung lượng ' của 
photon. Xung lượng biên đổi theo công thức : 


P.~0=+(P-“=) 


c 
từ đó suy ra 
¬..... _._Í 
— E_ pctrnc2 ` 1-4 


trong hệ quy chiêu khỏi tâm. Áp dụng phương trình biển đổi của xung lượng 
một lần nữa ta tìm được xung lượng của hạt trong hệ quy chiêu khối tâm là 


[1/19 


! n \ : 
Pp — +(D— đmc) = —+jjmée = ————————. 
V2pme + m2c2 


(c) Gọi xung lượng của photon và của hạt ở trạng thải cuỗi lần lượt là 7; 
và 7. Áp dụng định luật bảo toàn năng lượng và xung lượng ta có 


pc + me = pịc + Vi$c° +m2c1, 
U= -ứ\ +12. 


Kết hợp hai phương trình trên ta có 


(p— pị)” + Đ(p — pị)me — (p + mì)”, 


hay 
_— Me 
Sinh 2p † Trc - 
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Xem xét khả năng tạo thành một trong những hạt mới được phát hiện, đó 
là hạt ¿“ (3,7), khi một photon va chạm với một proton theo phản ứng sau 


+†+p—>p+iự'. 


Trong bải toán này chúng ta có cơ sở để lắy xắp xỉ khôi lượng của ự* là 4M„, 
với A1, là khôi lượng của proton. Ban đâu proton bia ở trạng thái nghỉ còn 
photon chiếu tới có năng lượng £ trong hệ quy chiều phòng thí nghiệm. 

(a) Tìm giả trị tôi thiểu của năng lượng E của photon để phản ứng trên cỏ 
thể xảy ra. Có thể tính kết quả theo đơn vị Af,c° (=938 MeV). 

(b) Tìm vận tốc, nghĩa là tỉ số ›/e, của hạt “ khi photon cỏ năng lượng Ƒ 
vừa đủ vượt quả năng lượng ngưỡng nụ. 

(UỤC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Tại ngưỡng để phản ứng xảy ra, Ở trạng thải cuôi cùng các hạt p, “đều 
đứng yên trong hệ quy chiêu khôi tâm. Vì £® - P?¿3 là bất biến đối với phép 
biên đổi Lorentz và đối với hệ cô lập thì nó được bảo toàn và vì một photon có 
năng lượng ¿; thì có xung lượng là = nền ta có 


(Ep + Afuc2)? — Eÿ = (Mục? + 4M,c?) 
từ đỏ tỉnh được 
Eụ = 12Aucˆ 
là năng lượng ngưỡng của photon. 

(b) Ö gần ngưỡng năng lượng để phản ứng xảy ra, hạt +“ tạo thành ở trạng 
thái đứng yên trong hệ quy chiêu khói tâm, vì vậy vận tóc của nó trong hệ quy 
chiêu phòng thí nghiệm chính là vận tốc của khối tâm hay vận tốc của hệ 

Pc° lục 12 


E_ bạ+M;ẽC T1” 
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Một phản proton có năng lượng #; tương tác với một proton ở trạng thải 
nghỉ để tạo ra hai hạt có cùng khỗi lượng „. Trong hệ quy chiêu phòng thi 
nghiệm, người ta phát hiện được một trong hai hạt tạo thành ỏ góc 90° so 
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với chùm tới. Tìm năng lượng toàn phần (/;) của hạt đó và chứng tỏ rằng nó 
không phụ thuộc vào m; cũng như vào Ehp. 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 

Ta biết phản proton và proton có cùng khối lượng mn. Hình 3.23 mô tả va 
chạm giữa phản proton và proton. Ap dụng định luật bảo toàn xung lượng ta 
có 

Du — Da cos f, mì =asinU, 


hay 


£p.Pq 


Hình 3.23 


Áp dụng định luật bảo toàn năng lượng ta có 
Ea +* túc ` — E4 + vVư$c +ưn‡c!, 
Phối hợp hai phương trình cuỗi ta có 
(Ea + mc2)Ẻ + F - 9(Eq + mc”)E, = pậc” + Lịc” + mặc! h 


hay 
2mÈc† + 2 qmeÈ = 3(Eb + mc?)E; , 
vì Eã - pậc” ! mn$c1, E2 — pịc? + mặc!, Do đó ta có 


E, = me?. 


Như vậy #2; chỉ phụ thuộc vào khôi lượng của proton mả không phụ thuộc vào 
mự Và En. 
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(a) Một hạt có khói lượng rn và điện tích e chuyển động với vận tộc tương 
đôi tính u trên một đường tròn bản kinh ?#?, quỹ đạo này vuông góc với một từ 
trường tĩnh đồng nhất B như mô tả trên hình 3.24. Tính # theo các thông số 
còn lại (bỏ qua sự bức xạ). 

(b) Quan sát viên O' chuyển động với vận tốc cỗ định ø đọc theo trục 
thây quỹ đạo có dạng như hình 3.25. Các điểm a, ò, c. ở, e ở hai hình tương ứng 
với nhau. 

(¡) Tính khoảng cách ;„ - y mả quan sát viên @' đo được. 

(ii) Tìm gia tộc k1 của hạt tại e, là điểm mà hạt ở trạng thái nghỉ một 
cách tức thời. 

(ii) Giải thích nguồn gộc gia tốc của hạt tại c trong hệ quy chiêu gắn với 
Ợ? 

(Princeton ) 


Hình 3.24 Hình 3.25 
Lời giải: 
(a) Gọi p là xung lượng của hạt, ta có 
ä 
F =œw «1B, 
và như vậy 
dp _ ldp” - _ 
TIN T” cđra+v‹vxB=0, 


trong đó + = ` Do đó p, + và cả › đều có độ lớn không đổi. Như đã tính 
lễ. 


toán ở Bài 3039, quỹ đạo của hạt là đường tròn bản kinh # cho bởi công thức 
 = Ru, với 
.— 
_ TY. 
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(b) Gọi E, X7 lần lượt là hệ quy chiều phòng thí nghiệm và hệ quy chiêu 
gắn với quan sát viên, trong đó 5 chuyển động với vận tốc —ø dọc theo trục 
so với “. Sử dụng phép biến đổi Lorentz ta có 


 = 3É — Øct) = +(u + 0t), 


D D 
2. đi # =#z, 


cÈ = +(ct — đụ) = +(e'+ *) n 


với 8 = —}. 
(0) Ta có 


TT 
Ma — 1o = —2Ƒ fạ—lụ =—, 
ằ&} 


Vũ — 1ạ — 2a — 1h) + Y9(la — Íạ) 


d3y _ —u? A1 
” ~ “ (gia tốc hướng tâm) , 
d2ụ . h 
Pro (gia tốc tiếp tuyền) . 


Thành phân vận tốc # biên đổi theo công thức 


dự" — dự (® h En 
¬ ưng: —_ —=- — ro. xx 
dị dt dt * í: + x#) 


Thuyết tưởng đỗi hẹp 707 


Tương tự ta có 


H3). —-s) () ` 1 đ (5) 
dt? dự (dữ x+##) dt \dP 


ni —+eu 
—= +1 = 
5 m 
Tại điểm c ta có 
dự — Sự +u TU on 
=0. 
# 1+3 1~§ 


Vì tà =0, Em = 0 nên vận tốc của hạt u = 0. 
(ii) Các phương trình biên đổi đối với trường điện từ có dạng 


E)=Ey=0,  B,=Bạ=0, 
E¿ =+(E, — đcB,) = 0, 
Eạ = +(E; + 0cB;) = —+uB, 


B = + (By —  E,) =0. 


(Để thu được các phương trình trên ta thay các trục 1 cho z, z cho , z cho z). 
Khi đó trong hệ quy chiều 5“ lực Lorentz tác đụng lên hạt tại điểm e là 


Fˆ=c(W+uxB)=eE, 


46-8T8G CƠ HỌC 
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hay 
F'=F;= _-yeuB, 


và gia tốc của vật là — 1E, giông như kết quả tìm được ở câu (ii). Vì vậy gia 
tốc của hạt tại c là do trường điện trong hệ quy chiều Ð” gây ra. 


3045 


Một hạt mang điện (điện tích e và khối lượng nghỉ rn) chuyển động trong 
một trường điện từ không đổi theo không gian và thời gian với các thành phần 
của nó là E = (a,0,0) và B = (0,0,b) trong hệ quy chiều Lorentz S. Giả thiết 
rằng |E| zZ |B|. Hãy đưa ra các phương trình vi phân cho vectơ vận tốc 4 
chiều của hạt như là một hàm của thời gian riêng. Hãy chỉ ra rằng nghiệm của 
phương trình đó có thể biểu diễn dưới dạng chồng chập của các hàm mũ và 
tìm các số hạng ở phẩn mũ. Tìm điểu kiện (của E và B) sao cho tất cả các 
thành phần của vectơ vận tốc 4 chiều đều liên kết đọc theo từng quỹ đạo? 

(Princeton ) 
Lời giải: 
Chuyển động của hạt được mô tả bằng phương trình vectơ 4 chiều 
dp? 


SE _ ga 
đs h 


trong đó da = cdzr, r là thời gian riêng của hạt, 


p2 = mc2u^ = mẹ? (ệu, +) : 


F® = (+E,Šu -E), 
L4 


với + = ——È 


và u là vận tốc của hạt. 
" 
Lực tác dụng lên hạt là lực Lorentz 
E=ec(E+uxB). 
Với u = (uy, tuy,u;), Ð = (a,0,0), B = (0,0,b), và u- F = cu - B = eaux, ta có 


Fˆ=œ% (a + buy, —bu„, 0, —) 


= e(gua + cbua, —cbui, 0, aut) . 
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Từ đó các phương trình chuyển động là 


ni: 
dr 
dua 


ĐT = —eÖt › 


đua = 


.. 


đùa — eouy 


+ =(cbua + QUA): 


đr C 


Như vậy uạ là hằng sô và không cần xem xét gì thêm. Để giải các phương 
trinh còn lại ta dặt 
"NH7. 


Khi đó các phương trình trở thành 


THÀ AI — ebAa “a4 0, 
c€bẢi +nÀA¿ =ñ, 
—SaÄi +mÀA¿4 =0. 


Điều kiện để hệ phương trình này có nghiệm mà không phải khử bỏ tất cả các 
A/ là 


mÀ =eb —% 

eb ` mÀA 0 |=0, 

—"®= 0 mà 
nghĩa là 

e3a2 
TmmÀ (mà, + e2? — 3) =Ũ 
€ 
Các nghiệm của phương trình là .. 
ÀA =0, ÀAa=--Va3—22,  As=—-—Va?— c2, 
ne Tnc 


Như vậy nghiệm tổng quát của phương trình chuyển động là chồng chập của 
các hàm mũ với các sô mũ vừa tìm được. Điều kiện để tất cả các thành phần 
của vectơ vận tốc 4 chiều của hạt đều liên kết đọc theo từng quỹ đạo là các À 
phải bằng 0 hoặc là số ảo, nghĩa là 


ø <Scb, hay |E| < ‹c|BỊ.. 
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Một hạt có điện tích e, năng lượng , chuyển động với vận tốc trong một 
từ trường sinh ra bởi một lưỡng cực từ có cường độ A⁄ nằm ở góc toạ độ và 
hướng dọc theo trục z..Nếu ban đầu hạt nằm trong mặt phẳng + cách gốc toạ 
độ một khoảng # và chuyển động theo phương xuyên tâm ra phía ngoài, hãy 
tìm giả trị cực đại và cực tiểu của bán kính của hạt (giả sử quỹ đạo của hạt bị 
giới hạn). 

(Chicago ) 
Lời giải: 

Hàm Lagrange của một hạt có điện tích e, khôi lượng nghỉ zn chuyển động 

với vận tốc u trong trường điện từ có thê vô hướng ở và thế vectơ A là 


2 


Tn1© 
L1=—-——-e#+cu:A. 
Mj 
trong đó y = ——. Trong bài toán này không có trường điện nên Ø = 0. 
1 1 


—e? 
Thế vectơ do lưỡng cực từ có momen M nằm ở góc toạ độ gây ra là 


Ä + NI CS ph 
r 4m rả 


Trong hệ toạ độ cầu như hình 3.26 ta có 


M = (M cos6,—M sin 6,0), 
Tx= (r,0, 0) bà 


do đó ta có 
W Họ M sin 0. 


= ¿+ 
Án r? ® 


Với u = (?,zÔ, r¿ sin 9), hàm Lagrange có dạng 


tmmc2 eM sin? 8 , 
Dưếi cu 
^ 4m T 


Chú ý rằng 2 = #2 + r22 + r2¿2 sin? Ø, 1 không phụ thuộc tường minh vào 
œ@. Do đó ta có 
öL 


M % 
JS De (m2 th S) sin?@ = hằng số. 
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Hinh 3.26 


Ban đầu hạt ở vị trí có r —= R và chuyển động với vận tốc » = 7 trong mặt 
phẳng z„ nghĩa là r = ñ, 0 = 3, ¿ = 0 tại thời điểm ban đầu, từ đó ta có 
t9 củ! là hằng số. Hơn nữa, tác dụng lên vật chỉ có lực từ do lưỡng cực từ nằm 
ö gốc toạ độ gây ra. Lưỡng cự từ này gây ra một từ trường có các đường sức từ 
vuông góc với mặt phẳng zz/ nên lực từ tác dụng lên hạt cũng rẫm trong mặt 
phẳng này và do đỏ hạt chỉ chuyển động trong mặt phẳng +. Do đó ô — 0, 
0 = 5 tại mọi thời điểm. Vì vậy ta có 
2. HoeM nọ cM 
m^xr“Òò + ———— —= ——. 
NUIỆP nản TỆ 4x 
Tại các bán kính cực đại và cực tiểu, # = 0 và u = rội„. Vì lực từ không 
sinh công do 
u-ux(VWxA)=Q0, 
nên u có độ lớn bằng với vận tóc ban đầu ø, nghĩa là rộ = +, và + là một 
hằng số. Đặt 


ta có 
+? r? — ar + aR =0. 
Nghiệm của phương trình ứng với dẫu + là 


Nghiệm của phương trình ứng với dấu - là 


œ 42 
=. l2. l 8314 — 
" Si 1+ P ; 
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trong hai công thức trên ta dùng nghiệm ứng với các đẫu + vì r là số đương. 
So sánh hai nghiệm tìm được ta tìm được giá trị cực đại, cực tiểu của bán kính 


là 
: ".- xa 
maX. am "n H 


Tmin — 


| 
¬^ 
3|® 
| 
h 
+ 
¬ 
„> 
e|R 
" 
N—_— 
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Như chúng ta đã biết các hành tính chuyển động trên những quỹ đạo hình 
clip xung quanh mặc, trời và việc dẫn ra phương trinh quỹ đạo là một bài toán 
mẫu trong cơ học cổ điển. Tuy nhiên, chỉ cần tính đến những hiệu ứng của 
thuyết tương đổi hẹp thôi là quỹ đạo sẽ trở thành elip tiến động có dạng 


: = ~ũ + ccos|a(8 — Øa)]} ; 


trong đó œ = 1 tương ứng với kết quả cổ điển không có tiễn động. 

(a) Dẫn ra phương trình nêu trên và biểu diễn œ và rọ theo các hằng số cø 
bản của quỹ đạo (như năng lượng, momen động lượng, v.V.) 

(b) Cho bán kính quỹ đạo trung bình của sao Thuỷ là 58 x 10Ê km và chu kì 
quỹ đạo của nó là 88 ngày, tính toán mức tiên động của quỹ đạo của sao Thuỷ 
theo giây cung sau 1 thế kỉ, (Tắt nhiên là hiệu ứng này không phải là nguyên 
nhân duy nhất gây ra sự tiền động của sao Thuỷ). 

(Chicago ) 
Lời giải: 

(a) Xét một hành tỉnh có khỗi lượng m và vận tốc v. Vì nó chuyển động 
trên quỹ đạo elip, nghĩa là trong một mặt phẳng, nên ta sử dụng hệ toạ độ cực 
(r,8) với mặt trời là gốc toa độ. Hàm Lagrange của hệ là 


L_ _I8Ẻ „ GnM 


3 


trong đó + —= 
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M là khôi lượng của mặt trời. Vì 


cho 


ở : aa, GmM - 
2¡ (my?) — mvyr8 + TA 


m+r5ð = b, một hằng số. 


0, 


“ _ £ : ` Ậ- z 
Dặt u — +, kết hợp hai phương trình cuôi ta có 


b (z) buô — GmMu? =0, 


dt \ỗ dt 
hay 
d?u Gm.A1u2 
ap2 + = Bồ : (Ủ 
vì 
đu = ¿#t 
dt d0 
Năng lượng toàn phần của hành tinh là 
E'ediyễc: GmM 
T 
Như vậy . 
GmMu?ˆ  GmM 
: = + Ù 
Sỹ bàc2 (E+ GmMM) 
và phương trình (1) được biến đổi thành 
2 ME 
dầu `. GŒm (2) 


đ82 b2 ` 


trong đó 
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Phương trình (2) có một nghiệm riêng là 
GmME 
b2c2o2 ` 


và do đó nghiệm tổng quát của nó là 


L = 
GmMPE 
u = Acos[a(8 — Øa)] + "Kon? * 


trong đó 4 và đo là các hằng số. Vì vậy phương trình quỹ đạo có dạng 
1 1 


== đỊ Ø8—ô 
= ni + ccosia( a)]|} 
với 
b2c3œ*  (he)?— (GmM)? : ŒmM $7 
T65 (TP PSt =si/pDMEED= Pu Í€ = 2HỤU i01 py ¬ bc ) 


A, 8; là các hằng số và b, E lần lượt là momen động lượng đối với mặt trời và 
năng lượng toàn phần của hành tính, 
(b) Giả sử r đạt cực tiểu tại Ø: và trở lại giá trị cực tiểu này tại 0;. Khi đó 
a(8; — 8) = 2m. Do đó điểm cận nhật tăng một góc 
A9 = T =9 = 2m (^ — 1) 
œ 


a 


sau mỗi chư kì quay. Chú ý rằng khi œ = ¡ thì không có sự tiễn động. Vì độ lớn 
góc tiến động nhỏ so với 2z, nên ø gần với đơn vị và có thể được biểu diễn 


như 
""ẽ.. A, 
. 2 be 
và ta có : 
be 
sau mỗi chu kì quay. Xét đến vai trò của lực hắp dẫn ta có 


trong đó 7 là bán kính quỹ đạo trung bình của sao Thuỷ, Vì 
b=m+?20, 
GmM ~ rộ _ 27T 


bc e `. 
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trong đó r = 88 ngày là chu kì quay của sao Thuỷ nên trong một thế kỉ số 
vòng quay mà sao Thuỷ thực hiện là 


100 x 365 
Kẻ = 414 
88 Mã 
do đó góc tiên động sau một thế kỉ là 
58 x 108 k 
©= 414,8 x 4m : = 
bài 5à) mm... n5) 


= 3,326 x 10” rad 
= 6,86 giây cung . 
Kết quả này chỉ bằng h kết quả quan sát được. Kết quả t)\ực tế quan sát được 


chỉ có thể được giải thích bằng những tính toán liên quan dến thuyết tương 
đôi tổng quát. 
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Hãy đẫn ra hàm Hamilton của một hạt chuyển động với xung lượng p = 
— #*z trong trường điện từ được mô tả bởi các phương trình sau 
Vì 2 


L1ỠA 
Sẽ... 
H=VxA. 
(SUNY; Buffalo ) 
Lồi giải: 
Hàm Lagrange của một hạt tích điện ¿ trong hệ đơn ví Gauss là 


2 
6y u04: duy 
+ Lộ : 


và theo định nghĩa thì Hamilton của nó là 


H=Ð im b, 
3 


trong đó z; là thành phần vận tốc trong hệ toạ độ Descartes cho bởi v = 
(#i, #a, #a) và p; là xung lượng chính tắc cho bỏi công thức p — #Z. Vì 


djj t1  ổ (1\ Tả 
+ c2 ï Ø*, 
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và 

v-'Á Ð HIÁC, 

L 
nên ta có 
8L by gÁ; 
=—= ~—-— TT đị 
Đ» L 0; 

và 


: „2 mạc? 
H=Š `#p— L= may Š ` tì SI Th UV 
: H 


mạe2 (ý 


 Ñ sế tl) tơi 


= mng+c? + q®. 


Để biểu diễn J theo p, chúng ta sử dụng hệ thức 


hay 


đo đó ta có 
25:2 2 
; kh F. 
mà+?c ¬ mà z- + )) cÝ= Í " ˆ) c + mặc" % 
la c 


Vậy hàm Hamilton của hệ là 


Ị AN? 
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Tìm vận tốc của hạt biết rằng động năng của nó bằng năng lượng nghỉ. 
(Wtsconsin ) 
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Thuyết tương đôi hẹp 


Lời giải: 
Dộng năng của một hạt có khỏi lượng nghỉ rr:ụ là 
mục®(+ — 1), 


1 


7 


TÐ-~ E- mạt? 
=. Vì động năng của hạt băng năng lượng nghỉ rmạc” nên 


+ 
3 
— 


trong đỏ + = 
L áo 
+ — 2, Từ đó ta có 
` nẽ... 
ccWý Và 
hay 
+ — và ˆ 
+ 2 Êx 


3050 
Một chùm electron bị tán xạ bởi một bia tán xạ có định như trên hình 
3.27. Các electron bị tán xạ đàn hỏi. Mỗi electron có năng lượng j2 = šmọc? 


(Wisconsin ) 


và chùm electron có thông lượng là @ electron/giây. 
(a) Tìm vận tốc của chùm electron tới. 
(b) Tìm độ lớn và phương của lực mà chùm eleetron tác dụng lên bia tản 


xạ? 


Hình 3.27 
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Lời giải: 


(a) Vì E = mạ+ye? = Šmạc”, nên + = š và š = (/1— z 
của electron là 0. 8e. 


^ TA Ậ 
š- TỪ đó vận tốc 


(b) Vì các electron bị tán xạ đàn hồi nên vận tốc của chúng trước và sau 
tán xạ bằng nhau. Thành phần xung lượng song song với bia tán xạ cần được 
bảo toàn nên chùm electron tới và chùm electron tản xạ phải tạo với bia tán xạ 
những góc bằng nhau. Do đó sau quá trình tán xạ thì thành phần xung lượng 
vuông góc với bia tán xạ chỉ đổi dâu mà không thay đổi độ lớn. Vì vậy ta có 


4v2 


Abp = 2p„ = 2ma+yucos 45° = Tae. 


Lực ` mà chùm electron tác dụng lên bia tán xạ bằng với xung lực mà chùm 
electron tác dụng bia trong một đơn vị thơi gian. Vì có Q electron đập vào bia 
trong một đơn vị thời gian nên lực ?ˆ có cưởng độ là 


4v2 
P— 2p„Q = —n Qmạc ` 


và có phương thẳng đứng (vuông góc với bia tản xạ). 
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Theo nguyên lý tương đương thì khối lượng hấp dẫn và khối lượng quán 
tính bằng nhau. Hãy lý giải xem liệu một photon có khối lượng hập dẫn khác 
0 hay không? Giả sử có một photon rơi thẳng về phía trái đất và khoảng cách 
mà photon này rơi được là 10 m. Tính toán ảnh hưởng của quả trình rơi nói 
trên lên tần số của photon. Có thể dùng kĩ thuật thực nghiệm nào để đo đạc 
được sự thay đối tần số đó? 

(Wiscorsin ) 
Lỡi giải: 

Mặc dù khôi lượng nghỉ của photon bằng 0 nhưng theo nguyên lý tướng 

đương thì khối lượng hâp dẫn của nó không bằng 0 mà bằng khối lượng quán 


tỉnh 
+ hư 


Khi photon rơi một đoạn ¿ trong trường hấp dẫn g, thì năng lượng và ca tần 
số của nó đều tăng 


hư! hư + tngl — hu ( + 2) . 
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Thay 1“ = + Âu, ta có 


Awu _ gì 9,8 x 10 —15 
z = 1 10 : 
73 METTSTI2 1 Nả lão 


Như vậy khi rơi một đoạn 10 m trong trường hắp dẫn của trái đất thì tần số 
của photon tăng (dịch chuyển về phía xanh) theo hệ số 1 + 1,1 x 10—15, Thực 
nghiệm cỏ thể sử dụng hiệu ứng Mössbauer để phát hiện sự thay đổi tần số 
nhỏ này. 
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Xét thí nghiệm tán xạ ở năng lượng rất cao giữa hai hạt có cùng khối 
lượng nghỉ rnọ, trong đó một hạt ban đầu đứng yên còn hạt kia tiễn tới với 
xung lượng ø và năng lượng toàn phần E. 

(a) Tìm vận tốc khối tâm của hệ j* = m—, 

(b) Trong giới hạn tương đôi tính cực hạn pe >> mọc”, tìm năng lượng toàn 
phần E* của hệ trong hệ quy chiếu khối tâm (là hệ quy chiếu trong đó tổng 
xung lượng 3 chiều toàn phần bằng 0). 

(Wisconsin ) 

Lời giải: 

(a) Trong hệ quy chiếu phòng thí nghiệm, hệ hai hạt có năng lượng toàn 
phần là E + mọc? và xung lượng tòan phần là p. Vận tốc khối tâm của hệ (vận 
tốc của hệ khí xét nó như một tổng thể) tính theo đơn vị e khi đó là 


` pc 
8 — E+mạ€ ` 


(b) Đối với một hệ thì các đại lượng E2? — p2c? là bất biên đổi với phép biến 
đổi Lorentz. Trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm đại lượng này bằng 


(E + mạc?)? - pc? — 2Emoe2 + 2mậcÃ 


vì E? — p?c? = mặc". Trong hệ quy chiêu khối tâm đại lượng này bằng (2E)?, 
trong đó E là năng lượng toàn phần của mỗi hạt. Vì vậy 


E* =2E = \/2Emoc2 + 2mậc1 


~ V2Emac2 V2pmaœ 
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trong giới hạn tương đối tính cực hạn với pc >> mọc2, ta có 


E= Up? + mặc^ x pc >> mạc? . 
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Một hạt có khối lượng nghỉ m và có vận tốc ban đầu uọ đọc theo trục z. Từ 
thời điểm ¿ = 0 hạt chịu tác dụng của lực #' đọc theo trục . Tìm vận tốc của 
hạt tại thời điểm ‡ bất kì, và chứng tỏ rằng |v| — c khi ¿ — œo. 
(Wisconsm } 
Lời giải: 
Phương trình chuyển động của hạt 


= qim+v) : 


trong đó + = 


, trong bài toán này phương trình đó có thể viết dưới dạng 


` 


d d : 
0= aiưm+‡), Ƒ= am) 


với v = (#,ÿ), E = (0, F). Vì F là hằng số với mọi ‡ > 0 và tại thời điểm ban 
đầu £ = tạ,  = 0, Ƒ = 0, nên sau khi tích phân các phương trình trên ta có 


rny# — rn*oUoy mxyù = Ft, 


trong đó +o = TiEvC Do đó ta có 
SG 


đếP GHI HỮU Sàn s.n (m2 xin lộ + P2), 
hay 
„2g? z 8® — m2 ^â đUỔ + r2 
la m2c? : 
từ đó tính được 
a*= mˆ^x§uậ +22 


mn2+2uậ + rn2c2 + F2 ` 
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Độ 


Vì xổ;3 = xổ — L, nên ta có 


 . m23quà + Lan 
m?»‡c? + F22 


Các thành phần vận tốc là 


..— T00 . 
z—=—, 1= 
+ m+ 


°. 1... Jm3sc +? 
Fền =m Ý ma : 


Ẵ ` R ` , h £ ^ z 
Khi ? — œ, vì m+o0o, rn+oc vần la các hãng sỗố nên ta cú 


 —* d. £=(€Œ 
EU se 
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trong đó 


Một electron có năng lượng E » rne? và một photon có năng lượng W va 
chạm vào nhau. 

(a) Tìm năng lượng W' của photon trong hệ quy chiêu gắn với electron 
(hệ quy chiều e). 

(b) Nếu W! < rnc, có thể bỏ qua sự giật lùi của electron và năng lượng 
của photon trong hệ quy chiêu e không thay đổi do quá trình tán xạ. Tìm giá 
trị cực tiểu và cực đại năng lượng của photon trong hệ quy chiếu phòng thí 
nghiệm (hệ quy chiếu 7) sau khi tắn xạ. 

(Wisconsir) 
Lời giải: 

(a) Chọn trục z trùng với phương chuyển động của electron. Gọi 0 và Ø lần 
lượt là góc tạo bởi chùm photon với phương chuyển động của electron (trục 
+) trong hệ quy chiều 7 và hệ quy chiêu e. Vì (pe, E) là một vectd 4 chiều nên 
năng lượng của photon biên đối theo công thức 


Wˆ=+~^ (x- cá») =3(1— 60cos6)W, 


trong đỏ y = zz, 2 = Í£ với p = ¿V E2 — m2c† là xung lượng của electron 
trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm }. Vì E >> zme2 ta có 


m2c 
?ø b|Ì- ——_}]. 
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Từ đó 
„ + m2?ce 
Won lr (:-S)ss9|w 


E 
= |-S(1— cœø 
at cos } + 


mc} 
5E COS | W. Œq) 


(b) Trong hệ quy chiêu e ban đầu electron đứng yên. Nếu bỏ qua sự giật 
lùi của electron thì chùm phonton tới phải bị tán xạ trở lại dọc theo phương 
chùm tới với năng lượng không thay đổi vì năng lượng và xung lượng bảo 
toàn. Năng lượng và xung lượng của photon biến đổi theo công thức 


Wcos0” = +W(cos 8 — 8), W'sin0 =Wsìn0, 


hay 
in Ø 
t 8" — s1 2 
sả (2) 
và : 
W = +(1+ Øcos0)W' x —g(1 + cas) — TC cos#" W'.  () 


Từ phương trình (1) ta thấy W7 đạt giá trị cực đại khi cosØ = —1 hay Ø = z và 
giả trị cực đại này bằng 


Từ phương trình (2) ta có 0” = x. Photon bị tán xa trở lại nên sau va chạm thì 
0" = 0. Thay kết quả này vào phương trình (3) ta tìm được giá trị năng lượng 
tương ứng trong hệ quy chiêu L là 


D1 2EÿV7 
Wmaxy PENSi Wtaax lãm W 
Hoàn toàn tương tự, W7 đạt giả trị cực tiểu khí cos đ = 1, hay 0 = 0, và giá 
trị cực tiểu này bằng 


2 
me 
/ 
min ^Z W. 


Sau quá trình tán xạ Ø' = z và năng lượng cực tiểu của photon trong hệ quy 


chiêu 7 là 
m(2..„ mc2\? 
Win 2E min Ÿ | T= W. 
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